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1.1.1 历史 的 概述 


从 最 初 发 现 复 数 以 来 , 已 经 有 4 个 半 世 纪 流 逝 了 . ME, 读者 可 能 已 经 知道 , 复 
数 这 个 词 讲 的 是 一 个 形 如 a + ib 的 整体 , 这 里 a,b 是 通常 的 实数 , 而 i 和 任何 通常 
的 数 都 不 同 , 具有 i? = -1 这 个 性 质 . 这 个 发 现 最 终 将 对 整个 数学 有 深远 的 影响 ， 
把 许多 原来 根本 不 同 的 东西 统一 起 来 , 说 明了 许多 原来 似乎 不 能 理解 的 事情 . 尽管 
有 这 样 的 好 结局 事实 上 故事 还 在 展开 之 中 一 一 从 复数 最 初 发 现 以 来 , 进展 
AS ies. 说 真 的 , 与 19 世纪 以 后 所 取得 的 进展 比较 , 复数 生存 的 前 250 年 里 ， 
可 以 说 几乎 没有 进展 . 

在 那些 如 笛 卡 儿 、 OS. 芋 布 尼 芯 那样 伟大 的 智者 甚至 还 有 牛顿 这 样 神话 般 的 
AA, 出 生 而 又 逝去 的 年 代 里 , 复数 怎么 可 能 都 完全 沉睡 着 ? 答案 似乎 在 于 这 样 一 
个 事实 ; 复数 一 开始 得 到 的 并 不 是 拥抱 , 而 是 怀疑 、 困惑 , 甚至 是 敌意 . 

1545 年 出 版 的 卡 丹 诺 " 的 《大 术 》(Ars Magna) 一 书 , 通常 被 认为 是 复数 的 出 
“RUE. 然而 , 即使 在 卡 丹 诺 的 著作 中 , 这 种 数 一 被 引入 就 被 他 当 作 “ 既 不 可 捉摸 又 
没有 用 处 ”而 加 以 气 弃 . 我 们 将 会 看 到 , REENA EAR 1572 年 出 版 的 《 代 
2) (L’Algebra) 一 书 中 才 第 一 次 对 复数 进行 了 实际 的 计算 . 甚至 这 时 , 创新 者 似乎 
还 否认 (至 少 一 开始 是 这 样 ) 复数 是 自己 的 创新 , 说 “所 有 这 些 似乎 是 以 诡辩 而 不 
是 以 真理 为 基础 的 *， 晚 到 1702 F, 药 布 尼 艾 还 把 -1 的 平方 根 描述 为 “ 介 平 存在 
与 不 存在 之 则 的 两 栖 类 *. 这 种 情绪 似乎 也 在 这 个 时 期 使 用 的 名 词 上 反映 出 来 . 哪 
怕 是 讨论 了 复数 , 复数 仍 被 称 为 “不 可 能 数 * 或 “虚数 (imaginary)",” 很 不 幸 , 后 一 
个 词 直到 今天 仍然 残留 着 . 甚至 到 1770 年 情况 还 很 混乱 , 甚至 像 欧 拉 这 样 伟大 的 
数学 家 还 错误 地 去 论证 yV = V6. 

麻烦 的 根源 似乎 是 心理 上 或 哲学 上 的 障碍 . 如 果 谁 也 不 知道 怎样 回答 “什么 是 
(© Girolamo Cardano, 1501—1576, 意大利 数学 家 一 一 对 于 本 书 中 讲 到 的 许 和 名 数学 家 , 除了 少数 几 
个 最 著名 的 以 外 , 译 者 都 试 着 写 出 他 们 的 全 洛 . Ree, Aen Te. 这 些 , 特别 

是 某 些 “形容 词 "， 都 由 译 者 负责 . 一 一 详 者 注 

@) Rafael Bombelli, 1526—1572, 意大利 数 学 家 , 一 一 译 者 注 
D AEE (A) 是 指 i 的 实数 售 , 而 不 是 指 整 个 复数 ,附带 说 一 下 , 引进 “实数 ”这 个 词 

下 是 为 了 想 把 它 与 “虚数 "区别 开 来 . 虚数 的 “ 虚 ” 字 在 第 卡 儿 那里 是 用 的 imaginary. imaginary 

— WIR “ARO” ff, SR “A. “图形 中 的 *。 第 卡 儿 原 来 是 在 后 一 个 意义 下 使 用 它 的 ， 即 

强调 只 能 在 几何 中 型 解 . 一 一 详 者 注 
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复数 ? ”这 个 问题 , 怎么 可 能 热情 而 有 信心 地 去 研究 这 些 事情 呢 ? 

直到 18 HAA, 这 个 问题 才 有 了 令 人 满意 的 答案 ? 威 塞 尔 ?、 阿尔 干 ? 和 高 斯 ， 
互相 独立 地 然而 很 快 地 一 个 接 一 个 认识 到 , 可 以 给 复数 一 个 简单 的 具体 的 几何 解 
释 , 即 平面 上 的 点 或 向 量 ); 应 该 把 a + ib 这 个 神秘 的 东西 看 成 zy 平面 上 以 (a, b) 
为 坐标 的 点 , 或 等 价 地 看 作 是 连接 原点 到 此 点 的 向 量 . 见 图 1-1. 这 样 来 看 待 的 平 
面 记 作 C, 并 称 为 复 平 面 .8 


图 1-1 


对 两 个 复数 的 加 法 和 乘法 现在 也 可 以 赋予 确定 的 几何 意义 , 即 解释 为 平面 上 相 
应 的 点 (或 向 量 ) 的 几何 运算 . 图 1-2a 演示 了 加 法 的 法 则 : 
两 个 复数 之 和 4 十 已 由 通常 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 给 出 . (1.1) 


注意 , 这 与 图 1-1 是 相 容 的 , 因为 4+ 3i( 举 例 来 说 ) 确实 是 4 与 3 之 和 . 
图 1-2b 画 出 了 不 那么 明显 的 乘法 法 则 ; 
ABZRAAZKS B 之 长 的 率 积 , AB 的 辐 角 是 4 与 已 的 辐 角 之 和 . 
(1.2) 
这 个 法 则 并 不 是 由 图 1-1 就 可 以 看 出 的 . 但 是 要 注意 它 至 少 是 与 图 1-1 不 矛盾 的 ， 
(举例 来 说 )3i 确实 是 3 与 i KH. 请 读者 自己 验证 . i 与 自身 的 乘积 是 一 个 更 加 
令 人 兴奋 的 例子 . 因为 i 有 单位 长 , 而 辐 角 为 (x/2), 2? 也 就 有 单位 长 与 辐 角 元 所 
Blit =]. 


W eA [b] * 
J | 


A 
| 
| 
ni 


ef 


了 的 事 . 
区 Caspar Wessel, 1745—1814, WEARER. 译 者 注 
@ Jean-Robert Argand, 1768—1822, 法 国会 计 , —— 译 者 注 
@ 也 称 为 商 斯 平面 或 阿尔 干 平 面 ， 


iLi 3] $ 3 


威 塞 尔 和 阿尔 干 虽 然 发 表 了 这 个 几何 解释 ， 却 未 引起 注意 ,但 是 高 斯 的 名 声 
[当时 已 和 今天 一 样 显 赫 ) 保证 了 复数 作为 平面 上 的 点 得 到 了 广泛 传播 而 普遍 为 人 
接受 . 比 起 这 个 新 解释 看 来 不 那么 重要 (至 少 一 开始 显得 如 此 ) 的 是 这 样 一 个 事实 ; 
现在 终于 有 了 某 种 办 法 使 这 种 数 有 意义 了 一 一 它们 现在 终于 成 了 合法 的 研究 对 章 
T. 不 管 怎么 说 , 伟大 发 现 的 闸门 即将 开启 . 

就 复数 达成 共识 花 了 2 个 半 世 纪 还 多 , 但 是 怎样 用 这 些 数 作 微 积分 的 美丽 的 
新 理论 ( 即 现在 所 谓 复 分 析 ) 却 发 展 得 快 得 令 人 吃惊 . 绝 大 多 数 基本 结果 (由 柯 西 、 
ROSA) 都 是 在 1814 一 1851 年 得 到 的 中 间 还 不 到 40 年 ! 

对 这 门 学 科 的 历史 肯定 可 能 有 别 的 看 法 . 例如 Stewart and Tall [1983, 7 页 ] 指 
H, 比 之 复 分 析 的 爆炸 式 的 发 展 , 其 几何 解释 就 不 那么 重要 了 .“ 但 是 有 一 点 必须 提 
到 , 如 果 事 先 不 具备 复 平面 的 几何 知识 , 黎 曼 的 思想 是 完全 不 可 能 的 . 


1.1.2 BER Ay “apa” 


复 分 析 的 力量 和 美丽 最 终 来 自 乘法 法 则 (1.2) 以 及 加 法 法 则 (1.1). 这 些 法 则 最 
官 是 由 庵 贝 利 以 符号 规则 的 形式 给 出 的 ; 到 两 个 多 世纪 多 以 后 才 出 现 了 图 1-2. 
为 我 们 原来 似乎 只 是 凭空 抓 出 来 了 这 些 法 则 , 所 以 我 们 再 回 到 16 世纪 以 便 理解 其 
代数 根源 . 

许多 教科 书 都 按 一 种 方便 的 历史 虚构 来 引入 复数 , 即 以 求解 二 次 方程 


t =mrt+e (1.3) 


为 基础 . 大 约 在 公元 前 2000 年 , 就 已 经 知道 这 种 方程 的 一 种 解法 , 它 等 价 于 现代 的 


公式 
r= 5 [m + Vm? + 4e| 

但 是 如 果 m? + 4e 为 负 则 如 何 ? 正 是 这 个 问题 使 得 卡 丹 诺 考虑 负数 的 平方 根 . 到 这 
一 步 为 止 , 这 些 教科 书 在 历史 方面 都 是 正确 的 , 但 是 再 往 下 就 会 读 到 这 样 的 话 : 因 
为 需要 方程 (1.3) 有 解 , 就 连 使 我 们 严肃 地 考虑 复数 . 但 是 这 种 论据 在 今天 也 和 在 
16 世纪 一 样 , 几乎 没有 什么 分 量 . 事实 上 , 我 们 已 经 指出 , 卡 丹 诺 上 毫 不 迟疑 地 气 弃 
这 种 解 , 说 它 是 “没有 用 处 ”的 . 

并 不 是 卡 丹 诺 缺少 继续 追究 这 件 事 所 需 的 想象 力 , 而 是 他 很 有 理由 不 去 这 样 
做 . 对 于 古 希 腊 人 ,数学 就 是 几何 学 的 同 义 语 , 所 以 , 如 (1.3) 那样 的 代数 关系 式 
并 不 是 作为 代数 问题 来 看 待 的 (1.3) 只 是 解决 一 个 真正 的 几何 问题 的 载体 . 例如 ， 
(1.3) 可 以 看 成 是 求 抛物 线 yy = 22 与 直线 y= mz +e AZA. MA 1-3a. 

在 L 的 情况 下 , 问题 确实 有 解 ; 从 代数 上 说 ， (m? +de) > 0, 而 两 个 变 点 则 由 
上 式 给 出 . 在 Le 的 情况 下 , 这 个 问题 显然 没有 解 ; 从 代数 上 说 , (m? + 4c) < 0, 公式 
中 出 现 了 “不 可 能 ”的 数 正确 地 宣示 了 解 的 不 存在 . 


CD 对 他 们 的 论据 , 我们 有 一 点 必须 提出 抗议 ， Wallis 在 1673 年 并 没有 得 到 几何 解释 ， 见 上 页 脚注 . 
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图 1-3 
并 不 是 二 次 方程 迫使 我 们 严肃 地 考虑 复数 , 而 是 三 次 方程 


T? = pr + 2g 


迫 司 人 们 这 样 做 . 习题 1 表明 , 一 般 的 三 次 方程 都 可 以 化 为 这 种 形式 .] 这 个 方程 代 
表 求 一 条 三 次 曲线 y = r 与 直线 y= 3pz 十 2g 的 交点 . ME 1-3b. 卡 丹 诺 的 《大 
AL) 一 书 以 菲 洗 ”和 塔 塔 里 亚 ? 的 工作 为 基础 , 证 明了 这 个 方程 有 以 下 的 著名 解 式 


[见习 题 2|: 
a= VE 十 一 网 十 


请 读者 用 za = 6x 十 6 去 试 一 试 . 

这 个 公式 出 现 大 约 30 年 后 , 庞 贝 利 看 出 来 它 有 一 些 奇怪 的 悖 论 式 的 地 方 . 首 
先 注 意 , 若 直线 y = 3pz 十 2g 适合 p og, 则 公式 中 出 现 复数 . 例如 庞 贝 利 考虑 了 
z? = 15%w 十 生得 出 


(1.4) 


T= Y24+1li+ Y2-11i. 


在 图 1-30 中 , 出 现 复数 表示 几何 问题 无 解 , 但 在 图 1-3b 中 , 这 条 直线 一 定 会 与 曲线 
相交 ! 事实 上 , 检验 一 下 上 斋 贝 利 的 例子 就 会 给 出 x = 4. 

斋 贝 利 在 与 这 个 悖 论 斗 争 中 , 忽 发 “奇想 *; 如 果 在 上 式 中 设 十 11i = 24 ni, 
V2—-lli=2-ni, 说 不 定 就 会 给 出 z = 4 “GR, 为 了 使 此 法 可 行 , 他 必须 假设 两 
个 复数 4=a+ 证 与 BB=48 十 让 的 加 法 需 服从 一 个 似乎 近 情 理 的 法 则 ; 


A+B = (a + iā) + (b+ ib) = (a + b)+ ilā +b). (1.5) 


其 次 , 如 果真 正 有 一 个 值 m 能 使 VIF = 2+ ni, 他 就 必需 去 计算 {2 +inj3, 为 
此 , 他 假设 可 以 像 通常 代数 中 那样 把 据 号 乘 开 , 于 是 


(a + ia)(b + ib) = ab + ilab + ab) + iad. 
(D Scipione del Ferro, 1465—1526, 意大利 数学 家 .= 译 者 注 
加 Tartaglia, 真名 Nicolo Fontana，1500 一 1557， 意 大 利 束 学 家 ， 他 口吃 ,tartaglia 就 是 意大利 语 
“Te”. 一 一 - 译 者 广 


利用 i? = -1 他 得 出 结论 说 两 个 复数 的 乘积 应 由 下 式 给 出 
AB = (a + ia)(b + ib) = (ab — Tb) + ilab + ñb). (1.6) 


这 个 法 则 判明 了 他 的 “奇想 ” 胜利 , 因为 现在 他 能 够 证 明 (2+) = 2 十 11i, 请 自行 
验证 . 

尽管 复数 本 身 仍然 是 神秘 的 , 然而 庞 贝 利 关 于 三 次 方程 的 工作 证 实 了 , 完全 实 
际 的 问题 也 需要 用 复 算术 来 求解 . 

复数 理论 以 后 的 发 展 , 也 和 它 的 诞生 一 样 , 是 与 数学 其 他 领域 (还 有 物理 学 ) 的 
进展 密 不 可 分 地 联系 在 一 起 的 . 令 人 遗憾 的 是 , 我 们 在 本 书 中 只 能 稍微 触及 这 些 间 
题 ; 对 于 这 方面 有 兴趣 的 读者 , 可 以 在 Stillwell [1989] 中 找到 有 关 这 些 相互 联系 的 
完全 的 , 引人入胜 的 讨论 . 重复 一 下 在 序言 中 说 过 的 , 把 Stillwell 的 书 与 本 书 一 起 
读 , 其 价值 怎么 估计 也 不 过 分 . 
1.1.3 一些 术语 和 记号 


现在 , 我 们 把 历史 放 在 一 边 来 介绍 描述 复数 的 现代 术语 和 记号 . 这 些 都 概括 在 
FRP, 并 在 图 1-4 中 绘 出 . 


# 称 a 意 记 Ej 
z 的 模 z HEE r |z| 

= 的 辐 角 z 的 角度 @ arg (2) 
z 的 实 部 z fo She Re{z) 

= PRA z 的 5 坐标 Im{z) 
虚数 i 的 实数 倍 

实 轴 实数 的 集合 

虚 轴 = BANES 

z HARE z 对 实 轴 的 反射 


z=r+iy=r ð 


y=Imi ð=: RR 
e AE 


a= Rejj = 3 的 实 部 
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从 一 开始 就 把 复数 ( 按 几 何 观点 ) 看 成 一 个 不 可 分 的 整体 即 平 面 上 一 点 ， 
是 有 好 处 的 , 只 有 当 我 们 用 数值 坐标 来 描述 此 点 时 , 复数 才 成 为 “复合 的 ” 数 . 更 
准确 地 说 , C 被 说 成 是 2 维 的 , 意 为 需要 两 个 实数 ({ 即 坐标 ) 来 标记 它 , 至 于 如 何 标 
记 , 则 全 由 我 们 自己 决定 . 

用 箔 卡 儿 坐标 ( 实 部 z 与 虚 部 y) 把 复数 写成 2 = 2+ iy, 只 是 标记 方法 之 一 . 
当 我 们 处 理 复 数 的 加 法 时 , 这 是 很 自然 的 标记 , 因为 (1.5) 式 说 明 4+ B 的 实 部 和 
虚 部 正 是 由 把 A 和 B 的 实 部 和 虚 部 分 别 相 加 而 得 . 

但 是 在 乘法 情况 下 , 向 卡 儿 标记 法 就 不 再 是 自然 的 了 , 因为 它 给 出 拖 甫 而且 没 
有 启发 性 的 法 则 (1.6). 简单 得 多 的 几何 法 则 (1.2) 使 我 们 看 得 很 清楚 , 我 们 应 该 用 
板 坐 标 来 标志 一 个 典型 的 点 x :r+ = |z|, 8 = arg zx. 我 们 现在 可 以 把 z 写作 > = rd 
而 不 是 z=c+iy, 这 里 符号 2 是 用 于 提醒 我 们 6 是 : 的 角度 . [虽然 现在 还 有 人 
使 用 这 种 记号 , 但 是 我 们 只 是 暂时 用 一 下 ; 本 章 稍 后 我 们 将 发 现 一 个 好 得 名 的 记号 
【标准 的 记号 ), 而 且 本 书 以 后 就 一 直 使 用 它 .] 几何 乘法 法 则 (1.2) 现在 就 有 了 简单 
的 形式 

(RZ$)(rZ0) = (Rr)Z(d +8). (1.7) 

和 笛 卡 儿 标记 2 + iy 一 样 , 一 个 给 定 的 极 坐 标 标记 r20 就 确定 了 一 个 唯一 点 ， 
但 是 (与 第 卡 儿 标记 不 同 ), 一 个 给 定 的 点 并 没有 一 个 唯一 的 极 坐 标 标记 . 因为 任意 
两 个 相差 2r 的 整数 倍 的 角度 表示 同样 的 方向 , 所 以 一 个 痊 定 的 点 可 以 有 无 穷 多 个 
不 同 的 标记 : 


=rL(0— ån) =r2Z(0 — 2x) = 720 = rZ(0 + 27) = rZ4(0+4n) =... 
当 我 们 的 学 科 逐 步 展 开 时 , KP ARNT PSA 


笛 卡 儿 坐 标 和 极 坐 标 是 标记 复数 最 通常 的 方法 ， 但 在 第 3 章 中 我 们 将 遇 到 一 
个 特别 有 用 的 方法 ,“ 球 极 " 坐标 . 
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在 继续 往 下 读 之 前 , 我 们 强烈 建议 你 使 自己 对 至 今 引 入 的 概念 、 术语 和 记号 彻 
AFA, 直到 感到 自如 . 为 此 , 请 试 着 用 几何 方法 (以 及 /或 者 用 代数 方法 ) 把 下 面 
每 个 事实 都 弄 得 确实 无 疑 : 


Re(z) = slz +3], Im(z) = =le 一 下 ， |z| = VIT? + y?, 


= Im(z) = ee _ si 
tanlarg z] = Rela). 27 = |z|, r0 = r(cos + isinð), 
1 1 1 1 
用 关系 式 (1/z)2 = 1 来 定义 = 可 得 de 
Hid 4. lL « i. y 
a poh e+iy 22+ y? ‘ey’ 


(i+a)'=-4, (+i =—2°(1 +4), 


,ja að (1+iV3)?  。 ， 
(1 + iv/3)® = 28, aaa Ga 


rZb=r2Z(-O), mFz=%1+%, Ba = žan 21/22 = 21/22 


Eni = BZ iA, 


最 后 还 有 所 谓 的 广义 三 角 不 等 式 
| 加 十 如 十 + žnl <= |z1| + | 29 p [zn |. (1.8) 


等 号 何 时 成 立 ? 
1.1.5 ”符号 算术 和 几何 算术 的 等 价 性 


我 们 一 直 在 交换 地 使 用 符号 法 则 (0.5). (1.6) 与 几何 法 则 (1.1). (1.2), 现在 我 
们 要 证 明 二 者 等 价 , 因此 这 种 交换 使 用 是 合理 的 . 加 法 法 则 (1.1) 与 (1.5) 的 等 价 性 
对 于 学 过 向 量 的 人 是 熟悉 的 , 对 其 他 人 , 不 管 怎么 说 , 验证 一 下 也 是 直截了当 的 , 所 
以 可 以 留 给 读者 来 做 . 从 而 我 们 只 来 讨论 乘法 法 则 (1.2) 与 (1.6) 等 价 . 

我 们 先 证 明 乘 法 的 符号 法 则 可 以 由 几何 法 则 导出 . 为 此 我 们 先 用 一 种 特别 有 用 
的 重要 方法 来 重 述 几何 法 则 (1.7). $ z 为 C 中 一 般 的 点 并 且 考虑 当 用 一 个 固定 复 
A= R/o ERCH, 它 会 变 成 什么 . 按 (1.7), z 的 长 度 将 放大 RR, 而 z 的 角 
度 将 增加 一 个 由 现在 想象 对 平面 的 每 一 点 都 同时 这 样 做 ; 


NIL kA, EURA = RA 四 就 是 把 平面 旋转 一 个 角 由 
且 放 大 一 个 因子 所. (1.9) 


需要 提醒 几 点 : 

* 旋转 与 放大 都 以 原点 为 中 心 . 

* 先 旋转 再 放大 或 者 先 放 大 再 旋转 都 是 一 样 . 

“如果 玉 < 1, Bid “放大 ”其 实 是 缩小 . 

1-5 画 出 了 这 种 变换 的 效果 , 浅 色 的 图 形变 成 了 深 色 的 图 形 ， 请 自行 验证 ， 
在 此 例 中 4 =1+iv3 = 2Z#. 


现在 , 从 几何 法 则 导出 符号 法 则 变 成 了 一 忻 简单 的 事 . -回忆 一 下 , Bea Se 
(1.6) 的 关键 步骤 是 : (i? = 一 1; (ii) AIRES, 即 是 说 , HA, B,C 为 复 
数 , 则 A(B+C)=AB+ AC. 我 们 已 经 看 到 了 , 几 柯 法 则 可 以 给 出 (i); 图 1-5 We 
明了 , (ji) 也 是 成 并 的 , 原因 很 简单 : 旋转 和 放大 都 保持 平行 四 边 形 不 变 . 由 加 法 的 
几何 定义 , BB 十 是 一 个 平行 四 边 形 的 第 4 个 顶点 ,而 另外 三 个 是 OO，B, C. 为 了 
证 明 (ii), RARAS, 用 4 去 乘 就 是 把 这 个 平行 四 边 形 变 成 以 O 〇 ,AB ，4C 和 
A(B +C) 为 顶点 的 男 一 个 平行 四 边 形 , (1.6) 由 此 即 可 推出 ， 
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反 过 来 , 我 们 现在 证 明 几 何 法 则 也 可 由 符号 法 则 导出 .? 先 考虑 变换 z 一 iz. 按 
符号 法 则 , 这 意味 着 (r + iy) 一 (—y + iv), 图 1-6a 表明 iz 就 是 把 * 递 时 针 方 向 
转 一 个 直角 . 现在 用 这 个 事实 来 解释 4 为 一 般 复 数 时 , 变换 * Az 是 什么 , 以 
A=4+31=54¢ 为 例 就 能 很 好 地 掌握 它 , 这 里 由 = tan-1(3/4). 图 1-6b 就 是 这 性 
F. 符号 规则 表明 , 插 号 可 以 乘 开 , 所 以 我 们 的 变换 可 以 重 写 为 


zm Az = (4+ 3i)z = dz + 3(iz) = dz 十 3(z 旋 转 x/2). 


图 1-6c 画 出 了 这 些 步骤 . 我 们 现在 看 见 了 , 图 1-6c 和 图 1-6b 中 的 阴影 三 角形 是 相 
似 的 , 所 以 用 546 去 乘 就 表示 把 平面 旋转 一 个 角度 o BERAT 5 放大 . 证 毕 . 


pea 


1.2 欧 拉 公式 


1.2.1 引言 
现在 到 了 把 r0 换 成 一 个 好 得 多 的 记 叶 的 时 候 了 , 这 个 记号 基于 一 个 奇迹 似 


一 一 一 -一 


D 在 我 们 查阅 过 的 所 有 教科 书 中 , 这 都 是 用 三 角 恒 等 式 来 证 明 的 ， 我 们 相信 , 现在 的 证 法 支持 一 个 观 
点 , 即 这 种 恒等式 只 是 复数 乘法 的 简单 法 则 的 复杂 化 了 的 表现 形式 . 
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的 公式 
[e = cos + ising] (1.10) 

欧 拉 在 1740 年 左右 发 现 了 它 , 现在 它 被 称 为 欧 拉 公式 以 纪念 他 . 

在 解释 这 公式 之 前 , 我 们 先 谈 一 下 它 的 意义 与 用 途 . 正如 图 1-7a 所 示 , 这 个 公 
式 表 明 ex 是 单位 圆 上 辐 角 为 8 的 一 点 . 我 们 可 以 不 再 把 复数 写 为 * = r0, WS 
X z= ret, 具体 说 来 , 要 想 达 到 z, 必须 先 取 指向 z 的 单位 向 量 ee”, 然后 再 把 这 问 
量 拉 长 到 2. 这 种 表示 法 的 好 处 就 在 于 , 复数 乘法 的 几何 法 则 (1.7) 现在 成 了 几乎 
自明 的 事 : 


(Re'®)\(re™) — Rret(?+#). 


换 句 话说 , 对 eia 作 代数 操作 如 同 处 理 实 函数 ex 一 样 , 都 可 以 得 出 关于 复数 为 真 的 
yei 

为 了 解释 欧 拉 公 式 , 我 们 必须 先 处 理 一 个 更 基本 的 问题 : “ee 是 什么 意思 ? ” 
令 人 吃惊 的 是 , 许多 作者 的 回答 竟然 是 凭空 地 定义 el 就 是 cosg + isin’, 一 开局 就 
走 这 步 棋 , 如 同 开 局 就 会 一 个 子 一 样 , 在 逻辑 上 是 无 懈 可 击 的 , 然而 这 又 六 小 瞧 了 
欧 拉 , 竟然 把 他 的 最 伟大 的 成 就 之 一 当成 了 仅仅 是 变 一 个 说 法 . 所 以 , 我 们 将 要 给 
出 支持 (1.10) 式 的 两 个 启发 式 的 论证 , 更 深刻 的 论证 将 在 以 后 各 章 中 出 现 . 


al 


1.2.2 用 质点 运动 来 论证 


回忆 一 下 一 个 基本 的 事实 : ex 是 其 自身 的 导数 ; Let = er, 这 其 实 是 一 个 可 作 
定义 用 的 事实 , 即 , WR £ fl) = f(z) 而 且 f(0) = 1, W f(z) = e”. 与 此 类 似 , 如 
果 大 是 一 个 实 常数 , 则 ek* 可 以 由 以 下 性 质 来 定义 : 是 f(z) = kf(z), TE £0) = 1 
为 了 把 通常 的 指数 函数 ex 从 z 的 实 值 推广 到 虚数 值 , 我 们 可 以 抓 住 这 一 点 不 放 ， 
坚持 认定 , 当天 二; 时 此 式 为 真 , 即 


Te = ġe", (1.11) 
我 们 使 用 了 字母 土 代 替 x, 因为 我 们 现在 认为 自 变量 是 时 间 . 我 们 已 经 习惯 于 
把 实 函数 的 导数 理解 为 函数 图 像 的 切线 斜率 , 但 是 怎样 理解 上 式 中 的 求 导 呢 ? 
AT FPR HEM, 想象 一 个 点 治 C 中 一 曲线 运动 . 见 图 1-7b. 这 个 局 


的 运动 可 以 用 参数 表述 为 , 此 点 在 时 刻 t 的 位 置 是 一 复数 Z(t). 再 回想 一 下 , 在 物 


10 第 1 章 几何 和 复 算 林 


理学 中 说 过 , 连 度 V(t) 是 一 个 向 量 (现在 把 向 量 想 作 复 数 ) 其 长 度 是 动 点 的 瞬时 速 
率 , 方向 是 其 瞬时 运动 方向 ( 即 与 轨迹 相 切 ), 图 1-7b 上 给 出 了 该 点 在 时 刻 1 与 t+46 
之 间 的 运动 { 即 位移)AMf, 于 是 很 清楚 


d _ yp 2t+6)- Z(t) M _ 

qe? = fa? i a 

所 以 , 给 定 了 一 个 实 自 变 量 上 的 复 函 数 Z(t), 我 们 总 可 以 把 2 可 视 地 看 作 一 个 动 
点 的 位 置 , 而 42 是 其 速度 . 


我 们 现在 就 用 这 个 想法 在 Z(t) = et 的 情况 下 求 其 轨迹 ， 见 图 1-8. # (1.11) 


速度 = 了 = 这 = 位 置 递 时 针 旋 转 一 个 直角 . 


因为 此 点 的 初始 位 置 是 2(0) = e? = 1, 所 以 初速 度 是 i, 且 垂 直 向 上 运动 . 几 分 之 
一 秒 后 , 此 点 将 沿 此 方向 稍微 动 一 点 , 而 其 新 速度 将 与 新 位 置 向 量 成 直角 , 按 此 法 
来 构造 运动 , 很 清楚 , 此 点 将 沿 单位 圆 运行 . 


V=tZ 


Rr b 
4h 
ms le 


图 1-8 


AA Ban ena eee Meant Fe |Z (t)| 一 直 为 1, 所 以 该 点 的 速度 [V(t}| = 1. 
于 是 在 时 间 t= 8 以 后 , 此 点 将 在 单位 贺 上 运行 一 个 距离 o, 所 以 Z(0) = ew 的 辐 
HA o 这 就 是 欧 拉 公 式 的 几何 表述 . 


1.2.3 ”用 震级 数 来 论证 


为 了 作 第 二 个 论证 , 我 们 先 用 宪 级 数 来 重新 表述 上 面 作为 定义 的 性 质 ; 4 f(r) = 
F(x), (0) = 1. 设 f(a) TUARA ao + aya +a? 十 :… 的 形式 , 经 简单 计算 可 以 证 
明 


=f OERE S42 pen, 


进一步 的 研究 则 可 证 明 这 个 级 数 对 z 的 一 切 (SE) Ae. 

1-9 METS zx 为 实 值 9 时 , 这 个 和 是 水 平 轴 上 实数 的 无 穷 和 . 为 了 使 et 
有 意义 , 我 们 仍 坚持 用 这 个 级 数 , 但 令 2 = ið: 
ih 4 Gay" n 


e = 14794 ee = 
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图 1-9 则 表明 这 个 级 数 与 ee 的 级 数 同样 有 意义 . 但 是 各 项 并 不 具有 相同 方向 , 而 是 
每 一 项 的 方向 都 是 前 一 项 的 方向 旋转 了 一 个 直角 , 成 了 某 种 螺旋 线 . 


w | 


c 


a eja P/a! 
图 1-9 


这 个 图 像 使 我 们 看 得 很 清楚 , 已 知 e? 级 数 的 收 敏 性 , 即 可 保证 et? 的 螺旋 级 数 
tite Cc 的 某 一 定点 . 然而 并 不 清楚 它 会 收 和 化 于 单位 圆 上 角度 为 8 的 点 . 为 了 
证 明 这 一 点 , 我 们 把 这 条 螺旋 形 线 分 为 其 实 部 和 虑 部 : 

ee = C(#) +iS(8), 
这 里 
go g e g 
ara aS 
至 此 我 们 本 可 借助 泰勒 定理 证 明 C(O) 与 5(9) 就 是 cosd 与 sind HRAS, 从 而 证 
明 欧 拉 公 式 . 但 是 我 们 也 可 以 用 以 下 的 不 需 泰勒 定理 的 初等 方式 得 到 同样 的 结果 . 

RF e = C(6) + ish), 我 们 想 证 两 件 事 : (i) EA SOK: (ii) 它 的 角度 为 4. 
为 证 明 这 两 点 , 首先 注意 到 , 对 C A S 的 车 级 数 求 导 可 得 到 


C0) =1— 


C=- = 
这 里 , 一 撤 表 示 对 8 求 导 . 
为 了 证 (i), 注意 
Zle = (C? + Y = ACC + $5") =0, 
这 意味 着 ew” 之 长 与 6 ER. 但 因为 em = 1, 所 以 对 一 切 8 有 |et| =1. 
为 了 证 明 (ii), 用 (0) 记 e 的 角度 , 我 们 要 证 O(6) = 6, 所 以 


tan (0) = aA 


因为 我 们 已 知 C + 382 = 1, 可 知 上 式 左 方 的 导数 是 


[ta 已 (全 ] = (1 + tan? 6)’ = ( 一 5) [= 


= 
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而 右 方 的 导数 则 为 


有 ”CC 1 
=a eS 


所 以 


此 式 表明 O= 6+ const., Re” = 1 的 辐 角 为 0, [如 果 取 为 on, 有 没有 任何 几何 上 
的 差别 ? | 我 们 得 到 日 = 4 

我 们 现 可 得 到 结论 , 即 (不 需 素 勒 公式 )C(9) 和 S(0) 就 是 cost 和 sing HER 
数 , 虽然 这 个 结论 对 于 我 们 的 目的 只 是 附带 的 而 已 . 
1.2.4 用 欧 拉 公 式 来 表示 正弦 和 余弦 


欧 拉 公式 的 一 个 简单 然而 重要 的 结论 是 : (ESR ASS ee oy PLATS 
来 . 准确 地 说 , 检查 一 下 图 1-10, 可 见得 
ee — 00 ee m 213in0, 


到 着 与 此 等 从 有 


sin @ = ——__—_. (1.12) 


1.3.1 SI 


有 些 问题 通常 看 起 来 并 不 涉及 复数 , 然而 透 过 复数 的 眼睛 来 观看 它们 , 却 可 以 
得 到 最 漂亮 的 解法 ， 本 节 中 我 们 将 通过 选 自 各 个 数学 领域 的 许多 例子 来 说 明 这 一 
A. 本 章 末 的 习题 中 还 有 更 多 的 例子 . 

第 一 个 例子 [三 角 ] 只 是 说 明了 已 有 的 概念 的 力量 , 而 在 其 他 例子 中 将 要 展开 
重要 的 新 思想 . 
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1.3.2 =f 


所 有 的 三 角 恒 等 式 都 可 以 看 作 是 来 自 复数 的 乘法 法 则 . 在 下 面 的 例子 里 , 为 了 
Bers RICK, 我 们 将 采用 一 种 速写 法 : 大 写 的 C = cos, S = sing, 小 写 的 


c=cos@, s = sin ġ. 


图 1-11 
为 了 得 出 cos(@+ ¢) 的 恒等式 , 把 它 看 作 是 tto 的 一 个 分 量 , 见 图 1-11a. 因 


为 


cos(# + $) + isin(@ + o) = e+e) = eeth 
= (C+iS)(c + is) 
= [Ce — Ss] + i[Se+ Cs], 
我 们 就 不 但 得 出 了 cos(9 十 内 的 恒等式 , 还 得 出 了 sin(9 + 6) 的 恒等式 : 


cos(?+¢)=Ce—Ss, sin(@+¢) = Se+ Cs. 


这 里 又 表现 出 使 用 复数 的 男 一 个 强大 的 特点 : 每 个 复 的 等 式 都 同时 表述 了 两 件 事 . 
要 想 同 时 得 到 cos 30 和 sin 39 的 恒等式 , 请 考虑 e, 


cos 34 十 isgin30 = e™ = (e)? = (C+ =1C— 908 +i30s - S°). 
利用 C? + 8” = 1, 这 些 恒等式 就 可 写 为 比较 常见 的 形式 ; 
cos30 = 4C? - 3C, sin30 = —457+ 38. 


我 们 刚才 看 到 怎样 用 4 的 三 角 函 数 的 寡 来 表示 0 的 倍 角 的 三 角 函 数 , 但 是 我 们 也 
可 以 反 向 进行 。 举 一 个 例子 , 假设 我 们 想 用 8 的 倍 角 三 角 函 数 表 示 cos40， 因 为 
2c08f =e +e? ATLL 


cost? = {epe ji 
Sa (ei? 7 ea He) £ dfei26 +o) 46 
= 2cos4@ + 8cos 24+ 6 


下 
= cost p= gleos40 + 4cos 2@ + 3). 
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虽然 欧 拉 公式 在 作 这 类 计算 时 极为 方便 , 却 不 是 必 不 可 少 ; 我 们 实际 上 用 到 的 
只 是 复数 乘法 的 几何 形式 与 符号 形式 的 等 价 性 . 为 了 强调 这 一 点 , 我 们 不 用 欧 拉 公 
式 来 再 作 一 个 例子 . 

为 了 找 一 个 恒等式 来 用 了 = tand 表示 tan30. 考虑 > = 1 二 iT, WA 1-11b. 
因为 2 的 角度 是 8, 2° 的 角度 就 是 30, 所 以 tan3@ = Im(z3)/Re(z3). 所 以 
pe a cern a 37 -T° 
a = (1 +i) = (1— 37°) +i(3T —T“) => tang = Tar 
1.3.3 几何 


我 们 以 单个 例子 来 作为 几何 应 用 讨论 的 基础 . 在 图 1-12a 中 , 我 们 在 一 任意 四 
边 形 的 四 个 边 上 各 作 一 个 正方 形 . 我 们 想 证 明 此 图 中 明显 给 出 的 事实 ; 连接 相对 的 
正方 形 中 心 的 线段 互相 垂直 并 等 长 “要 想 找 出 这 个 令 人 惊奇 的 结果 纯粹 的 几何 证 
明 , 需要 极 大 的 才能 . 所 以 我 们 不 要 单 靠 自己 的 智慧 , 还 是 祈求 复数 的 智慧 来 帮助 
我 们 吧 ! 


为 方便 起 见 , 引入 因子 2, 并 令 2a, 2b, 2c,24 为 表示 四 边 形 4 边 的 复数 , 唯一 的 
条 件 是 这 个 四 边 形 要 封口 , 即 


atb+e+d=0. 


如 图 1-12a 所 示 , 取 2a 开始 的 顶点 为 C 的 原点 . 要 想 走 到 这 一 边 的 正方 形 中心 p, 
就 要 先 走 一 个 a, 再 沿 与 a 成 直角 【 道 时 针 ) 的 方向 走 过 同 样 的 距离. BORE, 由 于 ia 
正 是 a 依 逆 时 针 方 向 旋转 一 个 直角 而 得 , 所 以 p =a +ia = (1 十 ija. 同 理 


D 这 是 着 名 的 Thebault 问题 . Victor Thebault 是 法 国 几 何 学 家 , 他 在 1938 年 提出 了 3 个 问题 . 这 
里 是 第 一 个 ， 其 中 晤 难 的 是 著名 的 Thebault 第 三 问题 : 如 图 作 3 
个 圆 ， 外 圆 是 外 接 圆 ， 内 心 是 J, 求证 O I 0: 三 点 共 线 , 其 中 
01,02, 是 图 上 2 个 切 圆 圆心 直到 1983 年 {或 1973 年 ) 才 有 大 
给 出 了 解答 ,但 因 太 长 ， 人 们 都 认为 初等 解 污 尚 属 未 知 ， 请 参看 sS. 
Gueron, Two applications of the generalized Ptolemy theorem, 
American Math. Monthly, Vol.109, (2002), 362-370. 基于 另外 
两 个 Thébault 问题 可 见 A. Bogomolny. Thebault's problem, I, 
M, TH, www.cut-the-knot.org/curriculum/thebault 188 2, 3). 


— 译 者 注 Thebault 第 三 问题 
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q=2a+(1+i)b, r=2a+2b4+(l+ije, s=2a+2b4+2c+(1+4+i)d 
所 以 由 9 到 s 的 复数 A=js—q A p 到 + MBM B=r—p RE 
A=(b+2c+d)+i(d—b), B=(a+2b+c)+i(c—a). 


我 们 想 要 证 明 4 和 B 互相 垂直 且 等 长 .这 两 个 命题 可 以 合并 成 单个 复命 题 
B=iA, 即 B 可 以 由 A 依 逆 时 针 方 向 旋转 nj/2 而 得 . 这 也 就 是 A 十 iB =0, 而 后 
者 可 以 归结 为 例 行 的 计算 而 结束 证 明 : 


A+iB=(a+b+e4d)+ifa+464+e4d) =0. 


对 图 1-120 的 结果 作 纯 粹 几何 解释 的 第 一 步 是 考虑 图 1-12b. 图 中 在 一 任意 三 
角形 的 两 边 上 各 作 一 个 正方 形 , 由 图 中 可 以 得 到 : 连接 这 两 个 正方 形 中 心 到 三 角形 
AMA P Bom 的 两 个 线段 互相 年 直 而 且 等 长 . 习题 21 将 证 明 图 1-12a 可 以 很 
快 地 由 图 1-12b 得 出 ”. 图 1-12b 的 结果 当然 可 以 用 上 面 同样 的 方法 来 证 明 , 但 是 
让 我 们 试 一 试 找 出 一 个 纯粹 几何 的 证 法 . 

为 此 我 们 故意 绕 一 个 有 趣 的 弯 子 , 即 用 复 函 数 来 研究 平面 上 的 平移 与 旋转 . 事 
实 上 , 这 个 “ 弯 子 ” 本 身 比 我 们 打算 用 它 来 解决 的 几何 难题 重要 得 多 . 

用 五 记 平面 上 平移 一 个 向 量 ( 亦 即 复数 )v, 所 以 一 般 的 z 点 被 它 映 为 T(z) = 
z+v. 图 1-13a 夯 出 了 平移 对 于 一 个 三 角形 的 效果 . 7, 的 递 , 记 作 T 就 是 解除 
这 个 平移 的 变换 ; 更 形式 化 的 方法 是 按照 关系 式 ToT, = & = ToT KEM 
五 , 这 里 的 -£ 就 是 “什么 都 不 变 ” 的 变换 ( 称 为 恒 等 变 换 ), 它 把 每 一 点 映 为 其 自 
身 : E(z) = z 很 明显 , T = T. 


PA 1-13 
如 果 我 们 先 作 一 个 T, 接着 再 来 一 平移 T, 则 复合 的 平面 映射 Ton 将 是 另 
一 个 平移 ， 
Tu © Ty(z) = Tolz + u) = 2 + (wt v) = Topo(2z). 
这 使 我 们 得 到 关于 加 法 的 一 个 有 趣 的 启发 . 如 果 我 们 在 引进 复数 时, 认为 它 就 是 
一 个 平移 , 则 我 们 可 以 定义 两 个 复数 工 与 五 之 “和 * 就 只 是 相继 施行 这 两 个 平移 
(次 序 无 关 ). 这 当然 与 我 们 实际 给 出 的 加 法 的 定义 等 价 . 


D 这 个 方法 基于 一 篇 文章 Finney [1970]. 
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令 RE 表示 平面 绕 a 点 旋转 一 个 角度 0 例如 , R? o RE = RE, (R?) = 
R.X TERRA Ee, 第 一 步 是 注意 , (1.9) 表明 绕 原 点 的 旋转 可 以 写 为 
Riz) =z. 

图 1-13b 表明 , 一 般 的 旋转 RE 可 以 这 样 作 : 先 把 a 平移 到 o, 绕 0 旋转 9 再 
把 0 平移 回 a: 


Ri(z) = (Tao Rio T(z) 一 eiefz 一 四 十 @ 一 ez 十 天， 


EP k= a(l- e") 这 样 , 我 们 发 现 绕 任 意 点 的 旋转 都 可 以 表示 为 绕 原点 作 同 样 的 
旋转 , 再 继 以 一 个 平移 : RE = (To R$). 反 过 来 , 绕 原点 旋转 a 再 继 以 平移 v 又 可 
化 为 单个 旋转 : 
TLorg=Ro, 其 中 c=0/(1-e%). 

同样 , 可 以 很 容易 地 验证 , 如 果 在 旋转 之 前 就 作 平移 , 则 净 变 换 仍 可 以 用 一 个 旋转 
来 完成 : RY oT, =R. p 是 什么 ? 

刚才 得 到 的 结果 在 几何 上 肯定 不 是 明显 的 [请 试 一 试 ], 但 这 样 做 足以 表明 , 把 
旋转 和 平移 都 用 复 函 数 来 表示 是 名 么 有 力 . 作为 进一步 的 说 明 , 考虑 绕 不 同 点 作 两 
个 旋转 的 净 效 果 . 把 旋转 用 复 函 数 表示 出 来 , 经 简单 计算 [练习 ] 即 有 

(R? oRE\(z) =e" 24 y, 其 中 v= ae'*(1 — ed) + b(1 — ef), 


除非 0+ @ 是 Qn 的 整数 倍 , 否则 由 上 一 段 可 知 


pt 6 _ pide) ae v aet (1 一 :6 J + b(1 — e**) 
Bie RE N WE ran ee 


[MR b= a BÈ o = 0, c 应 该 是 什么 ? 请 验算 一 下 此 公式 ] 结果 见 图 1-14a. 我 们 以 
后 还 会 找 出 这 个 结果 的 一 个 纯 几 何 的 解释 , 而 且 在 此 过 程 中 找 出 上 述 复杂 公式 所 表 
示 的 < 的 一 个 很 简单 的 几何 构造 


图 1-14 
另 一 方面 , 如 果 (8 寺 由 是 Qn ARR, 则 e+e) — 1, 而 


R? a RE a Tii 其 中 v= (1 a e' \(b = a). 
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例如 , 设 9 = 由 = 这 个 结果 预示 Ri o RE = Thy a) 就 是 按 连 接 第 一 个 旋转 中 心 
到 第 二 个 旋转 中 心 的 复数 的 2 倍 作 平移 . 可 以 由 图 1-14b 直接 看 出 此 事 为 真 . 
以 上 关于 两 个 旋转 的 复合 的 结果 意味 着 [练习 ]: 


& M= RS Q sss o Re o RM 为 n aes, RS O = 
全 十 嫩 十 … 十 为 兆 旋 转 量 ， 一 般 来 说 ， 存在 某 个 复数 c 使 
M=R?, 12% O R 2n 的 整数 倍 , 则 必 存 在 革 个 使 At = 五. 
回 到 我 们 原来 的 问题 , 现在 就 可 以 给 图 1-12b 的 结果 一 个 潭 亮 的 几何 解释 . 在 
图 1-15a 中 ,At = Reo RY? ORM?) 根据 刚才 的 结果 , M 是 一 个 平移 . 为 型 明 
白 是 什么 平移 , 我 们 只 需 找 到 M 对 某 单个 点 的 效果 就 行 了 , 很 明显 , ME) = k, A 
此 M 是 一 个 零 平 移 , 即 恒 等 变换 E 所 以 


RE) o REP = (Ry) 0 M = Rh. 
如 果 我 们 定义 s = RZ (s), W m 是 st 的 中 点 . 但 另 一 方面 
gf = (RE) o R2) (8) oe RED (a), 


所 以 sps' 是 一 个 等 腰 三 角形 而 且 在 p 点 处 为 直角 , 所 以 sm 与 pm HAR AS 
E. 证 上 毕 . 


1.3.4 AEG 


考虑 求 er sine 的 第 100 阶 导 数 , 并 以 此 作为 微 积分 的 例子 . 更 一 般 地 说 , 我 们 
将 要 说 明 怎 样 用 复数 来 求 e sin br An 阶 导数 . 

我 们 在 讨论 欧 拉 公式 时 就 已 看 到 ,et 可 以 看 成 是 一 个 点 以 单位 角速度 绕 单位 
圆 运 行 时 在 时 刻 t 的 位 置 . 同样 , et 可 以 看 成 是 一 个 单位 复数 以 角速度 绕 原 点 
运行 . 如 果 我 们 把 单位 复数 在 其 旋转 中 伸 长 e 倍 , 它 的 端点 就 描绘 了 一 个 点 螺旋 
环绕 着 离开 原点 . MA 1-15b. 

这 件 事 对 于 待 解决 的 问题 的 意义 在 于 ; 此 点 在 时 刻 t 的 位 置 是 


Z(t) = eteibt = e™ cos bt + ie™ sin bt, 


18 第 1 章 几何 和 复 算 术 


所 以 e” sinbt 的 导数 恰 为 2 的 速度 V 的 垂直 分 量 ( 即 虚 分 量 )， 

我 们 本 可 以 对 上 式 给 出 的 2 的 两 个 分 量 求 导 来 求 出 Y, 但 是 我 们 想 利 用 这 个 
例子 来 介绍 本 书 中 一 直 会 使 用 的 几何 方法 . 在 图 1-16 中 , 考虑 该 点 在 时 刻 + 与 t+#5 
之 间 的 运动 M = Z(t + 6t) — Z(t). 

回忆 一 下 , V AEAEE s 趋向 零 时 (M5) 的 极限 , 所 以 当 5 非常 小 时 ,V 和 
(M/5) 很 接近 于 相等 . 这 就 提示 我 们 两 种 直观 的 说 法 , 而 本 书 中 , 这 两 种 说 法 都 将 
KH: (i) 46 AEA- V = (M6): 或 者 说 (ii)V 与 (M6) 最 终 相 等 ( 当 6 趋 于 
零 时 ). 

我 们 这 里 要 强调 , “最 终 相 等 * 和 “无 穷 小 ”这 些 词语 都 是 在 一 种 确定 的 技术 意 
义 下 使 用 的 , 特别 是 “无 穷 小 " 一 词 指 的 并 不 是 某 种 神秘 的 、 无 限 小 的 量 了 . 更 准确 
地 说 , 如 果 两 个 量 X ALY 都 依赖 于 第 三 个 量 5. 则 


lim = =] S “SFA ó, X =Y”. 
+ “3 6@FON X AY 最 终 相 等 ". 

由 极限 的 基本 定理 可 知 :“ 最 终 相等 " 保存 了 通常 的 相等 的 许多 性 质 . 例如 , 因为 下 
与 (M/6) 最 终 相 等 , 所 以 V6 与 M 也 最 终 相 等 . 

现在 回 到 求 螺 旋 环 绕 的 点 的 速度 问题 . 图 1-16 上 画 出 了 由 0 到 Z(t) 和 +a) 
的 射线 以 及 经 过 这 两 点 的 (以 0 为 中 心 的 ) 圆 弧 (虚线 ). 令 A 和 B 为 连接 Z(t) 到 
这 两 射线 与 圆 弧 的 交点 的 复数 . 如 果 5 AE) WBS 4 以 及 BS Z 均 成 直 
fa, MH M=A+B. 


a 2) ab 
Pass 


el a+ ib)” 


图 1-16 


现在 我 们 来 求 4 和 B 的 最 终 长 度 . 在 时 间 区 间 5 内 , 2 的 辐 角 增加 55( 按 弧 
Rett), 所 以 这 两 条 射线 在 单位 圆 上 切 下 长 为 5 的 弧 ,而 在 过 2 的 圆 上 切 下 长 为 
|Zibő AVS. 所 以 |B| 最 终 等 于 |2Z|665. 其 次 , 注意 到 |A| 是 12 全 | 在 时 间 区 间 6 中 


的 增 量 . 这 样 , 由 于 , 
GZ = Ge" = oZ, 


(D 在 Chandrasekhar [1995] 中 有 更 名 关于 这 种 差别 的 讨论 . 
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所 以 JA 最 终 等 于 |2lai. 
在 Z 处 的 阴影 三 角形 最 终 相 似 于 斜 边 为 «+ ib 的 阴影 直角 三 角形 . 把 后 者 旋 
转 2 的 辐 角 , 就 会 看 到 , 者 5 为 无 穷 小 , 则 


M = (a + ib) Mee ZAK |Z SF = (a 十 让 )25 
+V= £2 = (a + ib)Z. (1.13) 


这 样 , 所 有 从 原点 出 发 的 射线 都 以 相同 角度 [(a + ib) 的 辐 角 ] 与 螺旋 线 相 交 , 而 点 
的 速率 正比 于 由 原点 到 该 点 的 距 高 . 
注意 , 我们 虽然 尚未 给 出 e* 的 意义 (2 是 一 般 复数 )， 但 肯定 很 想 把 它 号 成 
Z(t) = eet 一 ele+ibjt， 这 使 (1.13) 式 显 得 十 分 自然 ， 反 过 来 , 这 就 提醒 我 们 应 
该 定义 ez = e+) 为 ereiy; 在 下 一 章 还 会 给 出 这 .一步 的 另 一 种 论证 . 
利用 (1-13) 式 就 很 容易 求 更 高 阶 导数 了 . 例如 点 的 加 速度 是 
d? d 
T T 
继续 这 样 做 下 去 , EST SRA) ARAR (atib) 而 得 [请 试 着 在 图 1-16 
中 画 出 各 阶 导 数 的 草图 ]， 如 果 写 成 (a + ib) = Ret, 其 中 R = Vor +P, o Æ 
tan~1(b/a) 的 适当 的 值 , 我 们 就 有 


V = (a+ ib)?Z = (a + ib)V. 


we = (a + ib)" Z = Reintente 一 Yrgatgilbttnd) 
所 以 
rT le™ sin bt] = (a? + b?) Že% sin [bt + ntan (Bb/a)] . (1.14) 
1.3.5 ”代数 
Faden’ (1716) 有 一 个 了 不 起 的 发 现 , 使 他 能 (在 原则 上 ) 积 出 一 族 
积 


da 
g™— J” 


其 中 n=1,2,3,…. 为 了 看 出 这 个 发 现 与 代数 的 联系 , 考虑 n = 2 的 情况 . 关键 性 
的 一 点 是 他 看 到 分 母 (z — 1) 可 以 因 式 分 解 为 [z 一 1)(z 十 1), 而 被 积 式 可 以 分 为 部 
分 分 式 (partial fraction, 或 译 分 项 分 式 ), 从 而 


dz 1 1 1 1 z— 1 
| ea ik a| lht- ga EH 
我 们 将 会 看 到 , 对 更 高 的 次 数 n, 者 不 用 复数 , 则 (z" 一 1) 不 能 完全 因 式 分 解 
为 线性 因 式 . 而 在 1716 年 复数 还 是 一 种 军 见 并 且 可 疑 的 玩意 ! 然而 , PRB, 如 


(D Roger Cotes, 1682—1716, 英国 数学 家 , 牛顿 的 《原理 ?第 2 版 的 著名 编者 . 一 一 译 者 注 
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果 能 把 (z" — 1) 剖 开 成 实 的 线性 和 二 次 因 式 , 则 他 就 能 算出 积分 . 这 里 所 谓 “ 实 二 
次 因 式 ” 就 是 系数 全 为 实数 的 二 次 式 . 

例如 , (zx? — 1) 可 以 分 解 为 (zx 一 1)(z 十 1)(z? 填 1), 于 是 可 得 如 下 形式 的 部 分 分 
I A B Gg D 

Ai eg 3+1 P Ba 

所 以 其 积分 可 用 In 与 tan? 来 计算 . 更 一 般 地 , 即使 因 式 分 解 中 有 上 比 (1241) 更 复 
杂 的 二 次 式 , 也 很 容易 证 明 只 需 用 ln 与 tan! 就 能 算出 所 得 的 积分 

为 把 科 芯 关 于 (z" 一 1) 的 工作 放 在 一 个 较 宽广 的 背景 下 来 考察 , 我 们 要 考察 多 
项 式 的 根 和 因 式 分 解 之 间 的 联系 , 这 个 联系 可 以 由 考察 几何 级 数 


=f —? S ef 


来 解释 , 这 里 c 与 = 都 是 复数 . 和 实 代数 一 样 , 要 求 此 级 数 的 和 只 须 注意 到 2Gm—1 
Al Gm- 包含 几乎 相同 的 项 — 如 果 一 下 子 看 不 出 来 , 请 以 m = 4 为 例 试 一 下 
把 这 两 个 式 子 相 减 可 得 

(2—c)Gm-1 = (1.15) 


所 以 


Bony ee, 

如 果 我 们 认为 c 是 固定 的 而 * 为 变量 则 (2™—ec™) 是 z 的 m REM, H 
z= 二 是 一 个 根 . 结果 (1.15) 表明 , 这 个 m 次 多 项 式 可 以 分 解 为 一 个 线性 因 式 (z—e€) 
和 一 个 (m 一 1) 次 多 项 式 Gm 的 乘积 

宙 卡 儿 在 1637 年 发 表 了 这 个 结果 的 一 个 重要 推广 , $ Pale) 为 一 个 一 般 的 mm 
REMA: 


Pala) = 2" + A a DE, 
其 系数 4,.… ,已 可 以 是 复数 . 因为 (1.15) HST 


一 D], 
我 们 就 得 到 了 向 卡 儿 因 式 定理 , 并 把 根 的 存在 与 作 因 式 分 解 的 可 能 性 联系 起 来 ， 
FcR Pal) = 0 的 一 个 解 , 则 已 (z) = (一 四 已 _ 1， 其 中 已 _1 是 人 位 一 1 次 多 项 起 ， 


如 采 我 们 能 再 找到 Pp 的 一 个 根 e, 则 由 同样 的 推理 又 有 P, = (2 - e(z- 
C)Pn—2. 这 样 做 下 去 , 笛 卡 儿 定 理 使 得 有 望 把 P, 恰好 分 解 为 n 个 线性 因 式 ; 


Py (2) = (2 — e1)(z — c2) (2 — en). (1.16) 
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如 果 我 们 不 承认 复 根 的 存在 (18 世纪 早期 人 们 就 是 这 样 的 ), 则 这 种 因 式 分 解 有 时 
可 能 (例如 22 -1), 有 时 又 不 可 能 (例如 z? 十 1). 但 是 与 此 形成 鲜明 对 照 的 是 , 如 
果 承 认 复 数 , 则 可 以 证 明 已 ,在 C 中 恒 有 nn 个 根 , 而 因 式 分 解 (1.16) 恒 为 可 能 , 这 称 为 
代数 的 基本 定理 , 我 们 将 在 第 7 章 中 解释 它 何以 为 真 . 

(1.16) 中 的 每 个 因 式 (2 — ci) 表示 一 个 把 根 ck 与 变量 点 * 连接 起 来 的 复数 . 
图 1-17a 演示 一 个 一 般 的 三 次 多 项 式 . 把 每 一 个 这 样 的 复数 都 写成 Reet, (1.16) 
式 就 有 了 一 个 更 生动 的 形式 


Falz) = fy A» wae Rete: +% ones Fidei | 


图 1-17 


虽然 科 落 那 时 远 不 知道 代数 的 基本 定理 , 但 我 们 可 以 看 一 下 , 这 个 定理 如 何 你 
证 了 他 在 把 z" - 1 分 解 为 实 线性 因 式 和 实 二 次 因 式 的 征程 中 得 到 成 功 的 科 获 的 
多项式 具有 实 系数 , 而 且 我 们 可 以 一 般 地 证 明 

若 一 多 项 式 具 有 实 系 数 , 则 其 复 根 必 为 成 对 复 共 瑟 的 , 而 它 可 以 

分 解 为 实 的 线性 因 式 和 实 二 次 因 式 . 
因为 如 果 Pio 的 系数 A,… E 都 是 实 的 , 则 Pal) = 0 必 意 味 着 Pale = OF 
习 ], 而 因 式 分 解 (1.16) PELUSA AR 


(z —c)(z —8) = 2? — (c+ Oz +6 = 2? — WMe(e)z + cl’, 


而 它 是 一 个 实 二 次 式 . 

现在 我 们 来 讨论 科 芯 如 何 借 助 正 ni 边 形 的 几何 来 把 x" 一 1 分 解 为 实 线性 因 式 
与 实 二 次 式 因 式 . 为 了 领略 下 面 的 讨论 , 请 设身处地 , 穿 上 18 世纪 的 服装 , 把 刚才 
学 到 的 代数 基本 定理 忘掉 ; 其 至 把 复数 和 复 平面 全 都 态 掉 ! 

对 于 开始 的 几 个 n t, 找 出 U(x) = xz? 一 1 的 所 期 望 的 因 式 分 解 不 算 太 难 : 


U(x) = (z — 1)(z + 1), (1.17) 
U(x) = (z —1)(a7 +2 +1), (1.18) 
U(x) = (x — 1)(2 + 1)(z? + 1), (1.19) 
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Us(z) = (x — 1) (e+ £l r+ 1) (2+ 4] +1), 


但 是 一 般 的 模式 则 很 难 捉摸 . 

想 要 找 出 这 样 一 个 模式 , 我 们 试 着 把 最 简单 的 情况 (1.17) TRAE, 见 图 1-17b. 
令 口 为 平面 (不 把 它 看 作 C) 中 一 直线 上 的 定点 ,已 为 其 上 的 动 点 , 而 用 x 记 两 点 
的 距离 OP. 如 果 我 们 现在 以 O 为 中 心 作 单位 圆 , C, CG 为 它 与 此 直线 的 交点 
显然 Us{z) = PC, PCa. 

为 了 在 此 精神 下 理解 二 次 因 式 , 我 们 跳 过 (1.18), 进 到 含有 较 简单 的 二 次 式 的 
(1.19) 式 . Uy(ar) 的 因 式 分 解 是 我 们 不 用 复数 就 能 得 到 的 最 好 的 分 和解 了 , 但 是 我 们 
的 理想 还 是 想 把 Da(z) 分 解 为 4 个 线性 因 式 , 这 就 启示 我 们 把 (1.19) 重 写 为 

机 (四 三 十 一 1 人 十 1 站 Wza 十 1Wzz 十 1 
并 把 后 两 个 “ 因 式 ”类 比 为 真正 的 线性 因 式 . 如 果 我 们 想 (类 比 于 前 一 情况 ) 把 它 解 
EA P 到 4 个 定点 的 距离 之 积 , 则 相应 于 后 两 个 “ 因 式 ”的 点 必 位 于 直线 之 外 . 更 
准确 地 说 , 毕 达 哥 拉 斯 定理 告诉 我 们 , 距 PA Ve + 的 点 必 在 与 直线 OP 成 直角 
的 方向 上 且 与 O 的 距离 为 1 处 . 参照 图 1-18a, 可 见 U(r) = PG PC PC PCy, 
而 CiCaCsC4 就 是 图 上 画 的 内 接 于 圆 的 正方 形 . 

既然 我 们 已 经 借助 于 正四 边 形 ( 即 正 方形 ) 将 U(x) 作 了 因 式 分 解 , 说 不 定 也 
可 以 用 正三 边 形 ( 即 等 边 三 角形 ) 将 Ule) 作 因 式 分 解 . 见 图 1-18b, 把 毕 达 哥 拉 斯 
定理 用 于 此 图 即 有 


PC, + PCa- POs = PO -(PC2)* = e-nf [es | 十 $ | 


=(x—1)(27+2+1), 


这 正 是 想 要 证 明 的 Us (ar) 的 因 式 分 解 (1.18)! 


Cy 


pr 


T: DOR 


于 是 有 一 个 关于 Un(a) 的 合 情 理 的 推广 出 现 了 : 
& CCCs- e Cn 是 内 接 于 以 口 为 中 心 的 单位 回 的 正 on A, P 
HER OC, 上 与 O 的 焉 离 为 工 的 一 点 , 则 
Un (x) = PCi. PCa- PC 


中 这 里 和 以 下 , 我 们 为 简单 起 见 , 设 > 1, WH Unir) 为 正 . 
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这 就 是 科 荣 的 结果 . 不 幸 的 是 , 他 只 提出 了 结果 而 没有 给 出 证 明 , 也 没有 留 下 他 是 
如 何 发 现 这 个 结果 的 线索 .所 以 我 们 只 能 猜想 他 可 能 正 是 利用 了 某 一 像 我 们 提供 
的 证 法 .? 

因为 正 n 边 形 的 顶点 总 是 成 对 地 与 OP 对 称 地 出 现 , TAS P 总 有 相等 距离 ， 
图 1-18 的 例子 表明 , 科 芯 的 结果 确实 等 价 于 把 U(xz) 因 式 分 解 为 实 的 线性 因 式 与 
二 次 因 式 . 

现在 让 我 们 从 假装 的 对 于 复数 及 其 几何 解释 的 这 一 阵 失 忆 症 中 恢复 过 来 , 这 
时 , 对 科 黄 的 结果 的 理解 和 证 明 马 上 都 变 得 简单 了 . Mo 为 复 平 面 的 原点 , RC, 
为 1, 则 科 芯 的 正 n 边 形 的 顶点 就 成 为 Ck41 = ew 下 = 二 0,1,… ,n 一 1, 图 1-19 
显示 了 n= 12 的 情况 . AA (Ch) = ef?" = 1, 突然 之 间 一 切 都 变 清楚 了 : Enid 
形 的 nn 个 顶点 正 是 Ui,(z) = zm 一 1 的 n 个 复 根 . 因为 z" 一 1 =0 的 解 可 以 写成 x = yI, 
IE n 边 形 的 顶点 就 称 为 n 决 单位 根 . 


图 1-19 
由 笛 卡 儿 因 式 定 理 , (z" -- 1) 的 完全 因 式 分 解 就 是 
2 一 1 = Un(z) = (z = Ci )(z 一 Ca) UR (z z Cn); 
每 一 对 共 轿 根 给 出 一 个 实 二 次 因 式 


i 法 2k 
(z fee es) (z g- Bone) | = =? — 92 c08 =| +i 


每 个 因 式 z- Cy = Reeth 都 可 以 看 作 { 见 图 1-17a) 是 连接 正 n 边 形 的 一 个 顶 
点 到 z 的 复数 . 这 样 , 者 已 是 平面 上 的 任意 点 (不 一 定 在 实 轴 上 ), 可 得 科 世 的 结果 
的 推广 形式 : 

Un(P) = (PC, - PGC2 PO] e, 
这 里 更 = (di tort ton) WE 尸 恰好 是 一 实数 { 仍 设 为 大 于 1, W o = oF 
确信 理解 了 这 一 点 ], RAT MARIA RR. 


(© Stillwell [1989, 195 页 ] 则 猜想 科 蒋 已 经 使 用 了 复数 【我 们 差 一 点 也 这 样 想 )， 烙 后 又 故 意 把 他 的 长 
现 用 不 需要 复数 的 形式 加 以 宣布 . 
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我 们 并 没有 直接 用 复数 来 陈述 和 证 明科 芯 的 结果 , 因为 我 们 觉得 以 上 的 直接 方 
法 有 一 种 引人入胜 的 地 方 . 事后 看 来 , 它 表 明 , 哪怕 我 们 打算 避免 复数 我 们 也 无 法 
回避 复 平面 的 几何 ! 
1.3.6 ”向 量 运 算 

小 仅仅 是 复数 加 法 与 向 量 加 法 一 样 , 我 们 现在 还 要 证 明 , 我 们 熟悉 的 向 量 点 乘 
MLE (也 称 为 数量 积 和 向 量 积 ) 运算 也 包括 在 复数 乘法 中 . 因为 这 些 向 量 运算 在 
物理 学 中 极为 重要 (它们 是 物理 学 家 发 现 的 !) 它们 与 向 量 乘法 的 联系 在 把 复 分 析 
用 于 物理 世界 , 以 及 在 用 物理 学 来 理解 复 分 析 时 , 都 很 有 价值 . 

当 把 复数 2=24+ iy 仅仅 看 成 向 量 时 , 我 们 就 用 黑体 2 来 表示 它 , 并 把 其 分 量 


竖 列 起 来 : 
3 一 了 十 刘 — rS - 
y 


ERARA TOM ERE SARRAR, 我们 下 面 则 假设 所 有 向 量 都 在 同一 平 
面 一 复 平面 内 . 

给 出 两 个 向 量 a 和 b, 图 1-20a 帮 我 们 回忆 起 , 点 乘 就 是 一 个 向 量 的 长 乘 以 另 
一 向 量 在 此 向 量 上 的 投影 ; 


a:b = |a||b|cos@ = b- a, 


Hp o fia 5 btk. 


axh [b] 


图 1-20b 使 我 们 回忆 起 叉 乘 的 定义 , ax b HAF a Alb 所 决定 的 平面 , 其 长 
WA a,b 所 张 的 平行 四 边 形 的 面积 A 但 是 请 停 一 下 , 有 两 个 (相反 的 ) 方向 都 重 
BY C; 我 们 选 哪 一 个 ? 

写 出 A = |allb|sinb, 就 可 以 看 到 , 这 样 写 的 面积 .4 是 有 符号 的 . 要 想 看 出 
为 何 这 里 有 符号 , 一 个 容易 的 方法 是 规定 这 里 的 6 是 由 a 旋 夸 到 b 所 成 的 角 ( 而 不 是 
二 者 的 夹 角 ), 其 值 在 区 间 -x 到 x 中 . 可见 .A 的 符号 是 与 6 的 符号 一 致 的 . 如 果 
A> 0, 如 图 1-20b 那样 , 我 们 就 定义 a x b 是 由 平面 向 上 指 的 , 而 车 A <0 就 定义 
它 是 向 下 指 的 . 由 此 可 见 a x b = —(b x a). 


1.3 一 些 应 用 站 


a xb 的 定义 中 包含 了 一 个 人 为 的 规定 , 叉 乘 内 蕴 地 是 3 维 的 . 这 就 提出 了 一 
个 问题 : 如 果 a 和 b 被 看 成 了 复数 , a x b 就 不 可 能 是 复数 , 因为 它 并 不 位 于 a 和 
b 所 在 的 ( 复 ) 平面 CA. 对 于 点 乘 就 不 存在 这 个 问题 , 因为 a b 只 是 一 个 实数 ， 
但 这 也 就 为 我 们 指出 了 一 条 出 路 ， 

因为 我 们 所 有 的 向 量 都 在 同一 平面 内 , 对 此 平面 可 以 指定 一 个 法 线 方向 , 于是， 
向 量 的 叉 乘 要 么 与 此 法 线 有 同样 的 方向 , 要 么 方向 相反 , 所 以 一 个 叉 乘 与 另 一 个 叉 
NX RITE .A 的 数值 上 . 所 以 为 了 本 书 所 需 , 我 们 将 重新 定义 向 量 的 灵 素 是 由 a 
到 bb 所 张 的 (而 不 只 是 a 和 了 bb 所 张 的 ) 平 行 四 边 形 的 [有 符号 的 ) 面 积 : 


axb=laldlsing=—(b x a). 


图 1-21 表明 , 车 有 两 个 复数 a = fale" A b = |ble3, 则 由 a Bl b 的 角 是 
9 = (8 一 a). 为 了 看 出 它们 的 点 乘 与 又 乘 怎 样 与 复数 乘法 相关 , HBH aR C H 
任 一 点 的 净 效 果 . 这 就 是 旋转 一 个 角 -a 再 放大 jal 倍 , 如 果 再 看 斜 边 为 的 有 阴 
影 的 直角 三 角形 在 此 变换 下 的 象 , 则 我 们 可 以 立刻 看 到 
ab =a-b+i(a x b). (1.20) 
当然 我 们 也 可 以 通过 简单 的 计算 得 出 这 个 结果 : 
ab = (jale~'*)(|ble?) = Jaljbje" = 


= |a||ble = |al|b\(cos @ + ising). 


SRE AFA HRE “向量 运算 ”时 , 这 意味 着 它们 是 几何 地 加 以 定义 
的 , 而 与 坐标 轴 的 任意 特定 的 选取 无 关 . 然而 , 一 旦 选 定 了 一 个 笛 卡 儿 坐 标 系 , (1.20) 
式 将 使 得 很 容易 用 笛 卡 儿 坐 标 来 表示 这 些 运 算 . 写 出 a = 2 + iy, b= a2! + iy’, W 


ab = (x —ty)(2 + ty") = (22 + yy’) + i(ey’ — 2'y), 


T T f f T T r r 
j 3 j =£ yY, i x e = TY -Ty 


所 以 
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我 们 以 一 个 例子 结束 本 节 , 这 个 例子 说 明了 面积 (a x b) 的 符号 之 重要 性 . 考 
虑 计算 图 1-22a 中 的 四 边 形 的 面积 .4 这 个 问题 , 这 个 四 边 形 的 顶点 依 北 时 针 方 向 
依次 为 abcd. 很 显然 这 只 是 四 个 三 角形 的 通常 的 无 符号 的 面积 之 和 , 这 些 三 角 
形 是 由 连接 四 边 形 的 顶点 到 原点 O 形成 的 . 这 样 , 因为 每 个 三 角形 的 面积 只 是 相 
应 平行 四 边 形 面积 的 一 半 , 故 有 


A = 5[(a x b) + (b x c) + (e x d) + (d x a) 
= Im[ab + be + 5d + da}. (1.21) 


显然 这 个 公式 可 以 推广 到 多 于 四 边 的 多 边 形 . 


但 是 如 果 O 在 四 边 形 之 外 又 怎么 办 ? 在 图 1-22b 中 , .A 显然 是 其 中 三 个 三 角 
形 的 通常 面积 之 和 , 再 减 去 画 了 斜 线 的 三 角形 的 通常 面积 . 但 因由 b 到 c 的 角 是 负 
的 , 所 以 3(b x c) 将 自动 地 是 有 阴影 区 域 的 负面 积 , 而 4 将 仍 可 用 上 面 的 公式 来 
表示 ! 

能 不 能 找到 O 的 一 个 位 置 使 得 恰 有 两 个 有 符号 的 面积 为 负 ? 习题 35 将 证 明 ， 
(1.21) 式 总 是 对 的 . 


1.4 ”变换 与 欧 氏 几何 * 


1.4.1 ARPALI 


尽管 引入 复数 有 许多 好 处 , 但 是 现在 来 谈论 这 些 好 处 也 只 不 过 是 事后 诸葛 亮 ， 
仍然 很 难 找到 一 种 不 得 不 接受 的 引入 复数 的 方式 . 从 历史 上 看 , 我 们 已 经 看 见 了 三 
次 方程 怎样 以 代数 方式 把 复数 强加 给 我 们 , 而 在 讨论 科 芯 的 工作 时 , 我 们 又 看 到 其 
几何 解释 有 某 种 不 可 避免 性 . 在 本 节 中 我 们 想 要 表明 , 在 仔细 地 重新 考查 欧 氏 平面 
几何 后 , 复数 是 怎样 自然 地 , 几乎 不 可 避免 地 出 现 的 .? 

本 节 标 题 后 面 加 上 了 一 个 星 号 (*), 表示 本 节 的 内 容 可 以 略 去 . 然而 , 本 节 的 思 
想 , 除了“ 解释" 复数 以 外 , 其 本 身 也 是 很 有 意思 的 , 而 且 对 于 理解 本 书 其 他 选读 的 
内 容 , 也 是 有 需要 的 . 


. @ Nikulin and Shafarevich [1987] 的 极 佳 的 书 是 我 们 知道 的 公有 的 具有 类 似 想 法 的 著作 . 
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尽管 古 希 腊 人 在 几何 学 中 有 许多 潭 亮 的 .了 不 起 的 发 现 , 但 直到 2000 多 年 后 ， 
克 药 因 ? 才 第 一 次 提出 了 “什么 是 几何 学 ? ”这 个 问题 , 并 且 作 出 了 回答 . 

我 们 仅 限 于 讨论 平面 几何 学 . 人 们 可 以 说 它 就 是 研究 平面 上 的 几何 图 形 的 几何 
性 质 的 , 但 是 , (i) 什么 是 “几何 性 质 "? (i) 什么 是 “几何 图 形 "? 我 们 将 集中 于 问题 
(i), TO (ii) 则 很 快 地 一 带 而 过 , 把 “几何 图 形 ” 解释 为 我 们 在 一 张 平 铺 着 的 无 限 
大 的 纸 上 用 无 限 细 的 笔画 出 来 的 东西 . 

至 于 (i), 我 们 首先 要 提出 , 如 果 两 个 几何 图 形 (例如 三 角形 ) 具有 同样 的 几何 
性 质 , 则 (从 几何 学 的 观点 来 看 ) 它们 必定 是 “相同 的 " “相等 的 ”, 或 者 如 我 们 常 说 
的 , 是 全 等 的 . 这 样 , 如 果 我 们 对 全 等 (“几何 相等 性 ") 有 了 清楚 的 定义 , 就 可 以 把 
这 件 事 反 过 来 说 , 定义 几何 性 质 就 是 所 有 全 等 图 形 所 共有 的 性 质 . 那么 , 怎样 看 出 
两 个 图 形 为 几何 相等 呢 ? 

考虑 图 1-23 中 的 三 角形 , 而 且 设 想 它们 都 是 可 以 捡 起 来 的 纸 片 , 要 间 TRG 
全 等 于 T', RERE TOK, 看 看 能 否 放 在 T 上 . 注意 , 允许 在 3 维 空 间 中 移动 T 
这 一 条 件 是 很 本 质 的 : Bde T 放 在 T E 必须 先 把 了 翻 一 个 面 ; 只 让 了 沿 平面 
滑动 是 翻 不 过 来 的 . 我 们 试 着 把 这 一 点 一 般 化 , 它 使 我 们 想到 , 需要 提出 , 如 果 有 两 
个 图 形 已 和 已 ,而且 存在 一 个 经 过 3 维 空间 的 运动 使 玉 与 F' 重合 , 则 二 者 全 等 . 
注意 , 这 一 讨论 使 我 们 想到 存在 两 种 基本 不 同类 型 的 运动 : 其 一 包含 了 把 图 形 翻 一 
个 面 , 另 一 类 则 不 . 我 们 以 后 还 会 回 到 很 重要 的 这 一 点 . 


图 1-23 


很 清楚 , 多 少 令 人 感到 不 满意 的 是 , 在 试图 定义 平面 上 的 几何 学 时 , 却 必须 求 
助 于 经 过 3 维 空间 的 运动 . 我 们 现在 来 改正 这 一 点 . 回 到 图 1-23, W% T A T 都 
是 画 在 透明 胶片 上 的 . 现在 我 们 不 是 捡 起 三 角形 T, 而 是 捡 起 夯 着 T 的 整 张 胶片 ， 
然后 把 它 放 在 第 二 张 胶片 上 使 了 恰好 与 T 重合 . 经 过 这 一 运动 , T 的 胶片 上 的 每 
一 点 4 都 落 在 T 的 胶片 的 一 点 A’ 上 , 而 我 们 可 定义 运动 M 就 是 平面 本 身 的 一 
个 映射 :A = Al = MIA). 

然而 , 并 不 是 所 有 的 映射 都 够 得 上 成 为 运动 的 资格 , 因为 我 们 还 必须 抓 住 一 个 
思想 (前 面 其 实 已 经 暗地里 这 样 做 了 ): 胶片 在 运动 中 必须 是 刚性 的 , 使 得 点 之 间 的 
距离 在 运动 中 不 变 . 于 是 我 们 的 定义 如 下 : 


(D Felix Klein, 1849—1925, 伟 太 的 钵 国 数学 家 . —— 译 者 注 
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运动 就 是 平面 到 其 自身 的 一 沾 映射 且 使 任 两 点 AB 的 距离 与 
其 象 4 = M(A), B' = M(B) 的 距离 相同 . (1.22) 


注意 , 我 们 所 称 的 运动 也 常 称 为 “刚性 运动 * 或 “等 距 同 构 ”. 
有 了 关于 运动 的 精确 概念 以 后 , 我 们 对 几何 相等 性 就 有 了 一 个 最 终 的 定义 ; 
如 果 存 在 一 个 运动 M, Ei F = MF), HBP SEF F 记 
EFSF (1.23) 


FO, 作为 以 前 的 讨论 的 一 个 推论 , 我 们 说 : 一 个 图 形 的 几何 性 质 就 是 它 的 经 过 一 
切 运 动 都 不 改变 的 性 质 . 最 后 , 为 了 回答 那个 尚未 解决 的 问题 “什么 是 几何 学 ?” 页 
FAA i, 几何 学 就 是 研究 运动 的 集合 的 所 谓 不 变 式 (或 不 变量 ). 
19 世纪 最 重要 的 发 现 之 一 就 是 , 欧 氏 几何 并 非 唯 一 可 能 的 几何 学 , 第 6 章 里 将 
要 研究 所 谓 非 欧 几何 中 的 两 种 , 但 是 目前 我 们 只 想 说 明 克 莱 因 怎样 能 推广 以 上 的 思 
想 使 得 也 能 包括 这 种 新 几何 学 . 
(1.23) 的 目的 是 用 一 族 变 换 来 引入 几何 相等 性 的 概念 . 但 是 这 种 兰 类 型 的 相 
等 性 会 如 我 们 之 所 愿 吗 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 必须 先 弄 明白 , 我 们 希望 的 是 什 
A? 为 了 不 把 一 般 的 讨论 与 (1.23) 中 的 特定 的 全 等 概念 混淆 , 我 们 暂时 不 用 = 这 
个 记号 , 而 把 几何 相等 性 记 作 ~ 我 们 希望 所 谓 几何 相等 性 应 该 符合 以 下 三 个 条 件 : 
(i) 一 个 图 形 应 该 等 于 其 自身 , F~ FF 对 一 切 F 成 立 . 
ii) E F FT FW FP 也 等 于 FF: PAP oP AF. 
(iii) 者 FP P, F SF OF Re e" 相等 ; 
FP RE ~ F" os Fw F" 
符合 这 些 要 求 的 任何 关系 都 称 为 等 价 关 系 . 
现在 假设 仍 保留 几何 相等 性 的 定义 (1.23), 但 对 运动 的 定义 (1.22) 加 以 推广 
即将 其 中 的 保 距 变换 族 代 以 某 个 其 他 的 变换 族 G, 应 该 要 明白 , 并 非 任意 我 们 已 知 
的 原 有 的 G 都 与 我 们 定义 几何 相等 性 的 目的 相 容 . 事实 上 , (G), (i) 与 (iil) BARE 
G 必 有 以 下 很 特殊 的 构造 , 我 们 把 它 用 图 1-24 画 出 来 .了 
(i) KG 必 包 会 一 个 映 一 点 为 其 自身 的 变换 £ (Moyes ew). 
(ii) € G 中 含有 一 变换 M, 则 亦 必 包 含 解除 M 的 变换 人 -1( 称 为 M 之 逆 )| 请 
验证 , 为 使 Mo) 存在 ( 且 不 管 M EE G T), 必须 具有 以 下 的 特殊 
HER: (a) 把 平面 映 到 (全 平面 ) 上 .(b) 一 对 一 ; 即 是 说 : (a) 平面 的 每 点 必 
为 此 平面 的 某 点 之 象 , (b) 不 同 点 有 不 同 的 象 |. 
(iii) 4M SN 都 是 G 中 之 元 , 则 其 复合 上 映射 Ns,M=( 先 作 AM 再 作 N) 也 
是 G 中 之 元 . G 的 这 一 性 质 称 为 封闭 性 . 


DRE G 是 射影 之 群 , 如果 我 们 要 作 一 个 平面 图 形 的 透视 画 , 则 从 那个 平面 到 “和 画布 " 平面 的 映射 就 
称 为 一 个 透视 射影 则 定义 为 任意 一 串 透 视 , 你 能 看 出 来 何以 射影 的 集合 应 读 枸 成 一 个 群 吗 ? 


14 变 撞 与 欧 氏 几何 * 29 


这 样 我 们 很 自然 地 达到 了 对 整个 数学 都 具有 基本 重要 性 的 概念 : 满足 这 三 条 要 求 " 
的 变换 族 G RRA BE. 


图 1-24 


我 们 来 验证 一 下 , (1.22) 中 定义 的 运动 构成 一 个 群 : (i) 因为 恒 等 变换 保持 距离 
不 变 , 它 自然 是 一 个 运动 . (ii) 运动 的 道 只 要 存在 , 当然 也 保持 距离 , 因此 也 是 运动 . 
TETIERE? (al 如 果 对 全 平面 作 一 运动 , 那么 说 其 象 也 是 全 平面 , 也 还 是 合 情 理 
的 但 以 后 还 要 证 明 .(by 两 个 不 同 点 的 非 零 距离 在 运动 中 仍 得 保持 不 变 , 所 以 
它们 的 鱼 仍 是 不 同 点 . 因此 M 之 道 确 是 存在 的 .(ii) 如 果 两 个 变 痪 都 不 改变 距离 ， 
则 相继 施行 它们 也 不 会 改变 距离 , 所 以 两 个 运动 的 复合 仍 是 运动 . 

克 革 因 的 思想 是 , 我 们 可 以 先 任意 选 定 一 个 群 G, 然后 定义 一 种 相应 的 几何 学 ， 
即 是 对 G 的 不 变量 的 研究 . [ 克 莱 因 第 一 次 宣布 这 个 思想 是 在 1872 年 那 时 他 
才 23 岁 ! 在 爱 尔 朗 根 大 学 , 所 以 后 来 这 个 思想 就 以 他 的 爱 汞 朗 根 岗 领 为 名 而 
著称 于 世 ] 例如 , 若 取 G 为 运动 群 , 我 们 就 回 到 了 平面 上 的 欧 氏 几何 学 . 但 是 这 远 
非 平 面 上 唯 有 的 几何 学 , 图 1-24 上 和 画 出 的 射影 几何 学 就 是 另外 一 种 . 

克 革 因 对 于 几何 学 的 视野 其 实 还 更 宽广 ， 我 们 一 直 关 注 的 是 ， 当 图 形 是 画 在 
平面 上 任何 地 方 时 , 可 能 有 什么 样 的 几何 学 , 但 是 例如 假设 只 允许 我 们 把 图 形 画 在 
NAL D 内 . 应 该 很 清楚 , 我 们 可 以 怡 如 构造 平面 上 的 几何 学 一 样 , 来 构造 “D 
中 的 几何 学 ": 给 定 一 个 由 到 到 其 自身 的 变换 之 群 玉 , 相应 的 几何 学 就 是 研究 H 
的 不 变量 .如 果 你 怀疑 是 否 有 这 样 的 群 存在 , 考虑 所 有 绕 D 之 中 心 的 旋转 之 集合 
好 了 . 

读者 很 可 能 会 感觉 以 上 的 讨论 全 属 数学 推广 癖 这 种 慢性 病 的 大 发 作 一 一 所 得 
的 关于 几何 学 的 概念 (套用 卡 丹 庶 的 那 句 话 ) 是 “ 既 不 可 提 摸 又 没有 用 处 *. 但 是 这 
就 背离 了 真理 , 错 得 不 能 再 错 了 ! 在 第 3 章 里 , 我 们 将 被 很 自然 地 被 引导 着 去 考虑 
一 个 很 有 趣 的 由 圆 盘 到 其 自身 的 变换 群 ， 所 得 的 几何 学 称 为 双 曲 几何 或 罗 巴 切 夫 
斯 基于 几何 , 而 这 将 是 第 6 章 的 主题 . 这 种 几何 远 非 没 有 用 处 , 而 被 证 明 在 广泛 的 数 


合 在 更 一 般 的 背景 下 群 的 定义 中 还 要 增加 第 四 个 要 求 : Bee, 即 Ao(BoC)=(AcB)oC, 对 于 变 
换 它 当 败 自 动 成 立 , 
© Nikolai Ivanovich Lobachevski, 1792-1856, 伟大 的 俄罗斯 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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学 领域 中 是 强 有 力 的 工具 , 它 不 断 地 一 直 在 现代 研究 的 最 前 沿 提供 新 的 洞察 
1.4.2 运动 的 分 类 
要 理解 欧 氏 几何 的 基础 , 看 来 必须 研究 其 运动 群 . 现在 这 个 群 还 是 相当 抽象 地 
定义 为 平面 到 其 自身 的 保持 距离 的 变换 之 集合 的 ， 热 而 很 容易 想到 运动 的 一 些 例 
T: 平面 绕 任 意 点 的 旋转 平面 的 平 称 还 有 平面 对 某 一 直线 的 反射 . 我 们 的 目的 是 
用 同样 生动 的 东西 来 理解 最 一 般 可 能 的 运动 . 
我 们 先 从 宣布 一 个 关键 事实 开始 ， 
一 个 运动 可 以 由 它 对 任意 三 角形 【 即 任意 三 小 非 共 钱 的 点 ) 的 
效果 唯一 确定 . (1.24) 
这 句 话 的 意思 就 是 , 只 要 知道 这 三 个 点 怎么 变 , 就 可 以 知道 平面 上 每 个 点 怎么 变 . 为 
了 看 出 这 一 点 , 请 先 看 图 1-25. 每 个 点 P 都 可 由 它 到 这 个 三 角形 的 顶点 4, B,C 
的 距离 唯一 决定 .“ 到 A 和 到 B 的 距离 给 出 了 两 个 圆 , 它们 一 般 地 交 于 两 个 点 , P 
与 Q. 第 三 个 距离 ( 即 到 C 的 距离 ) 就 可 以 把 PP RHR. 


为 了 证 明 (1.24), 现在 看 图 1-26. 它 表 示 运 动 M 把 4 B.C 映 为 ABO. 
运动 的 定义 , M 必 把 任 一 点 P RE P, 而 P 到 A, B,C’ 之 距离 等 于 PP 到 4,B,G 
原来 的 距离 . 这 样 , 如 已 证 明 的 那样 , P 被 唯一 确定 . 证 毕 . 


认识 到 有 两 类 基本 不 同 的 运动 , 是 在 分 类 上 进 了 一 大 步 . 用 我 们 原来 已 有 的 、 
关于 运动 可 以 通过 空间 来 进行 的 概念 , 这 两 类 基本 不 同 的 运动 的 区 别 在 于 : 要 把 一 
个 图 形 放 到 另 一 个 图 形 上 面 , 是 否 需 要 翻 一 个 面 . 可 以 看 到 在 新 定义 (1.22) H, 对 


D 地 震 就 是 用 这 个 方法 定位 的 ， 地 震 开 始 时 就 会 发 由 两 个 波 : 快速 传播 的 “P abe (RHE) DLS 
传播 的 有 破坏 力 的 切 变 波 “93 波 ". 于 是 P 波 将 在 S 证 之 前 到 达 地 震 站 ， 而 这 两 个 事件 之 时 差 就 可 
用 来 计算 地 震 到 地 震 站 的 距离 再 对 另外 两 个 台 站 计算 出 这 个 距离 , 就 可 确定 地 震 的 位 置 . 
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于 运动 也 会 出 现 这 种 二 分 法 : 设 一 运动 把 A,B 两 点 送 到 A, B 处 . 见 图 1-27. $ 
(1.24), 还 不 能 确定 这 个 运动 , 我 们 还 需要 知道 第 三 个 点 ， 即 如 图 1-27 所 示 的 (与 
A,B 不 共 线 的 )C 点 之 音 , 因为 运动 保持 CF A 和 到 B 的 距离 , U C 之 音 恰 好 有 
两 个 可 能 性 , 即 或 者 是 C 或 者 是 它 对 过 4A, B' 的 直线 LORS ,这样 , 怡 好 
有 两 个 运动 (例如 记 作 MH 和 JM) 映 和 4B 到 41,B': M {E CRR C, M 4E cC H 
aj Č. 


A ; C A F a | 
a k 

| a a So j 
A i e 


B "E 


图 1-27 


为 了 区 别 这 两 个 运动 , 可 以 看 它们 对 于 角 的 影响 如 何 . 所 有 的 运动 都 能 保持 角 
的 大 小 . 但 是 我 们 看 到 M 还 保持 角 9 的 定向 , 而 AM 却 把 它 反 转 . 这 个 区 别 的 基本 
本 性 是 : M 必定 事实 上 保持 所 有 的 角 的 定向 , 而 AM 则 把 所 有 的 角 的 定向 都 反 转 . 

为 了 证 明 这 一 点 , 先 看 一 下 三 角形 T 中 的 角 由 命运 如 何 . 如 果 C 被 映 到 了 
C"( 即 者 运动 是 M), 作出 图 1-26 就 可 以 看 到 , T HSE T, 角 的 定向 得 到 保持 . 如 
果 是 另 一 情况 , 即 局 被 映 到 了 C( 即 运动 为 M) 则 了 ASE T 对 工 的 反射 , 而 角 
的 定 辣 则 被 翻转 了 . 保持 角 的 定 问 的 运动 称 为 保 向 的 (或 称 直接 的 ), 使 其 翻转 的 称 
为 反 向 的 . 这 样 , 平 称 和 旋转 都 是 保 问 的 , 而 反射 是 反 向 的 . 综述 以 上 所 得 有 : 


恰好 存在 一 个 保 向 运动 M( 以 及 恰好 一 个 反 向 运动 M) 将 一 已 

给 线段 AB 映 为 另 一 个 等 长 线段 AB’. ed, M=(M 再 继 以 (1.25) 

对 A'B' 的 一 个 反射 ). 

这 样 , 为 了 理解 运动 , 我 们 可 以 考虑 两 个 随机 选 出 的 等 长 线段 4 与 A'B', 然 

后 再 找 出 鸭 其 一 为 另 一 的 这 个 保 向 运动 MH( 反 向 运动 M.) 现在 就 容易 证 明 

每 个 保 向 运动 均 为 一 旋转 , 或 (在 例外 情况 下 ) 为 一 平移 (1.26) 
注意 , 这 个 结果 使 我 们 对 于 早先 关于 旋转 与 平 称 的 复合 的 计算 有 了 更 深 的 洞察 : 因 
为 任意 两 个 保 向 运动 的 复合 仍 为 一 保 向 运动 | 为 什么 ? |, 它 就 只 可 能 是 一 旋转 或 平 
E. 反 过 来 , 那些 计算 可 以 把 (1.26) 很 简洁 地 重新 表述 如 下 : 

每 个 保 向 运动 都 可 以 表 为 一 个 如 下 形状 的 复 函 数 NM[z) = ez +. (1.27) 


现在 来 证 明 (1.26), 车 线 段 4B' 平行 于 AB, 则 向 量 4 与 AP 或 相等 或 反 
向 . 如 果 它 们 相等 则 如 图 1-28a Pras, 该 运动 是 一 平 称 ; 如 果 它 们 反 向 , 则 图 1-28b 
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表明 , 该 运动 是 绕 A4' 与 BB! 的 交点 旋转 角度 n. 

如 果 这 两 线段 不 平行 , (在 有 必要 时 ) 延长 它们 使 之 相交 于 M 点 . 令 0 为 AB 
与 AB! 的 方向 的 夹 角 , 见 图 1-28c， 由 圆 的 一 个 初等 性 质 , 弦 AA 对 圆 弧 AM A 
之 任 一 点 均 张 等 角 和 然后 用 O 表示 AA! 之 垂直 平分 线 与 弧 之 交点 .这 样 就 可 看 
到 , 把 AB 变 为 #4B' 的 保 向 运动 就 是 绕 O 点 旋转 角度 9, 因为 A 被 转 到 A! 点 , 而 
AB 的 方向 转 成 了 AB’ 的 方向 . 证 毕 . 


说 平 称 是 “例外 ”的 , 是 在 下 述 意义 下 : 如 果 两 个 线段 是 随机 地 画 的 , 则 二 者 平 
行 是 很 宇 见 的 . 事实 上 , 给 定 了 AB, WRAS AB 的 方向 在 无 穷 多 方向 中 , 怡 好 
是 AB 的 方向 时 , 才 只 需 作 一 个 平移 , 所 以 一 个 随机 的 保 向 运动 恰 为 平移 这 一 事件 
的 数学 概率 确实 为 零 

对 于 我 们 来 说 , 保 问 运 动 比 反 向 运动 更 重要 , 所 以 我 们 把 对 于 反 向 运动 的 研究 
留 作 习 题 39~41. 更 加 强调 保 向 运动 的 理由 是 它们 构成 一 个 群 (整个 运动 群 的 一 个 
子 群 ), 而 反问 运动 则 不 构成 子 群 . 能 看 出 为 什么 吗 ? 
1.4.3 三 反射 定理 


在 化 学 里 关注 的 是 原子 的 相互 作用 , 但 是 , 想 要 更 深入 地 洞察 它们 就 必须 研究 
构成 原子 的 电子 、 质子 和 中 子 . SEN, 虽然 我 们 关注 的 是 保 向 运动 , 但 是 保 向 
运动 是 由 反 向 运动 构成 的 ， 研 究 构成 它们 的 反 向 运动 , 就 能 有 更 深 的 洞察 ， 准 确 
些 说 ; 


每 个 保 向 运动 均 为 两 个 反射 的 复合 . (1.28) 


注意 , 由 (1.25) 的 第 二 句 即 知 : 每 个 反 向 运动 均 为 3 个 反射 的 复合 . 见习 题 39. 简 而 
言 之 , 每 个 运动 均 为 或 两 个 或 三 个 反射 复合 而 成 , 这 个 结果 称 为 三 反射 定理 .? 

前 面 我 们 曾 试 图 证 明 运 动 的 集合 成 为 一 个 群 , 但 是 并 不 清楚 是 否 每 个 运动 都 有 
一 个 道 . 三 反射 定理 非常 简洁 而 明确 地 解决 了 这 个 问题 , 因为 一 串 反射 的 逆 就 是 把 
这 些 反射 以 相反 的 次 序 再 作 一 次 . 

以 下 , RIAR, 记 对 于 直线 工 的 反射 . 因此 , 先 对 L 作 反 射 , 再 继 之 以 对 5 


D @ (1.26) 那样 的 结果 也 可 以 看 作 是 这 个 定理 的 推论 ; Stillwell[1992] 对 这 个 方法 有 漂亮 的 初等 讲解 . 
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作 反 射 就 记 为 Reo Re. 按照 (1.26), 想 要 证 明 (1.28), 就 是 要 证 明 每 个 旋转 (以 及 
每 个 平 称 ) 都 具有 Re o RL, RATER, 这 是 以 下 两 个 命题 的 直接 推论 ; 


#1, 与 2 WTO, 而 由 到 上 a HAA o, H RoR, MAK O 旋转 20. 
以 及 
$ Li 与 La 平行 , 而 vv 为 由 了 垂直 连接 到 区 的 向 量 , MRL, ORL, 就 是 平移 2v. 


这 两 个 结果 都 很 容易 直接 证 明 [请 试 一 试 ! ], 但 是 下 面 的 证 法 或 者 更 漂亮 . 

首先 , Rr, o RL, Re) (因为 它 把 一 个 角 的 定向 翻转 两 次 ), 它 或 者 
是 一 旋转 或 者 是 一 平 称 . 其 次 , 注意 旋转 与 平移 之 区 别 在 于 它们 有 不 同 的 不 变 曲 线 ， 
即 被 映 为 自身 的 曲线 . 对 于 绕 O 点 的 旋转 , 它们 是 以 O 为 中 心 的 圆 , 对 于 平移 , 则 
为 平行 于 此 平移 的 直线 . 

先 看 图 1-29a, 很 清楚 , Rp, oR, 使 所 有 以 O 为 中 心 的 圆 都 不 变 , 所 以 它 是 绕 
O 的 旋转 . 为 了 看 出 旋转 角 为 26, 考虑 L 上 一 点 PINS 已 即 知 , 证 毕 . 

再 看 图 1-29b. 显然 Ro Rr, RAMAHAT L 和 L 的 直线 不 变 . 为 了 证 
明 平 移 量 为 2v, 考虑 L 上 一 点 P 之 象 已 即 知 . 证 毕 . 


图 1-29 


注意 , 转 一 个 角 8 ER A aR Ry, oR,,, 其 中 Li, Lo 是 任意 一 对 经 过 旋 
转 中 心 而 且 成 角 (6/2) 的 直线 . 类 似 于 此 , 平移 T 相应 于 任意 一 对 相隔 工 /2 的 平 
THR. 这 个 情况 给 出 了 一 个 组 合 旋转 与 平移 的 很 漂亮 的 方法 . 

例如 看 图 1-30a, 这 里 绕 a 旋转 一 个 角 4 已 表示 为 Ry, oR, 而 绕 b EA o 
WEA Ry o Ry. 为 了 求 先 绕 a 再 绕 的 旋转 的 总 效果 , 取 L = Li At a, b 
两 点 的 任意 直线 , WE +o A Qn, WL) 5 L, BERA c, 如 图 1-30b 所 示 . 
这 两 个 旋转 的 复合 就 是 


(Ry, o Re: ) o (Rr, o Rr,) = Ry, o RL 


这 就 是 绕 c 旋转 (9 + 0)! 习题 36 证 明了 这 种 作法 与 1.3.3 节 中 讲 的 旋转 的 复合 的 
作法 是 一 致 的 . 
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14.4 ”相似 性 与 复 算术 


现在 更 仔细 地 看 一 下 距离 在 欧 氏 几何 中 的 作用 ， 设 在 同一 平面 上 作 两 个 直角 
三 角形 T A T, 令 甲 测量 T 而 乙 测 量 了 ， 如 果 他 们 二 人 都 报告 他 们 的 三 角形 边 
长 为 3, 4,5, 则 人 们 一 定 很 想 断 言 这 两 个 三 角形 是 一 样 的 , 即 存在 一 个 运动 At 使 
T=M(T). 但 是 且慢 ! 设 甲 所 用 的 单位 是 厘米 , 而 乙 的 测量 以 英寸 为 单位 , 则 这 两 
个 三 角形 只 是 相似 的 而 非 全 等 的 . 哪 一 个 三 角形 是 “ 真 * 的 3, 4, 5? 当然 两 个 都 是 . 

要 点 是 当 我 们 谈 到 距离 的 数值 时 , 我 们 事先 预 设 了 一 个 度量 单位 . 单位 可 以 画 
成 一 个 线段 U, 当 我 们 说 另外 某 线 段 的 长 例如 为 5 时 , 就 是 说 这 个 线段 里 可 以 怡 好 
放下 5 个 U. 但 是 在 我 们 的 平坦 的 2 平面 中 选 什 么 样 的 U 都 是 同样 地 可 以 容许 
的 一 一 没有 绝对 的 度量 单位 , 我 们 的 几何 定理 应 该 反映 这 个 事实 . 

细 想 一 下 这 一 点 , 我 们 就 会 认识 到 欧 氏 几何 的 定理 事实 上 并 不 依赖 于 0 的 (EE 
意 的 ) 选取 , 它们 对 付 的 内 是 长 度 的 比 , 而 这 个 比 是 不 依赖 于 U 的 . 例如 , 甲 可 以 验 
证 一 下 , 他 的 三 角形 满足 以 下 形式 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 . 


(3cm)* + (4em)? = (5em)?, 
但 是 用 (Sem)? 除 上 式 两 边 , 此 式 又 可 以 用 边 长 的 比 来 表示 : 
(3/5) + (4/5)? = 1. 


这 些 比 都 是 没有 单位 的 绝对 的 数 . 请 找 一 个 另外 的 定理 来 试 一 下 , 验证 一 下 它 也 只 
是 处 理 长 度 的 比 . 

既然 欧 氏 几何 的 定理 并 不 考虑 图 形 的 实际 大 小 , 我 们 前 面 用 运动 来 作 几 何 相 等 
性 的 定义 就 显得 过 于 局 限 : 只 要 两 个 图 形 是 相似 的 , 就 应 该 看 作 是 同样 的 图 形 . 更 
准确 些 说 , 如 果 存 在 一 个 相似 映射 把 一 个 图 形 映 为 另 一 个 , 就 应 该 把 这 两 个 图 形 看 
作 同 样 的 , 而 


相似 S 就 是 把 一 平面 映 到 其 自身 且 保 持 下 离 之 比 的 映射 . 


十 在 第 6 章 的 非 欧 几 何 中 ,我 们 是 在 弯曲 的 曲面 上 画图 的 ， 而 这 个 曲面 的 曲率 的 量 将 定 死 了 绝对 的 长 
度 单 位 
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很 容易 看 到 [练习 ], 每 一 个 给 定 的 相似 映射 S 均 把 每 个 距离 放大 一 个 相同 的 
GE$) 因子 r,r RA S 的 放大 率 (或 称 相 似 比 )， 所 以 我 们 可 以 把 放大 率 作 为 上 
标 放 到 我 们 的 记号 之 中 使 之 更 为 准确 , 而 一 般 的 放大 率 为 r 的 相似 映射 可 写作 OS". 
显然 . 恒 等 变换 也 是 一 个 相似 变换 (r=1), Sto ST = Se ， (ST)-1 = SY), 所 以 , 相 
似 (变换 ) 的 集合 构成 为 一 个 群 就 相当 清楚 了 . 这 样 我 们 就 得 到 了 殉 莱 因 在 他 的 演 
说 ?中 给 出 的 欧 氏 几何 的 定义 . 


欧 护 几何 就 是 对 几何 图 形 在 相 忆 变 撞 群 下 的 不 变性 质 的 研究 (1.29) 


因为 运动 就 是 具有 单位 放大 率 的 相似 映射 51, 运动 群 就 是 相似 变换 群 的 子 群 ; 我 们 
前 面试 图 定义 的 欧 氏 几何 因此 只 是 (1.29) 的 一 个 子 几何 . 

Sr 的 一 个 简单 例子 是 中 心 伸 缩 (即位 似 )D"， 图 1-31a 表明 , ES o AB, 
而 每 个 线段 oA 都 径 向 地 伸缩 ” 倍 ， 注 意 ,一 个 中 心 伸缩 之 道 是 另 一 个 中 心 伸 
缩 : (Dr)-1 = D3， 如 果 此 中 心 伸缩 再 继 以 另 一 个 具有 同样 中 心 的 旋转 R (E 
者 先 作 Rs 亦 可 ), 就 得 到 图 1-31b 所 示 的 伸缩 旋转 : 

D? = RÉ o DI = Dr o RÉ, 


注意 , 中 心 伸缩 也 可 看 作 是 伸缩 旋转 的 特例 : D = Do . 


DA 
v DALA) 
i= a À 
sree a] Ka SEEN 
ae ü g Tr 
wl i 
[al 4 h 


图 1-31 


这 个 图 形 应 该 给 我 们 敲 响 了 钟 声 . 取 o 为 C 的 原点 , (1.9) 式 说 明 DT? 对 应 于 
用 ret FRH: 


D(z) = (re®)z. 


关键 之 点 在 于 反 过 来 看 , 复数 来 法 的 规则 可 以 看 必 是 伸缩 旋转 的 性 态 之 推论 . 

我 们 现在 集中 注意 于 具有 共同 的 固定 中 心 o 的 伸缩 旋转 的 集合 , o 则 视 为 复 平 
面 的 原点 . 每 个 Dl? 都 由 其 放大 率 " 与 旋转 角 9 唯一 确定 , 所 以 它 可 以 用 一 个 长 
Ar. AA 6 的 向 量 来 表示 . 类 似 于 此 , DR? 则 用 一 个 长 为 R AA $ 的 向 量 来 表 
示 . 那么 , 什么 向 量 可 以 表示 二 者 的 复合 ? 从 几何 上 看 , 很 显然 有 


Be dep ot a Te), 
D 克 莱 因 在 1872 年 去 爱 尔 朗 根 大 学 任教 授 陪 务 时 作 了 一 个 任职 演说 “ 新 近 关 于 几何 学 研究 的 比较 评 
论 ". 著名 的 爱 尔 朗 根 纲领 就 是 在 这 篇 演说 提出 的 ， 所 以 正文 中 提 到 他 的 演说 ，- 一 - 译 者 注 
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所 以 新 向 量 将 由 两 个 砷 向 量 长 度 相 乘 . 角度 相 加 来 表示 一 一 这 就 是 复数 乘法 ! 
我 们 在 1.3.3 节 讲 到 复数 运算 的 于 何 意 习 时 已 经 看 到 , 若 把 复数 看 成 平 称 , 则 
其 组 全 给 出 加法. MERILE, 若 抠 它 们 故而 看 成 伸缩 旋转 , A A se 
法 , 为 了 完成 我 们 对 复数 用 几何 语言 的 “解释 ", 我 们 将 证 明 这 些 平移 和 伸缩 旋转 对 
于 (1.29) 所 定义 的 欧 氏 几何 是 基本 的 . 
为 了 理解 (1.29) 中 涉及 的 一 般 相 似 变 换 8", 注意 着 p 是 一 任意 点 , W M = 
Sto DIN) 必 是 一 个 运动 . 所 以 , 任 一 相似 必 为 一 个 伸缩 与 一 小 运动 复合 而 成 : 


Sr = MoD. (1.30) 


Nes BA a, 相似 也 分 成 两 类 : 着 At 保持 角度 的 定向 , sr 也 这 
样 [改称 为 俘 向 相 亿 ], 若 At 反 转 角度 的 定向 , 则 5" 也 如 此 [ 故 称 为 反 向 相似]， 

正如 我 们 集中 于 关注 保 向 运动 之 群 , 我 们 现在 也 集中 于 保 向 相似 之 群 . 平移 和 
伸缩 旋转 在 欧 氏 几何 中 的 基本 作用 最 终 出 现在 下 面 的 令 人 吃惊 的 定理 中 ， 


壮 个 保 向 相 但 或 为 一 伸缩 芒 转 ,或 【 必 为 例外 ) APS. (1.31) 


对 于 我 们 , 这 个 事实 就 构成 了 复数 的 一 种 “ 令 人 满意 ”的 解释 , 在 前 言 中 还 提 到 , 在 
物理 规律 中 还 可 找到 其 他 念 人 折服 的 解释 . 

为 了 能 理解 (1.31), 我 们 从 注意 以 下 事实 开始 . (1.25] 和 (1.30) Te 
向 相似 可 由 任意 线段 AB 2S 4B 决定 . 先 考虑 ANB 与 AB 长 度 相 同 这 一 例外 
情况 . 这 时 我 们 有 图 1-28 中 的 三 种 情况 . 它们 都 与 (1.31) AF. 如 果 AB’ 与 AB 
平行 而 不 等 长 , 我 们 就 有 图 1-328 和 图 1-32b 两 种 情况 , 其 中 我 们 都 画 出 了 交 于 p 
点 的 直线 Ad! 和 BR. 借助 于 这 些 图 中 的 相似 三 角形 . 我 们 看 到 图 1-32a 中 的 相 
BE Pr0, 而 图 1-32b 中 的 相似 是 Dot. 无 论 在 哪 种 情况 下 , 均 有 


Poss (pA pA) = ipB'/pRB). 


{I | R 
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现在 考虑 AB 与 AB 既 无 相同 长 度 也 不 平行 这 个 更 有 兴趣 的 一 般 情况 . 稍 看 
一 下 图 1-324, 那 就 是 讲 的 这 个 情况 . 这 里 , n 是 这 两 个 线段 的 交点 (必要 时 把 这 两 
个 线段 延长 ), 8 则 是 它们 的 交角 . 为 了 证 明 (1.31), 我 们 必须 要 证 明 , 只 需 作 一 个 仲 
缩 旋转 就 可 把 AB 变 到 AB. 在 目前 只 要 看 到 , 如 果 想 要 AR 最 后 变 得 与 4B' 有 
相同 方向 , 则 必须 旋转 一 个 角 9, 所 以 我 们 的 结论 实际 上 就 是 : 存在 一 个 点 gq 和 一 个 
KAR, RAD A ESA’, BRB’ 

考虑 图 1-32d 的 复制 在 图 1-32c 上 的 那 一 部 分 . PRA r= (nA/nA'), Dr? 
将 把 A 变 到 A’. 一 般 来 说 , 当 且 仅 当 44' 在 9 处 的 张 角 为 6 时 , Dm 才 把 A 变 到 
A’. 这 样 , 有 了 适当 的 值 , Pr? 变 4 为 4， 当 且 仅 当 q 位 于 贺 缴 4n4' E 图 上 画 出 
了 这 样 一 个 g A, 即 4 = m. 在 回 到 图 1-32d 以 前 , 我 们 还 要 再 注意 一 件 事 : mA 在 
n 点 和 A’ 点 所 张 的 角 相 等 { 记 作 e). 

现在 可 以 回 到 图 1-32d. 我 们 需要 的 是 DP? BE A 变 为 A’, 也 把 B 变 为 B'. 
按照 上 面 的 论证 , ¢ DAN EF Ana’ E. METAI BmB E. 这 样 就 
有 两 种 可 能 性 : gan 或 g = mlm 是 这 两 个 圆 弧 的 男 一 交点 ). 如 果 想 到 了 这 一 点 ， 
就 看 到 了 戏剧 的 高 潮 . 我 们 只 考虑 角 0 就 已 把 g 的 可 能 位 置 缩小 到 两 个 点 上 ; 不 论 
是 哪 一 个 可 能 性 , 我 们 都 可 取 放 大 率 + 使 4 变 为 A, 但 是 一 旦 r 选 定 , 则 B 还 是 
既 有 可 能 变 成 B', 也 可 能 不 行 ! 但 是 从 图 上 看 , 取 9 = 时 B 并 不 变 到 B', 所 以 
g=m 将 是 余下 的 仅 有 的 可 能 性 . 

为 使 Due 同时 将 4 RS A’, BOARS) B', BARE r = (mA'/mA) = 
(mB’ /mB); 换言之 , 图 1-32d 上 两 个 阴影 三 角形 需要 相似 . 它们 确实 相似 真有 点 像 
是 奇迹 . 看 一 下 在 n 点 处 的 那些 角 , 我 们 看 到 O+ O+e=n, 再 看 到 右 方 是 每 个 阴 
影 三 角形 的 内 角 和 , 立即 可 得 这 个 结果 .(1.31) 的 证 明 至 此 完毕 ? 

(1.31) 中 讲 到 绕 任意 点 的 伸缩 旋转 , 而 复数 则 表示 绕 固 定点 ol 原点 ) 的 伸缩 
变换 , 读者 可 能 会 对 此 不 其 满意 ， 对 于 这 一 点 可 以 回答 如 下 : AB 在 Dr 和 Dre 
下 之 象 互 相 平 行 市 且 长 度 相等 所 以 必 会 存在 一 个 平移 五 映 一 个 象 为 男 一 个 靖 
[ 详 见 习题 44]. 换言之 , 一 般 的 伸缩 旋转 与 以 原点 为 中 心 的 伸缩 旋转 只 相差 一 个 平 
称 : De = To D. 总 结 起 来 , 我 们 有 


每 个 保 向 的 相似 变换 S 均 可 表 为 一 个 形 如 Srfz) = reztu 的 复 函 数 
145 ”空间 复数 


我 们 现在 简要 地 试图 把 上 面 的 思想 推广 到 3 维 空间 .首先 , 空间 中 的 有 中 心 
(Oo 为 中 心 ) 的 伸 强 旋转 定义 和 前 面 完 全 一 样 , 即 可 定义 为 有 同样 中 心 的 伸 纺 与 
空间 中 绕 某 个 过 O 点 的 轴 的 旋转 复合 而 成 . 一 旦 我 们 以 (1.29) 为 欧 氏 几何 的 定义 ， 


D 这 里 的 论证 好 处 在 于 它 是 逐步 给 出 的 ， 面 不 必 把 所 有 蛙 果 一 下 子 全 部 证 出 来 . 其 他 的 证 法 可 以 参看 
Coxeter and Greitzer [1967, 97 页 ], Coxeter [1969, 73 页 | 和 Eves [1992, 71 页 ], 38 45 中 有 
用 复 函 数 的 简单 证 法 ， 
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就 可 以 开始 腾飞 , 因为 关键 性 的 结果 (1.31) 可 以 推广 为 : 空间 的 每 一 个 保 向 相似 变 
换 或 为 一 伸缩 旋转 ,或 为 一 平移 ,或 为 一 伸缩 变换 与 沿 旋 转轴 的 平移 的 复合 . 详 见 
Coxeter [1969,103 Ui]. 

因此 自然 地 会 问 , 是 否 可 能 有 “空间 复数 ”存在 , 使 其 加 法 为 平 称 的 复合 , 而 乘 
法 为 伸缩 旋转 的 复合 . 对 于 加 法 , 一 切 都 很 顺利 : 空间 每 一 点 的 位 置 向 量 都 可 以 看 
作 是 平移 , 而 这 些 平 移 的 复合 就 是 空间 中 通常 的 向 量 加 法 . 注意 , 就 此 而 言 , 这 个 向 
量 加 法 对 4 维 空间 , 甚至 n 维 空间 都 一 样 有 意义 . 

现在 考虑 具有 共同 的 固定 中 心 O 的 伸缩 旋转 的 集合 Q. 一 开始 , 乘法 的 定义 
还 很 顺利 . 因为 很 容易 看 到 两 个 这 种 伸缩 旋转 的 “乘积 "Qi o Q 仍 是 一 个 同一 类 的 
伸缩 旋转 (例如 记 为 Qs). 注意 到 Qi o Qe 仍 保持 O 不 变 , 就 可 以 从 上 述 的 正 向 相 
似 变换 的 分 类 得 到 这 一 点 . 如 果 Q 与 Qe 的 放大 率 分 别 为 m 和 ro, M Qs 放大 率 
显然 为 "rs = rra 而 我 们 将 在 第 6 章 给 出 由 两 个 旋转 Qi 和 Qo 作出 旋转 Qs 的 几 
何 作法 . 然而 , 与 平面 旋转 不 同 , 在 空间 中 , 完成 两 个 旋转 的 次 序 是 会 造成 区 别 的 ， 
所 以 我 们 的 乘法 则 是 非 交 撞 的 : 

Qi o Qe A Q20Qh. (1.32) 


RANTS EA ART AEA A CAEN, 但 是 (1.32) Dee BAA, 所 以 这 一 点 还 
不 能 看 成 是 攀 造 “空间 复数 " 在 代数 上 的 决定 性 的 障碍 . 

但 是 , 如 果 我 们 企图 用 空间 中 的 点 ( 即 向 量 ) 来 表示 伸缩 旋转 时 , 就 会 出 现 基本 
的 问题 . 我 们 会 类 比 着 复数 乘法 把 方程 Qi oQ = Qs 解释 为 对 点 Q 作 伸 缩 变 换 
Qi 使 之 变 为 Qs. 但 是 这 样 的 解释 是 不 可 能 的 ! 在 空间 中 确定 一 个 点 需要 3 ANAK, 
即 其 3 维 空间 坐标 ; 但 要 确定 一 个 伸缩 旋转 则 需要 4 个 数 : 一 个 表示 放大 率 , 一 个 
表示 旋转 的 角度 , 还 有 两 个 "用 于 表示 旋转 轴 的 方向 . 

虽然 我 们 未 能 找到 复数 的 3 维 类 似 物 , 却 发 现 了 3 维 的 (以 O 为 中 心 的 ) 伸缩 
旋转 之 集合 Q 为 一 4 维 空间 . Q 的 元 素 称 为 四 元 数 ， 它们 可 以 画 成 4 维 的 点 或 向 
量 , 但 是 怎样 做 这 件 事 的 细节 要 到 第 6 章 才能 讲 . 四 元 数 可 以 用 通常 的 向 量 加 法 来 
相 加 , 也 可 以 用 上 述 的 非 交 换 法 则 相 乘 ( 即 作 相应 的 伸缩 旋转 的 复合 ). 

复数 乘法 和 四 元 数 乘法 法 则 的 发 现 有 一 些 有 趣 的 平行 之 处 . 如 所 周知 , 哈密 尔 
顿 在 1843 年 发 现 了 四 元 数 乘 法 法 则 的 代数 形式 ， 比 较 少 为 人 知 的 是 , 罗 德 里 格 
斯 " 比 他 早 三 年 就 发 表 了 一 篇 很 谭 亮 的 文章 , 对 空间 旋转 的 复合 作 了 几何 研究 , 其 
中 包含 了 与 哈密 尔 顿 的 结果 本 质 上 相同 的 结果 ; 但 是 要 等 到 晚 得 多 的 时 候 ” 人 们 才 


D 为 了 看 出 这 一 点 , 设想 一 个 以 O 为 中 心 的 球面 ,四 的 方向 可 用 它 与 去 面 的 变 点 来 表示 ， 而 此 点 则 可 
用 两 个 举 标 1 例如 经 度 与 纬度 ) 来 表示 . 

@ 用 四 元 数 来 表示 空间 施 转 , 近来 在 计算 机 图 形 学 【如 制作 动画 ) 里 找到 了 应 用 . . 译 者 注 

@ Sir William Rowan Hamilton, 1805—1865, 俩 到 的 爱尔兰 数学 家 和 物理 学 家 . —— 译 者 注 

@ Olinde Rodrigues, 1795- 一 1861， 法 国 数学 家 . 一 一 译 者 注 

D 关于 这 个 发 现 的 税 有 点 记 纺 不 清 的 甸 节 是 怎样 弄 明 和 白 的 , 可 以 做 看 Altmann [1989]. 


哈密 尔 顿 与 罗 德 里 格 斯 如 果 查 阅 过 伟大 的 高 斯 的 未 发 表 的 数学 笔记 , 定 会 惊 
慌 失 措 , 但 他 们 只 是 那些 运气 不 好 的 数学 家 的 两 个 例子 . 在 那 本 笔记 里 高 斯 记载 了 
他 在 1819 年 就 发 现 了 四 元 数 的 法 则 , 作为 登录 在 他 的 私人 数学 航行 日 记 里 的 一 个 
项 目 . 

我 们 将 在 第 6 章 中 详细 研究 四 元 数 的 乘法 及 发 现 它 有 很 漂亮 的 应 用 .然而 这 
个 讨论 的 直接 的 好 处 是 , 我 们 现在 看 见 了 , 我 们 所 讨论 的 问题 属于 2 维 空间 , 而 且 
又 可 把 2 维 室 间 中 的 点 解释 为 作用 于 此 同一 空间 之 上 的 基本 的 欧 氏 变换 , 二 维 性 
是 一 个 多 么 了 不 起 的 性 质 . 


15 J 题 


1. 一 般 的 区 的 三 次 方程 的 根 可 以 看 成 (XY 平面 上 })X 轴 与 以 下 形状 的 三 次 曲线 
Y = X°4+AN74+BX+C 


的 图 像 的 变 点 . 
(i) 证明 此 图 像 在 X = —(A/3) 处 有 拐点 . 
(ii) 用 几何 方法 导出 : FER X = (zx 一 4) 可 将 以 上 方程 化 为 Y=z3+bzte 
(iii) 用 计算 来 验证 以 上 的 结果 . 
2. 求解 三 次 方程 r = 3pz + 2g 可 如 下 进行 ; 
(i) 一 个 希望 有 用 的 变换 = stt, 并 导出 : 如 果 st = p WB s? +t? = 2q, W 
此 为 三 次 方程 之 根 . 
(ii) 从 这 两 个 等 式 消去 t, 得 出 中 的 一 个 二 次 方程 . 
(iii) 解 此 二 次 方程 并 得 到 s3 的 两 个 可 能 值 . 由 对 称 性 , #3 的 可 能 的 值 是 什么 ? 
(iv) REM s+ t = 2g, 导出 公式 (1.4). 
3. PROE 1591 年 , 即 公式 (1.4) 出 现 后 40 RF, 发 表 了 三 次 方程 的 另 一 解法 . 
此 法 基于 1.3.2 节 中 的 恒等式 cos 36 =4C3 — 3C, C = cos. 
(i) 以 z = 2ypC 代入 (化 约 后 的 ) 一 般 三 次 方程 r = 3pr + 2g 并 得 出 
4C°_3C = 时 
ii) i g’ < p°, 导 出 原 方 程 的 解 为 
r = 2,/peos 民 十 2m) f 
其 中 m 是 一 整数 而 由 = cos! ig/p p). 


OD 这 里 是 指 后 来 发 现 的 高 斯 的 一 本 笔记 (现在 通称 为 高 斯 的 《数学 日 记 》)， 时 限 应 为 1796—1819, 
其 中 记录 了 商 斯 不 少 发 现 ， 例 如 第 一 篇 就 是 正 17 边 形 的 作法 ; 还 有 最 小 二 现 法 ， 还 有 不 少 后 来 也 
HARB. 这 里 讲 的 四 元 整 即 是 一 例 . 一 一 译 者 注 

@) Francois Viète, 1540—1603, 法 国 数 党 家 ， 现 在 通 译 为 韦 达 是 按 妆 他 的 名 字 的 拉丁 立 写 法 Vièta 
译 的 . 一 一 译 者 注 
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(ii) 验证 此 式 结 出 了 2? = 3z 的 正确 的 解 x = 0,43. 
,以 下 是 一 个 在 数论 中 有 许多 用 处 的 事实 : 著 两 个 整数 可 写 为 两 个 平方 之 和 ， 则 
LOTR. 以 下 约定 每 个 符号 均 表 示 整 数 , 则 上 面 说 的 就 是 : 若 


M =a +b, N= +P, Wi) MN =p He. 


考虑 |(a + ib)(e + id)|? 以 证 明 以 上 事实 . 

. 图 1-33 说 明 怎 样 用 相似 三 角形 来 构造 构造 两 个 复 

数 之 积 . 请 解释 

. 六 车 c 是 一 固定 复数 , R 是 一 固定 实数 , 用 图 形 解 
释 何 以 |e- c = R 是 一 圆 的 方程 . ae 

(ii) 已 知 z 适合 方程 |z +3 -- 4i| = 2, È |e] 之 最 小 图 1-33 
值 与 最 大 值 , 并 求 相应 2 点 的 位 置 . 

. 用 图 形 证 明基 a 与 上 是 固定 复数 则 jz - a| = |z 一 5| 是 一 直线 的 方程 . 

. 令 工 为 C 上 一 与 实 轴 成 角 # 的 直线 并 令 4 为 工 到 原点 的 距离 , 用 几何 方法 证 


10. 


11. 


12. 


AA, 者 z 是 工 上 任 一 氮 , 则 


d= |Im[e~**z]| . 


. $ 4 了 3 为 单位 圆 上 的 四 点 , 且 A+B4+C4+ D=0, 证明 这 四 点 必 成 一 矩 


IE. 
用 几何 方法 证 明 ; FF |z| = 1, 则 


ee ees 
k ry =" 
除 单位 圆 外 , 还 有 哪些 点 满足 此 方程 ? 
用 几何 方法 解释 , 何以 适合 
z-—a 

arg (=) = const. 
的 z 之 轨迹 是 过 定点 a 与 的 一 段 圆 弧 . 
用 图 形 求 出 以 下 两 个 方程 


Ao taie 
Re (2-7 =*) =0 D m (2==*) =o 
的 轨迹 | 提示 : Re(W) = 0 对 于 W CHOTA? 再 用 上 题 . 


faa (aah 


a ,b,c 成 什么 几何 图 形 ? [提示 : 令 双 方 长 度 与 角度 分 别 相等 .] 


. 者 


eee 一 一 一 一 M 一 ———— 


14. 考虑 积 (2 十 站 (3 +7), 证 明 
= tan™! 2 +tan ! 5. 
15. 画 出 e/4 e? 及 其 和 , 把 这 些 复数 都 写成 (zx + iy) 的 形状 , 证 明 
tan 了 三 1 十 v2. 
16. 从 原点 出 发 , 向 东 走 一 个 单位 , 再 向 北 走 同样 距离 , 再 向 西 走 前 一 步 的 距离 的 


(1/2), 然后 向 南 走 前 一 步 的 距离 的 (1/3), 再 向 东 走 前 一 步 的 距离 的 (1/4), 并 
ARIE HE, 这 个 “螺旋 ” 线 趋向 哪个 点 ? 

17. 4 z= e" 4-1, W (2-1) = (itan $) (2 +1), (i) 请 用 计算 证 明 . 
(ii) 请 用 图 形 证 明 

18. 求证 


. a 一 j 1 } z 1 o ğ 一 iiL 
ef +e = 2c0s | ;| oa e” — eit = Qisin Ae) ee 


(i) 用 计算 证 明 .(ii) 用 图 形 证 明 . 
19. 三 角形 T 的 “重心 "G 是 其 中 线 的 交点 ， 若 顶点 
a,b,c 为 复数 , 如 图 1-34 fra, | -a 
可 以 证 明 
G= (a +b+ ce) 


在 了 的 各 边 上 , 作 三 个 任意 形状 的 相似 三 角形 | 细 ar ee 

点 线 ], 于 是 可 得 顶点 为 por 的 新 三 角形 [小 段 虚 aoe 

22). 用 复数 代数 证 明 新 三 角形 的 重心 正 是 老 三 角形 

的 重心 . 

mea mt in 的 复数 , 其 中 m,n 为 整数 一 一 即 图 1-1 中 的 网 格 

点 . 证 明 不 可 能 夯 出 一 个 三 顶点 均 为 高 斯 整数 的 等 边 三 角形 . [提示 : 设 有 一 个 

顶 反 在 原点 然后 试用 反 证 法 证 明 , 如 一 三 角形 为 等 边 的 , 则 可 将 其 一 边 旋转 为 

另 一 边 ; itt, v3 BER) 

21. 再 画 一 幅 图 1-12a, 作 其 一 对 角 线 , 并 记 其 中 点 为 m. 如 图 1-12b 那样 画 出 连接 
m 到 p qr s 的 线段 . 按 图 1-12b 的 结果 , 若 绕 m 旋转 (x/2), 则 p 和 发 生 
何 种 情况 ? 对 线段 pr 又 发 生 什 么 ? 由 此 得 出 图 1-12a 的 结果 . 

22. FHA 1-12a 上 的 四 个 正方 形 都 画 到 四 边 形 的 内 侧 , 此 结果 是 否 仍 成 立 ? 

23. 画 一 任意 三 角形 , 在 其 每 一 边 上 各 向 外 作 一 个 等 边 三 角形 . 连接 这 些 正 三 角形 
重心 成 一 新 三 角形 (与 习题 19 比较 )， 猜 一 下 新 三 角形 有 何 特殊 之 处 ? 请 用 
复数 代数 证 明 你 的 猜测 正确 .如 果 这 些 等 边 三 角形 都 向 原 三 角形 内 部 作 又 会 
如 何 ? 


图 1-34 


20. 


全 


Ba 


党 
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. 由 (1.15) 式 知 
ie 
(i) z VARE C 的 什么 区 域内 , 无 穷 级 数 1 + z 十 好 十 .… 才 会 收 敏 ? 
(ii) Æ = 落 在 此 区 域内 , 这 个 无 穷 级 数 收 和 化 于 哪 一 点 ? 
(iii) 按 图 1-9 的 精神 , 就 : = #(1 +i 的 情况 画 一 个 大 的 准确 的 图 形 ,并且 验 
证 它 确实 收敛 于 Gi) 中 所 预测 的 点 . 
. $ S = cos0 + cos 36 + cos 50 +--+ cos(2n 一 1)9. 证 明 


1 +z 十 2 十 :十 s+ la 


g Sin2nd 或 与 此 等 价 s= SnI cos nð 


2sing sinë 


[提示 : 应 用 习题 24, 再 用 习题 18 把 结果 简化 .| 
，f) 考查 (a 十 动 Ifeos8 + ising), 证 明 


bcos? + asinð = y'a? + b? sin[ + tan~! (b/a)]. 


(ii) 用 此 结果 并 用 用 归纳 法 证 明 (1.14). 
. 证 明 图 1-15b 中 的 螺 线 Z(t) = eate 训 的 极 坐 标 方程 为 r = ele, 

. 再 考虑 图 1-15b HRH Z(t) = erteitt, 其 中 a 和 上 是 固定 实数 , 令 r 为 一 变动 
的 实数 , 按 (1.9), z F (z) = (eareitr)z 是 : 将 此 平面 以 原点 为 中 心 按 因 子 ear 
放大 , 再 将 它 旋转 一 个 角 br. 

(i) 证 明 F [Z(t] = Z(t+7), 由 此 得 知 此 螺 线 是 变换 F, 的 不 变 曲 线 ( 见 1.4.3 
aT). 

(ii) 由 此 , 不 用 微 积分 证 明 所 有 经 过 原点 的 射线 均 以 等 角 与 此 螺 线 相交 . 

(iii) 证 明 者 将 此 螺 线 绕 原 点 旋转 一 个 任意 角 , 则 新 螺 线 对 每 个 F 仍 为 不 变 曲 
线 . 
(iv) 论述 前 一 部 分 的 螺 线 是 F, 仅 有 的 不 变 曲 线 . 

(i) 4 V(t) 是 一 质点 的 复 速 度 , 其 轨道 为 Z(t), dt 是 一 无 穷 小 瞬间 , 则 沿 此 轨 
道 V(t)at 是 一 复数 . 把 积分 看 作 这 些 运动 的 (向 量 ) A, 问 fi V (edt 的 
几何 解释 是 什么 ? 

(ii) 就 图 1-15b, MH Z(t) = eet 的 略图 . 

(iii) CLA (1.13), 问 前 一 部 分 的 质点 的 速度 是 什么 . 

(iv) 把 前 几 部 分 合 起 来 以 导出 Syeed = [peel] ， 把 这 个 复数 画 在 
你 为 (ii) 所 作 的 略图 中 . 

(v) 由 此 导出 


ale" cosh — 1) + bef sinb 


1 
e* cos btdt = 
| 0 oe a? + b 


ae i b(1 b) inb 
一 e* cos ag? sin 
| est sin htdt = oe 
30. 给 出 两 个 开始 的 数 8), So, 作 一 个 无 穷 序列 51, S2, 53, 54,---, 其 规律 如 下 : # 
Aa HAR A RMS HHH ZS. 例如 , GS, = 1,5. = 4, 我 们 将 得 
到 1, 4, 6, 4, -4, -16, -24, ---. 我 们 的 目的 是 找 出 第 nt S, HAA. 
(i) 我 们 的 生成 规律 可 以 简明 地 写 为 Snia = 2(Sn41—Sn). 证 明 , 车 2? -224 
z=0, QS, = z" 就 是 这 个 递 推 攻 系 的 解 . 
(ii) 用 二 次 方程 证 明 z = 1i, 再 证 明 若 A, BERR, MS, = 4(1 十 "十 
BU — i)" 也 是 此 递 推 关 系 的 解 . 
(iii) 车 只 想 求 此 递 推 关系 的 实 解 , 证 明 B = A, 由 此 推出 S= 2Re[A(1 + 2)"]. 
(iv) 在 上 例 中 取 A = 一 (1/3) -i 把 此 数 写 为 极 举 标 形式 , 证 明 


i d 
Sy = 2 y5 cos kot +tan™! 2]. 


(v) 验证 由 这 个 公式 可 以 预测 出 S34 = 262 144, 用 计算 机 来 验证 . 
(注意 , 此 法 可 用 于 任意 形 为 Sny = pSn41+ 95, 的 递 推 关系 .| 
. 用 上 题 中 的 递 推 基 系 , 用 计算 机 来 生成 Si = 2,5. = 4 所 得 序列 的 前 30 项 , 注 
意 0 重复 出 现 的 模式 . 
(i) 用 和 前 面相 同 的 记号 , 证 明 这 个 序列 相应 于 4 = i, WS, = 2Rel—i(1 + 
i)”. 
(ii) 作 一 草图 表明 当 m=1 和 m=8 时 -+an 的 位 置 , 由 此 解释 0 出 现 的 
模式 . 
(iii) 将 A 写作 a+ ib, 我 们 的 例子 相应 于 a = 0, 更 一 般 地 用 几何 方法 解释 何 
以 当 且 仅 当 (a/b) =0,+1 或 b=0, 才 发 生 0 的 反复 出 现 的 这 一 模式 . 
(iv) 证 明 EA 一 点 [1 一 ae FH SAMS S = 251( 本 例 ), Sı = S2, S1 = 0 $ 
Sı = 0, 才 有 如 上 的 0 反复 出 现 的 模式 . 
(v) 用 计算 机 检验 这 些 预 测 . 
32. 二 项 定理 指出 , En 为 正 整 数 , 则 


Ti i nt =r LTr ! 
(人 


r=0 


3 


eH 


是 二 项 系数 [不 是 向 量 ]. 得 出 这 个 结果 的 代数 推理 当 a ,4 为 复数 时 也 适用 . 
用 此 事实 , 证 明 当 n= 2m 为 偶 时 ， 


2m. 2m 2m mai, am  . rmi 
(2) (2) (2) eaa) eeen (8). 
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33. SRA (2-1) =z 
(i) 不 要 央求 用 几何 方法 证 明 其 9 个 解 为 什么 不 是 10 个 ] 均 在 直 
线 Re(z) = 上. [提示 : 习题 ?]. 
(ii) ji gl WE, 方程 成 了 w" = 1, 其 中 w= (x 一 1)/z， 由 此 解 出 原 方 


(iii) ae z=ax+iy 之 形 , 由 此 验证 (i) 中 的 结果 . [提示 : 利用 习题 18 即 
可 王 筝 利落 地 完成 , 

34. 用 3 记 图 1-19 中 的 12 阶 单位 根 之 集合 , 其 中 之 一 是 £ = ein 9 . 注意 到 上 是 本 
初 12 阶 单位 根 , 意 即 其 各 次 基 给 出 所 有 的 12 阶 单位 根 : S = {€,67,63,--- ,£12} 
Ar < 12 W, E £1. 

(i) 求 出 所 有 的 本 初 12 阶 单位 根 , 并 把 它们 标 在 图 1-19 E. 

(ii) 把 根 为 本 初 12 阶 单位 根 的 多 项 式 重 12{z) 因 式 分 解 为 (1.16) 之 形 . [一 般 
说 来 , Pio(z) 就 是 根 为 本 初 n 阶 单位 根 的 (最 高 次 里 过 数 为 1) 的 多 项 式 ; 
MA n 阶 分 加 多 项 式 .| 

(iii) 先 把 对 应 于 共 瑟 根 的 成 对 因 式 乘 开 , 证 明 更 jz(z) = 24 一 2 十 1， 

(iv) 重复 以 上 步骤 , 证 明 更 s(z) = 于 十 1. 

(v) 对 一 般 的 n 解释 以 下 事实 , 若 上 是 一 个 本 初 n 阶 单位 根 , 则 “也 是 , 由 此 
得 知 , E n> 2, pala 次 数 必 为 偶数 , RASA. 

(vi) TERRA p ARA ppe) = ltte? tetar [提示 : 用 习题 24.] 

! 令 人 了 吃惊 的 是 , 在 这 些 例子 中 , Pl) 都 有 整 系数 . 事实 上 可 以 证 明 每 一 
A~O,(z) 如 此 ! 关于 这 些 引 人 入 胜 的 多 项 式 , 参看 Stillwell[1994].] 

35. 用 代数 方法 证 明 , (1.21) AREFE k FAE, Ba A ath, BbA +k 
等 等 以 后 其 值 不 变 , 由 图 1-22a 推出 , 此 公式 给 出 一 个 四 边 形 的 面积 . [提示 : 记 
{È (2+ 2) 总 是 实 的 .] 

36. 按 前 面 1.3.3 节 中 的 计算 , R o Re = RYO! 其 中 


e'?(1 — ef?) + b(1 — ett ) 


J5 1 — ei 8+] 


现在 我 们 来 验证 这 个 与 图 1-30b 中 用 几何 方法 构造 出 来 的 一 样 . 
(i) 解释 为 什么 这 个 几何 作法 等 价 于 说 c 适合 两 个 条 件 : 


c= b 1 c-a 
arg [E2] = 5 而 且 arg | =] =- 


(i) 通过 证 明 


“a 
E sin ~ | 
cae 2 | gid/2 (1.33) 
a—b S10 na i 


of. 


38. 


od. 


来 验证 (上 面 算出 的 )c 之 值 满足 第 一 个 方程 ，[ 提 示 : 应 用 (1 - ein) = 
—2i sin(a/2)e**/? | 
(iii) 同 法 证 明 第 二 个 等 式 也 成 立 . 
由 图 1-30b 直接 导出 (1.33) 式 . [提示 : 作 三 角形 ade 的 过 6 的 高 , 把 它 的 长 
度 先 用 sin! 表 出 , 再 用 sin HA WH] 


在 1.3.3 节 中 , 我 们 算出 了 , 对 非 零 的 a ,五 oR8 是 一 旋转 
了 oRF =R, 其 中 c= wil(l -ee*). 


Ri, 车 a = 0, M T oR = 五 是 一 平移 . 考虑 Re 4 o 趋 0 时 的 极限 状况 ， 
从 而 将 这 两 个 结果 统一 起 来 . 
滑动 反射 就 是 对 某 直线 工 的 反射 与 沿 工 方向 的 平移 v 的 复合 TOR, = Rook. 
例如 , 若 你 接 一 定 步伐 在 雪 地 上 行走 , 对 某 一 个 足 印 反复 应 用 同样 的 滑动 反射 ， 
就 可 得 到 你 的 全 部 足迹 . 滑动 反射 显然 是 一 反 向 运动 
(i) 而 一 直线 上 和 一 线段 AB. 作出 此 线段 在 反射 Re FR AB, URE 
滑动 反射 工 oR, PAR AB’. 
ü) ZEA ERA 工 , 通过 考虑 线段 AA 和 BB’, 证 明 可 以 重建 出 L. 
(ii) 给 出 两 个 等 长 度 线段 AB 和 AB’, 利用 上 一 部 分 证 明 可 以 作出 上 映 前 者 为 
后 者 的 滑动 反射 . 
(iv) 导出 每 个 反 向 运动 都 是 一 个 滑动 反射 . 
(v) 将 滑动 反射 表示 为 三 个 反射 的 复合 . 


. 令 工 为 与 实 轴 交 角 为 gf 或 o+2) 的 直线 , pA L 上 距 原 点 最 近 的 点 , 从 而 | 四 | 


为 这 个 距离 . 考虑 滑动 反射 [MERG = 工 ,o Rp, 这 里 的 平 称 是 治平 行 于 工 的 
方向 移动 一 个 距离 r, 现在 固定 o 之 值 , 并 记 v = pret, 
(i) 用 图 形 表 示 p= tilp, 并 解释 + 号 的 几何 意义 . 
(ii) 复 函 数 H(z) = 十 r 表示 什么 变换 ? 
(ii) 用 图 形 解释 为 什么 所 = 五 oRR8o 囊 oo 入 To 
(iv) 导出 G(z) = etz + ef? (r + Qip). 
(v) 由 此 用 几何 语言 描述 由 Gi) = iz +41 所 表示 的 滑动 反射 . 考虑 -2, 2i 和 
OWS, 由 此 验证 你 的 结果 . 


41. $ M(z) 是 一 个 用 复 函 数 表 示 的 一 般 的 反 向 运动 . 


ü 解释 为 什么 Mo) 是 保 向 运动 , 并 由 (1.27) 导出 有 a 和 w 存在 使 好 (z) = 
ei 十 了 


(i) 用 上 题 导出 每 个 反 向 运动 都 是 一 个 滑动 反射 . 


42. 在 1.3.3 节 中 , 我 们 曾经 算出 , Æ (64+ 4) = 2n, M 


RoR? =T, HP v=(1-e!*)(b-a). 


46 


43. 


4 


ro 


45. 
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(i) $ Q@=(b-—a) 是 由 第 一 个 旋转 中 心 a 到 第 二 个 旋转 中 心 b 的 复数 . 用 代 
数 方法 证 明 , v 的 长 度 是 2sin Q, 其 方向 与 Q RA (£). 

(ii) 在 (8 十 四 = 2r 情况 下 重 画图 1-30b, 从 而 给 出 这 些 结果 的 直接 的 几何 证 
明 . 


在 1.3.3 p, 我 们 曾经 算出 
LoRf=R2, 其 中 c=v/(] —e). 
(i) 用 代数 方法 证 明 , 由 老 旋 转 中 心 (RA) 到 新 旋转 中 心 (c) 的 复数 之 长 度 
为 3 3 方向 与 Y 所 成 的 角 是 (25%). 


(ji) PRG ST, 二 者 都 表示 为 两 个 反射 的 复合 , 用 图 1-30b 的 思想 给 出 这 些 
结果 的 直接 几何 证 明 . 


. 如 图 1-13b 那样 , 一 个 以 任意 点 p 为 中 心 的 伸缩 旋转 可 以 这 样 完 成 : 先 把 p F 


移 到 原点 , 再 作 D, 最 后 再 把 o 平移 回 p 用 复 函 数 表示 这 些 变换 , 证 明 
De" (z) = rez + v, 其 中 vy = pl- re”). 
反之 , 车 v 为 已 知 , 导出 
Teo D =D, 其 中 p=v/(l- re”). 


在 上 题 中 已 证 明了 , 任意 伸缩 旋转 或 平移 均 可 表示 为 形 如 f(z) = az +b 的 复 
PAS, 反之 每 一 个 这 样 的 复 函 数 都 表示 一 个 唯一 的 伸缩 旋转 或 平移 . 
(i) 设 已 给 两 个 不 同 的 点 对 [A B} 5 {A', B'}. 证 明 必 存在 ab, 并 显 式 地 算 
出 它们 使 f(A) = A’, f(B) = BY. 
(i 导出 (1.31) 式 . 
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2.1 35 A 


一 个 复 函 数 就 是 一 个 规则 , 按 此 规则 对 每 一 个 复数 z 均 指 定 一 个 复数 Ww 为 其 
$ w= f(z) 为 了 研究 这 种 函数 , 使 它 可 视 化 是 很 重要 的 . 有 好 几 种 可 视 化 的 方法 ， 
但 是 (直到 第 10 章 ), 我 们 几乎 只 注意 第 1 章 中 引进 的 方法 . 这 就 是 把 : 及 其 象 w 
都 看 作 复 平面 上 的 点 (也 就 是 一 个 向 量 ), 这 样 f 就 成 了 一 个 平面 的 变 撞 . 

有 一 种 约定 是 把 彰 点 w 画 在 一 个 新 的 CC 平面 上 , 称 为 象 平面 或 也 平 面 . 图 2-1 
就 显示 了 这 个 约定 , 图 中 夯 出 了 变换 ze w= f(z) = (1 +iw3)z( 请 与 第 1 章 的 图 
1-5 比较 ). 


CD 


z 的 实 部 和 虚 部 通常 记 作 x Aly, So w 的 实 部 和 虚 部 则 记 作 w 和 vw, 所 以 
w= f(z) = ul(z)+iv(z),u(z) A v(e) ME : 的 实 值 函数 ,这 些 函 数 的 准确 形式 视 
我 们 用 和 贡 卡 儿 坐 标 还 是 极 坐 标 来 描述 z 而 定 . 例如 , 在 上 例 中 记 z = x +iy, WA 


ula + iy) =x -— v3y, v(x +iy) = v3r +y, 
而 者 记 z= re”, 注意 到 (1 +iv3) = 2e 3 则 给 出 
u(re’’) = 2r cos [ -= =] ‘ víre) = 2r sin | 十 =] ; 


RAS EHRE w 平面 , 而 使 w= f(z) = Ret, R(z) 和 o(z) 都 
是 z MSR. 对 于 前 例 , 则 此 变换 成 了 
Rire) =2r, olre) 一 日 十 和 
我 们 会 发 现 , 如 果 通 过 画图 把 已 给 的 /对 于 点 、 曲 线 和 几何 形体 的 效果 画 出 
来 , 就 会 得 到 相当 深 的 理解 . 但 是 如 果 能 同时 把 握 了 对 z ea EAR, 将 是 很 
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妙 的 事 . 这 样 做 的 另 一 种 方法 是 变 个 花样 把 f 表示 为 向 量 场 , f(z) 则 表 为 由 > 点 
发 出 的 向 量 . 欲 知 其 详 , 请 参见 第 10 章 的 开始 部 分 . 

然而 , 还 有 以 图 像 概 念 为 基础 的 其 他 可 视 化 方法 ， 对 于 实 变量 x 的 实 值 函 数 
fiz), 我 们 都 习惯 于 用 六 的 图 像 来 方便 地 表示 的 总 体 性 态 , 图 像 就 是 由 点 (x, fle) 
在 zy 平面 上 构成 的 曲线 . 在 复 函 数 的 情况 下 , 这 个 方法 似乎 不 甚 可 行 , 因为 想 要 男 
出 一 对 复数 (z, f(z)), 需要 4 小 维 数 : 两 个 用 来 画 x = z 十 iy, 两 个 用 来 画 f(z) = 
u + iU. 

然而 情况 并 不 如 看 起 来 那样 无 望 . 首先 要 注意 , 要 画 出 实 函 数 y AREARE 
要 2 维 空间 , 但 图 像 本 身 [ 即 点 (x, fa) 的 集合 ] 只 是 一 个 1 HR, 其 意 即 是 ,只 
需要 一 个 实数 ( 即 x) 来 确定 其 上 每 一 点 . 与 此 相 类 似 , 虽然 需要 4 维 空间 来 画 出 坐 
tA (2, y,u,v) = (2, f(z) 的 点 的 集合 , 图 像 本 身 却 是 2 维 的 , 即 只 需 两 个 实数 ( 即 
zx 和 ?y) 来 确定 其 上 每 一 点 . 这 样 , 内 蓝 地 看 , 一 个 复 函 数 的 图 像 仅 仅 是 一 个 2 维 曲 
面 (IPAS Sem), 而 似乎 也 能 在 通常 的 3 维 空间 中 使 它 可 视 化 . 本 书 不 来 探讨 
这 个 方法 , 然而 本 书 最 后 3 章 特 别 有 助 于 理解 黎 曼 原来 的 深刻 见识 , 如 Klein [1881] 
所 详细 说 明 的 那样 . 也 可 参见 Springer [1957, 第 1 章 ], 它 基本 上 是 Klein [1881] 那 
本 专著 的 复述 , 但 加 了 有 用 的 评注 

复 函 数 还 有 另 一 种 类 型 的 图 像 , 有 时 也 是 有 用 的 . 点 z HR f(z) 可 以 用 它 到 
原点 的 距离 Jo 和 它 与 实 轴 所 成 的 角度 arg (e 来 描述 . 现在 抛弃 这 些 信 息 的 
一 半 [ 即 角 度 ) 而 只 画 出 模 |f(z)| 如 何 随 > 变化 . 为 此 设想 2 平面 是 水 平地 放 在 空 
间 中 的 , 在 平面 的 2 点 垂直 上 方 高 为 f(2)| 处 作 一 个 点 , 这 样 就 得 出 一 个 称 为 了 的 
模 曲 面 的 曲面 . 图 2-2 画 出 了 f(z) = z 的 锥 形 模 曲 面 , 图 2-3 则 是 f(z) = z? 的 旋 


转 抛物 面 形 的 模 曲 面 
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图 2-2 


关于 计算 机 的 一 点 说 阴 . 从 本 章 起 , 我 们 将 时 常 建议 用 计算 机 来 扩展 对 所 讨论 
的 数学 现象 的 理解 . 然而 我 们 要 强调 , 对 计算 机 的 特定 的 使 用 只 是 研究 工作 的 第 一 
P. 应 该 如 物理 学 家 看 待 实验 室 那样 来 看 待 计算 机 一 一 可 以 用 它 来 检验 现 有 的 对 
世界 的 构造 的 思想 , 或 把 计算 机 看 作 发 现 需要 新 思想 来 解释 的 新 现象 的 工具 . 我 们 
在 前 言 中 对 如 何 装备 自己 的 实验 室 作 出 了 具体 建议 (很 可 能 其 意义 瞬息 即 逝 ). 


2.2.1 ERAR 


考虑 映射 > w = 2", 其 中 n 为 正 整 数 ， Hz 写作 z = re, CRER 
ware? 即 距 离 要 升 到 n wE, MARRARA n 倍 . 图 2-4 的 目的 就 是 通过 画 
出 此 映射 对 某 些 从 原点 发 出 的 射线 和 某 些 以 原点 为 中 心 的 圆 的 圆 弧 的 效果 , 使 它 变 
得 更 生动 一 点 . 可 以 看 到 , 这 里 取 的 n= 3. 


图 2-4 


我 们 在 图 1-19 中 已 看 到 , 2 = 1 的 个 解 正 是 一 个 内 接 于 单位 圆 的 正 n 边 
形 的 顶点 , 它 有 一 个 顶点 在 x = 1 处 . 从 我 们 关于 变换 的 新 观点 看 它 , 可 以 理解 得 
更 生动 一 些 . WRS w= f(z) = 27, W 2" = 1 的 解 正 是 z Fe LRA w 平 
面 上 的 w = 1 的 那些 点 .现在 想象 一 个 质点 ,其 轨道 是 * 平面 上 的 单位 圆 ， 因 为 
ln = 1, Baw = f(z) 的 轨道 也 是 (w 平面 上 的 ) 单位 圆 , 但 其 角速度 是 原 质点 角 
ÈE tni. 这 样 , 每 当 z 完成 一 圈 旋 转 的 (1/n) 时 , w 就 会 完成 一 次 完全 的 旋转 而 
回 到 原来 的 象 点 . 所 以 w 平面 上 的 单位 圆 中 每 一 点 的 原 象 就 是 z 逐次 完成 (Ln) 
圈 旋 转 后 相继 地 到 达 的 位 置 , 即 是 说 , 它们 应 为 一 个 正 n 边 形 的 顶点 . 图 2-5 用 映 
SF w = flz) = 2 对 于 w= 1 Be. 

图 2-6 更 一 般 地 表示 了 如 何 求解 z3 = c Ret, 即 在 圆 |z| = YR 中 作 一 个 内 
接 正三 角形 . 用 同样 的 推理 就 很 清楚 了 , z" = e 的 解 就 是 内 接 于 圆 |z| = VR 的 下 
n UENRA, 而 有 一 个 顶点 之 前 度 是 (dm 
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图 2-6 


为 了 用 符号 来 得 到 同样 结果 , 首先 注意 到 若 #8 是 arge 的 一 个 可 能 值 , 则 e 的 
所 有 可 能 的 骨 度 的 集合 是 (f+ 2mm), 其 中 m 是 任意 整数 . + z= re, W 


rien? — s" — p= Pptlfrema) a pn 一 R H n= p+ 2m. 


所 以 , 解 就 是 m = WReittt2mmin. 每 当 m 增加 1, m 就 旋转 (n) (AA 
zm+1 = es 2m), 这样 就 生成 一 个 正 n 边 形 的 各 个 顶点 . 所 以 如 果 令 mEn 个 相 
ZEAE, 例如 m =0,1,2,---,(n—1), 就 可 以 得 到 所 有 解 的 集合 . 
2.2.2 ”回顾 三 次 方程 * 

我 们 来 重新 考虑 求解 x 的 三 次 方程 , 作为 这 些 思想 的 一 个 有 启发 的 例子 . 为 简 
单 计 , 以 下 都 设 三 次 方程 的 系数 是 实 的 . 

我 们 在 前 一 章 [习题 1] 中 已 经 看 到 , 一 般 的 三 次 方程 总 可 以 化 为 r? = 3pr+ 2g 
的 形式 . 然后 又 看 到 [习题 2, 这 个 化 约 后 的 方程 可 用 卡 丹 诺 的 公式 解 出 ; 


r=s+t, 其 中 s3 = 和 十 VP-p, È =q- Vg —p, HE st=p. 
男 一 方面 , 我 们 又 看 到 [习题 3], 三 次 方程 可 以 用 韦 特 公式 解 出 : 
Eg ap’, Mi) «=2,/pcos [e+ ama) ; 


其 中 m 是 一 整数 而 由 = cos-!(g/pvyF5). 韦 特 的 “三 分 角 法 ”在 其 被 发 现时 被 视 为 一 
TER, 因为 它 在 卡 丹 诺 的 公式 涉及 “不 可 能 数 ” 即 复数 时 , 只 用 实数 就 解 出 了 三 
次 方程 . 在 那 以 后 很 长 的 时 间 里 , 韦 特 的 方法 被 看 作 与 卡 丹 诺 的 方法 完全 不 同 , 其 
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至 现在 有 时 还 是 这 样 讲 . 现在 我 们 要 更 仔细 地 看 看 这 两 种 方法 , 并 且 看 出 它们 实际 
上 是 相同 的 . 
Gg p, 则 在 卡 丹 诺 的 公式 中 s3 与 如 PHRMA: 
s =q+ir/p' — 9g, Ë = 33 =g- iy p — 2. 


图 2.7 的 右 图 画 出 了 这 两 个 复数 ， 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 可 知 , 它们 的 长 度 均 为 |s3| = 
DVB, 所 以 韦 特 公式 中 的 由 就 是 5° 的 角度 


图 2-7 


因为 s3 与 8 均 在 半径 为 (v5) 的 圆周 上 , 它们 在 映射 = 2° 下 的 原 象 将 位 
于 半径 为 v5 WAAL. 图 2.7 的 左 图 画 出 了 这 些 原 银 , 注意 + 的 3 个 值 恰 为 。 的 
3 MALY aE SE, 

按照 代数 学 的 基本 定理 , 原来 的 三 次 方程 应 有 3 个 解 . 然而 , 把 s 的 3 个 值 的 
每 一 个 均 与 ¢ 的 3 个 值 的 每 一 个 配对 , 似乎 卡 丹 诺 的 公式 z = s +t 可 给 出 9 个 解 

这 个 矛盾 的 化 解 在 于 我 们 还 要 求 st = p. 因为 p 是 实 的 , 这 意味 着 s 与 + 的 角 
应 该 大 小 相等 符号 相反 . 所 以 在 公式 z = s +t 中 s 的 3 个 值 应 该 各 与 其 共 办 的 t 
值 相配 . 现在 我 们 看 见 了 , 卡 丹 诺 的 公式 变 成 了 韦 特 的 公式 ， 


1 
Im = Sm =} tn = go- + Sm = 24/P Cos EG 十 2m) i 


在 习题 4 中 将 请 读者 考虑 g? >p 的 情况 . 
2.2.3 FRERSR * 

考虑 图 2-8a. 把 一 段 长 为 上 的 线 的 两 端 固 定 在 C PATEA al 和 az E, 而 在 
HAME z 点 处 用 铅笔 把 线 拉 紧 . 图 上 夯 出 了 一 个 众所周知 的 事实 : MRSS 
动 (但 要 保持 把 线 拉 紧 ), 就 会 画 出 一 个 椭圆 , 而 a1,a2 为 其 焦点 . 记 ria = |z 一 a1a|， 
则 椭圆 的 方程 为 


ri tr, =. 


取 不 同 的 ! 值 就 得 到 图 上 画 的 共 焦 椭圆 族 . 
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图 28 


1687 F, 牛顿 发 表 了 他 的 伟大 著作 《原理 》, 在 其 中 他 证 明了 , 行星 轨道 就 是 这 
种 椭圆, 而 太阳 位 于 其 一 个 焦点 上 . 然而 在 此 之 前 7 年 , 卡 西 尼 ? 就 男 外 提出 , 这 些 
轨道 是 使 得 这 两 个 距离 之 来 积 为 常数 的 曲线 


rı :To = const. = k*. (2.1) 


这 些 曲线 画 在 图 2-8b 上 , 称 为 卡 西 尼 曲 线 , al,aa 两 点 仍 称 为 其 焦点 . 

以 下 的 事实 一 会 儿 就 会 变 得 更 清楚 了 , 但 是 你 可 能 更 愿意 自己 去 思考 . 若 太 很 
小 , 这 曲线 将 分 成 互相 分 离 的 两 支 , 有 点 像 以 mm 和 a 为 中 心 的 两 个 小 圆 . 当 大 增 
加 时 , 这 两 个 分 支 变 得 有 些 像 卵 形 ， 当 上 增加 到 两 焦点 距离 的 一 半 值 时 , 这 两 个 卵 
形 将 在 焦点 的 中 点 处 相遇 , 产生 一 个 8 字形 [图 2-8b 中 的 粗 黑 线 ]. 再 增 大 大 值 , 曲 
线 就 会 变 得 先是 像 一 个 眼镜 , 然后 像 一 椭圆 , 最 后 像 一 个 圆 ， 

虽然 卡 西 尼 曲线 在 描绘 行星 运动 上 没有 用 处 , 那 条 8 字形 曲线 却 在 另 一 个 场 
合 下 极为 有 用 . 1694 FAW- 伯 努 利 ” 又 重新 发 现 了 它 , 并 名 之 为 双 纽 线 (后 人 
也 常 称 为 伯 努 利 双 组 线 ), 它 后 来 又 成 了 半 明 所 谓 椭 国 积 分 和 椭圆 函 教 的 催化 剂 . 关 
于 这 个 引人入胜 的 故事 , 详 见 Stillwell [1989, 第 11 章 ] 和 Siegel [1969]. 

在 复 多 项 式 的 理论 中 , 卡 西 尼 曲线 会 自然 出 现 . 一 般 的 二 次 式 Q(z) = 2? +pztz 
会 有 两 个 根 ( 设 为 a1,a2), 所 以 可 以 因 式 分 解 为 Ql) = (2 一 a1)(z — az). 用 图 2-8b 
上 的 记号 , 它 就 是 


Q(z) =r] roof | ea) 


所 以 由 (2.1), z = w = Q(z) 将 把 图 2-8b 上 的 每 一 条 曲线 各 上 映 为 一 个 以 原点 为 中 
心 的 圆周 fav] = 起 , 而 将 焦点 映 到 原点 . 
如 果 我 们 在 这 一 变换 后 再 继 以 一 个 平移 c, 即 把 2 Q(z) BH z Ql) +e, 
则 原来 的 章 曲 线 将 变 为 以 e( 即 焦点 之 铺 ) 为 中 心 的 同心 圆 . 反之 , 车 已 知 一 个 二 次 
Ra 2 呈 志 = 人 (2), 则 ww 平 面 上 以 6 为 中 心 的 同心 圆 读 之 原 鲁 是 卡 西 尼 曲线 , 而 
FAN «APNE 
Giovanni Cassini, 1625—2712, BARRA SAR. —— rte 
@ (HFA ewe eS eR — aS APT 8 位 有 贡献 的 数学 家 . AMR (James Bernou- 
li, 1654—1705, 瑞士 数学 家 ) BORE. PM ALTEA BS PHETA. James Boor 
讲法 , TEACHTE Jakob 或 Jacob, MAPE Jacque. 其 实 是 一 个 人 .一 一 HHE 
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特别 地 , 考虑 c= 1, w= Q(z) = z2, M w= 1 的 原 铺 是 x = +1, 所 以 它们 是 焦 
A, 而 卡 西 尼 曲线 以 原点 为 中 心 . 见 图 2-9. 因为 Q 使 原点 不 变 , 所 以 双 纽 线 必 被 映 
为 过 原点 且 半 径 为 1 的 图 (如 图 所 示 ), id z = re, W w = r2e7?, 而 由 图 可 见 , 双 
纽 线 的 极 举 标 方程 为 


r° = 2cos 28. (2.2) 


图 29 


ERE 2-8b, 画 出 Q(z) = (z 一 a1)(z 一 a2) 的 模 曲 面 之 草图 就 可 以 更 直观 地 掌 
握 卡 西 尼 曲 线 的 形状 . 我 们 首先 看 到 , 当 z 离 原 点 越 来 越 远 时 , Q(z) 的 动态 越 来 越 
像 22， 事实 上 , 因为 很 容易 看 到 , 当 |z| AMIN, E Ql): BF 1[ 练 习 ], 所 
以 我 们 认为 Q(z) 在 此 极限 下 最 终 等 于 2. 所 以 对 于 大 的 |z| 值 , OQ 的 模 曲面 看 来 
就 像 图 2-3 中 的 旋转 抛物 面 . 

其 次 我 们 要 考虑 这 个 模 曲面 在 z = ai 附近 的 性 态 . 记 D= |a — aa| 为 两 个 焦 
点 之 间 的 距离 , 我 们 容易 看 到 , 当 z 趋向 a 时 , |Q(z)| RAS Dry. 这 样 , 此 曲面 
在 a 处 与 平面 相遇 的 情况 很 像 图 2-2 中 的 圆锥 与 平面 相遇 的 情况 . 对 az 当然 也 
如 此 . 

把 这 些 事实 综合 起 来 ， 我 们 就 得 到 图 2-10 上 的 曲面 ， 因 为 卡 西 尼 曲线 满足 
IQ(z)| = rira = k? , 它 就 是 一 个 平行 于 并 PMMA MRA k 的 平面 与 此 曲面 的 截 
口 . 4k 下 0 增加 到 一 个 很 大 的 值 时 , 只 要 观察 图 2-10 中 的 这 个 截 口 平面 向 上 运 
动 时 如 何 变化 , 就 很 容易 追踪 图 2-8b 中 的 那些 曲线 的 演化 . 所 以 卡 西 尼 曲 线 就 是 
此 二 次 函数 模 曲 面 的 地 理 等 高 线 . 


图 210 


有 趣 的 是 , 古 希 腊 人 就 已 经 知道 卡 西 尼 曲线 了 .大约 在 公元 前 150 年 左右 , tA 
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修 斯 ”就 考虑 过 一 个 环 面 | 就 是 一 个 圆 C 绕 着 它 所 在 的 平面 上 的 一 条 不 与 此 圆 相 交 
的 直线 ! 旋转 一 周 生 成 的 曲面 ] 与 平行 于 ! 的 平面 的 截 口 . 可 以 看 到 , 如 果 此 平面 
与 | 的 距离 等 于 C 的 半径 , 所 得 的 帕 修 斯 螺旋 截 线 ”就 是 卡 西 尼 曲 线 . 见 图 2-11, 
特别 请 注意 , 当 此 平面 接触 到 环 面 内 缘 时 , 双 纽 线 ( 即 图 上 的 虚线 ) 就 令 人 吃惊 地 出 
现 了 . 此 图 引 目 Brieskorn and Knérrer [1986,17 页 ]. ROR, 可 以 参见 该 书 . 


图 2-11 


再 回 到 复 平 面 , 有 一 个 定义 具有 多 于 两 个 焦点 的 卡 西 尼 曲线 的 很 自然 的 方法 ， 
即 具有 n MRA aaz... an 的 卡 西 尼 曲 线 就 是 这 样 的 点 的 轨迹 : 此 点 与 各 焦点 
焉 离 的 滋 积 恒 为 常数 ， 把 上 面 讲 的 思想 直接 推广 就 可 证 明 这 些 曲 线 是 以 原点 为 中 
心 的 圆周 w| = const. ÆU FRR TRES, 此 映射 是 由 n 次 多 项 式 


z= w = P,(z) = (z — ai)(z — ag) -e (2 — ay). 


给 出 的 , 它 的 根 就 是 焦点 . 一 个 等 价 的 说 法 是 : 卡 西 尼 曲线 是 Pu,(z) 的 模 曲 面 的 截 
O. 这 个 曲面 有 n 个 锥 形 的 脚 站 在 C 平面 的 aan ,an 处 , 而 对 于 大 的 !z| 值 ， 
它 很 像 轴 对 称 的 2” 的 模 曲 面 . 


23 ¥ 级 K 
2.3.1 SCRA Sh 
WELA Fo) 都 可 以 写 为 千 级 数 (例如 用 泰勒 定理 ): 


os 
F(z) = $ ya = o+ ear + er? + ca to, 
j=0 


D Perseus, 公元 前 2 世纪 的 希腊 数学 家 ,对 于 他 , 现在 所 知 极 少 . 一 一 EFH. 

@ 著名 的 古 希腊 学 者 曾 洛克 拉 斯 【Proclus, 410-485) WE, PERE BS wee Se 
办 的 截 口 那样 研究 了 平面 与 螺 驴 曲面 [spiric surface) 20. FRR HRB Hee Pi 
许 上 SA 忆 相交 或 相 切 所 得 的 曲面 . 这 样 的 曲面 技 与 CH. A. 相 离 而 和 分 成 三 种 . 环 面 只 是 
其 第 三 种 . RARORBHRRMA. “RE PRR Ae, 因为 spiric -FAUT tia 
SPIR{ 螺 旋 ). —— 译 者 注 
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其 中 cj 都 是 实数 , r 是 实数 ,当然 , 这 个 无 穷 级 数 一 般 地 只 在 某 个 以 原点 为 中 把 的 
收效 区 间 - 玉 < a2 < R PUR Fir) 但 是 尽 (收效 半径 ) 是 怎样 由 F(x) 确定 的 ? 
结果 是 , 这 个 问题 有 非常 简单 的 答案 , 但 只 是 当 我 们 在 复 平面 上 研究 它 的 实质 
时 才 有 这 样 的 答案 . 如 果 我 们 反 过 来 只 限制 在 实 直线 上 在 最 初 用 到 这 些 级 数 
的 时 代 , 数学 家 还 不 得 不 这 样 做 一 一 RR 和 F(x) 之 间 的 关系 还 极为 神秘 . 从 历史 上 
说 , 正 是 这 种 神秘 才 引 导 柯 西 在 复 分 析 中 取得 好 几 个 突破 . 
要 想 看 到 确 有 神秘 之 处 , 考虑 下 面 两 个 函数 : 


clz) = —s, H(z)= 


了 1 十 IT2 
由 熟知 的 无 穷 几 何 级 数 
[1 SAMS -l<2r<l, (2.3) 
j=0 
就 得 出 
Gla) = YY H(z) = Y (12, 
j=0 j=0 


这 两 个 级 数 都 有 同样 的 收效 区 间 : 一 1 < 工 二 1 

看 一 下 图 2-12a 就 很 容易 懂得 , 何以 G(r) BRAMMER -1<z<1. 这 
个 级 数 在 x = 土 1 处 都 发 散 , 因为 这 两 点 是 函数 本 身 的 奇 点 , 就 是 说 , 它们 是 |G(z)| 
变 为 无 穷 之 处 . 但 是 如 果 看 图 2-12b KEH y = |H (e), 似乎 这 个 级 数 没有 理由 在 
c= +1 处 爆破 . 然而 它 确 实 爆破 了 . 


加 ee Ar {Ia i 


图 2-12 


为 了 进而 理解 这 一 点 , 我 们 以 z = (而 不 是 > = 0) 为 中 心 把 它们 展 为 宕 级 数 ， 
即 把 它们 写成 并 yX 的 形状 , 其 中 X = (x 一 如 度量 由 中 心 到 z 的 位 移 . 为 
了 展开 G, 我 们 先 在 上 处 展开 1/(a - z) 作为 (2.3) 的 推广 : 


To 1 es. 1 
a-a oN | 


D SHAFER TSH TERRY. 这 个 解 给 出 了 行星 某 个 时 刻 在 其 轨道 上 位 于 何 处 . 
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所 以 
ta o SERS pjek: (2.4) 


a— r (a — kjitt’ 


j=0 


为 了 把 它 用 于 G, 作 因 式 分 解 (1 _ 22) = (1 —2)(1 +2), 然后 把 G 分 成 分 项 分 
st 


oc 
wot | E =F l on | 
l—-x 2|l-z -l-r rar (1 一 天) 了 +1 (~1— k)i+1 


这 两 项 分 别 适用 于 |X| <J- kA X| < 1 +k), OE |X| < RFRA 
HH: 
R= min(|1 — k|, |1 + kl) = (由 k 到 最 近 的 G 之 奇 点 的 距离 ). 


图 2-13a 上 画 出 了 这 个 很 容 理 解 的 结果 , 暂时 不 去 问 那 个 加 了 阴影 的 圆 盘 . 


图 2-13 


在 Hic) 的 情况 , 我 还 一 直 想 不 出 一 个 只 用 实数 的 求 其 展开 式 的 漂亮 方法 , 但 
习题 9 是 一 个 尝试 . 尽管 如 此 , 可 以 证 明 这 个 X 的 级 数 的 收 敏 半径 将 由 一 个 音 怪 
的 公式 给 出 :RE = V1+k?. 正如 前 一 章 科 获 的 工作 一 样 , 我 们 在 此 又 有 了 一 个 关于 
实 函 数 的 结果 , 这 个 结果 又 一 次 试图 告诉 我 们 有 复 平面 存在 . 

如 果 我 们 把 实 直线 画 成 嵌 在 平面 内 , 则 毕 达 哥 拉 斯 定理 告诉 我 们 , R= V12 + 
应 该 理解 为 由 中 心 到 直线 外 两 个 定点 的 距离 , 这 两 个 定点 离 0 均 有 单位 距离 而 
由 0 到 这 两 个 定点 的 方向 均 与 该 直线 成 直角 . 见 图 2-13b. 车 把 此 平面 想 成 C, 这 
HAME +i, 而 

R= (ARB) + Fe). 


当 我 们 转 而 考虑 复 函 数 h(z) = 1/(1 + 2?) 时 , 神秘 就 开始 被 解 开 了 , 当 把 z 限 
制 在 复 平 面 的 实 轴 上 时 , A(z) 就 与 A(x) 一 样 了 . 事实 上 , 在 某 种 意义 上 一 一 我们 
还 不 能 把 这 个 意义 说 明白 一 一 h(z) 是 唯一 的 在 此 直线 上 与 Hc) 恒 等 的 复 函 数 ， 

如 果 说 图 2-12b 表明 A(z) 对 取 实 值 的 z 性 态 甚 佳 , 则 在 复 平面 上 h(z) 却 有 两 
ANd ok, 一 个 在 * =i 处 , 另 一 个 在 x = 二 处, 图 213b 上 用 小 小 的 爆炸 表示 这 两 
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个 奇 点 . 图 2-14 WH h(z) 的 模 曲 面 把 它 表 示 得 更 生动 ; +i 就 是 两 个 喷发 的 “ 火 
山 ” 所 在 的 位 置 . 我 们 马上 就 来 把 这 一 点 处 理 得 更 清楚 , 但 是 无 论 如 何 , 神秘 完全 不 
RY, 不 论 在 图 2-13a 还 是 在 图 2-13b H, 收效 半径 都 是 到 最 近 的 奇 点 的 焉 离 . 


图 2-14 


如 果 我 们 用 经 过 实 轴 的 垂直 平面 去 切 图 214 上 的 曲面 , 就 会 恢复 出 图 2-12b 
上 那个 平静 得 叫 人 不 敢 放 心 的 曲线 ,但 是 如 果 我 们 改 而 用 经 过 虚 轴 的 垂直 平面 去 
切 , 就 会 得 到 图 2-12b 上 的 那个 图 . 像 下 面 这 样 做 就 可 以 看 出 这 并 非 偶然 : 首先 注 
意 到 G(r) 是 复 函数 g(z) = 1/(1 - 22) 在 实 轴 上 的 限制 . 因为 gl) = hliz), h M g 
基本 上 是 同样 的 : 如果 我 们 把 平面 旋转 (x/2), h 也 会 旋转 (2/2), 而 得 到 g. 特别 是 
g 的 模 曲 面 只 不 过 就 是 图 2-14 转 了 (x2), +i 处 的 火山 就 转 到 了 土 1 处 . : 


2.3.2 Hae 


现在 我 们 来 考虑 复工 级 数 的 收 和 化 性 , 而 把 一 个 已 知 的 复 函 数 是 否 可 以 表示 为 这 
样 的 级 数 这 个 问题 暂时 放 在 一 * 边 . 
一 个 (以 原点 为 中 心 的 ) 复 寡 级 数 就 是 以 下 形式 的 表达 式 ， 


Plz) = di? = co +12 + €2z7 + cae + (2.5) 
j=0 


这 里 的 cj 都 是 复 常数 而 z 是 复 变 量 . 这 个 无 穷 级 数 的 部 分 和 正 是 多 项 式 
万 (2 -Fad = co Herz + coz? + egt? +--+ + enz". 
对 于 给 定 的 值 z = a， 如 果 对 任意 给 定 的 正 数 es， 不 论 其 多 么 小 , 总 存在 一 
个 正 整 数 NW， 使 对 每 一 个 大 于 ON 的 值 n HA JA- Pla < < ,我 们 就 说 点 
P,(a), Po(a), Psala) e PPR A E 2-15a 表明 ,这 和 句 话 的 意思 其 实 比 
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听 起 简单 得 多 : 它 所 说 的 总 起 来 也 就 只 是 , 一 旦 在 序列 P,(a), Pala), Pala), 中 达 
到 了 Py(a) 以 后 , 以 下 所 有 的 点 都 位 于 一 个 以 4 为 心 而 半径 为 e 的 任意 小 的 圆 
at A. 


图 2.15 


这 时 , 我 们 就 说 茵 级 数 Ple) 在 z = a Shae FA, 记 作 Pla) = A. 车 序列 
P,(a), Pala), Pala) 不 收 敦 于 任意 特定 点 , 就 说 Pi) 在 z= a Atak. 所 以 , 对 
任意 点 z, Pl) 或 者 收敛 或 者 发 散 ， 

图 2-15b 把 图 2-15a 中 的 圆 盘 放 大 了 . € n>m >N, 则 Pala 与 Pla) 均 位 
TERRA, 所 以 它们 的 距 高 必 小 于 圆 盘 的 直径: 


[emrio™t! 十 Cmpa ™ t? qire: cne | = (Fn (a) E Fm(a)| < H. (2.6) 


反之 , 若 能 证 明 这 个 条 件 得 到 满足 , 则 Pla) Weak (A). RH, 我 们 就 得 到 陈述 收 
化 性 定义 的 新 方式 : Plaka SERE m fon HK N 时 不 等 式 (2.6)( 对 任 
意 小 的 5) 恒 成 立 , 

eR Pla) 称 为 在 z = a 处 好 对 收效, 如 果实 级 数 


P(z) = yee = = |eo| 十 |ciz| 十 jeaz?| + |esz 引 十 
j=0 
在 该 处 收敛 . 绝对 收 伍 性 肯定 与 通常 的 收 伍 性 不 同 . 例如 P(z) = 2 /j E z= -1 
处 收敛 , 但 在 该 点 并 非 绝 对 收 全 [练习 . 另 一 方面 ， 
著 P(z) ARAM MH, 则 它 在 该 点 必 收 全 (2.7) 


这 样 , SATE A Wi ee Ee aR 

为 了 证 明 (2.7), 设 Ple) 在 z = a 处 绝对 收 敏 , 所 以 (由 定义 )B(a) eee. FB 
实 级 数 F(z) 的 部 分 和 Pale) = Tey |e;z’| 来 说 , 即 对 充分 大 的 m 与 n 恒 可 使 
[Pi(a) — Pn(a)) 任意 小 . 但 是 参看 图 215b, 我 们 看 到 


P,(a) — BB (a)= lempa H [empat] H- H |ena"| 


23 % 级 数 59 
正 是 由 Pn(a) 经 由 Pnt+1i(a), Pin+2(a) 曲折 行进 到 Pala) 的 总 长 度 (H n> mm). 
为 |Pn(a) - Pm(a)| 是 由 Pala) 到 Pala) 的 最 短路 程 的 长 度 , 故 
[Pra (a) z Fm (a)! g£ P, (a) P,,(a). 


所 以 |Pa(a) - Pmla)| 对 充分 大 的 m 与 n 必 可 变 为 任意 小 . 证 毕 . 
我 们 现在 可 以 确定 以 下 的 基本 事实 : 


著 Plz) 在 z =a ke EADS |z) < jal) A ak aktet. (2.8) 


见 图 2-16a. 事实 上 我 们 将 证 明 Pi) 在 此 圆 盘 内 绝对 收敛 , 所 以 上 述 结果 由 (2.7) 
必 成 立 . 


如 果 Pla) Wat, 则 其 每 一 项 之 长 jenar) 必 随 n 之 赵 于 无 穷 大 而 消逝 到 0 | 为 
什么 ?]. 特别 是 , 一 定 存在 一 数 M 使 得 对 所 有 的 n 都 有 |cna"| < M. 如 果 |z| < jal, 
W p= |zl/lal < 1, 所 以 |enz"| < Mp". 这 样 ， 

BD) Bl) < MUH EH te toe) = [ptt py), (2.9) 
右 方 对 充分 大 的 和 m Fl n 可 以 任意 小 . 证 毕 . 

若 P(z) 不 是 在 平面 上 处 处 收 敏 , 则 必 在 一 点 d 处 发 散 . 现 设 P(z) 在 某 个 离 原 
点 比 d 更 远 的 点 p 处 为 收 敏 . 见 图 2-16a. 由 (2.8) 可 知 它 在 圆 盘 |z| < |p| 内 每 点 
PCa, 特别 是 它 将 在 d Sb, 这 与 我 们 开始 时 的 假设 矛盾 . 由 此 可 知 ， 


E Piz) 在 z=d ARR, MEAD |z| = |d 外 各 点 都 发 散 . (2.10) 


到 现在 , RIN GARR T BAe ie) Ml, 但 在 “存疑 的 环 "|a| < |z| < [a] 处 
还 不 清楚 . 见 图 2-16a. 设 在 存疑 的 环 的 中 线 (MAA |z| = HL) 上 取 一 点 g, 然后 
检验 P(g) EmA. 不 论 结果 如 何 , (2.8) 和 (2.10) 都 能 帮助 我 们 得 到 一 个 新 的 存 
疑 的 环 , 而 仅 有 原来 的 存疑 的 环 一 半 宽 , 举例 来 说 , 如 果 P(g) car, 则 当 |z| < lgj 时 
P(z) 都 收敛 , 于 是 新 的 存疑 的 环 成 了 |g| < |z| < ld. 重复 这 个 试验 程序 又 可 能 把 它 
的 宽度 再 减 半 . BRE Pe, 存疑 的 环 最 后 会 变 窑 成 为 一 个 确定 的 圆周 |z| = ROR 
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Aika) 使 得 P 在 其 内 域 处 处 收 合 , 而 在 其 外 域 处 处 发 散 . 见 图 2-16b. 这 
个 半径 忆 称 为 收 族 半径 一 一 我 们 终于 明白 了 这 个 名 词 的 来 源 ! 一 一 此 圆周 的 内 域 
BRA Ak 4 BB) AE 

要 注意 , 以 上 的 论证 关于 Plz) 在 收 仇 圆周 上 的 收 和 化 性 什么 话 也 没有 说 . 从 原 
则 上 说 , 我 们 可 以 期 望 它 II 点 或 某 些 点 处 收 敏 , 或 处 处 不 收 笋 , 而 且 
确实 可 以 找 出 体现 这 三 种 可 能 性 的 每 一 种 的 例子 . 见习 题 11. 

以 上 所 有 结果 均 可 立即 推广 到 以 人 尾 一 点 大 为 中 心 的 窜 级 数 , 即 形 如 Plz) = 
Drogi 的 级 数 , 其 中 2 = (2-k) 是 由 中 心 上 到 * 点 的 复数 , 于 是 可 以 把 我 们 
的 结论 ( 它 归 功 于 阿 贝 尔 ”) 重 述 如 下 : 

已 给 以 上 为 中 心 的 复 回 级 数 Plz) PHAM AP oH A 
|z- k| = R, 4 P(z) ARAB ASUS, MAR MARK. {2.11) 


HARA AU i ar Tak eB 但 是 这 可 看 成 是 收 和 化 半径 为 无 穷 大 的 极限 情况. 
回 到 图 2-13a 和 2-13b, 我 们 现在 看 出 了 图 上 画 的 圆 盘 正 是 1/ 人 = 27) ARE 
数 的 收 化 圆 盘 . 


2.3.3 ”用 和 多项式 通 近 大 级 数 


收 仇 性 的 定义 隐 售 了 一 个 简单 的 , 但 非常 重要 的 事实 : 者 Pla) 收敛 , 则 其 值 可 
用 其 部 分 和 Pala) 的 序列 来 通过 , 而 且 只 要 取 充 分 大 的 m, 可 以 逼近 得 要 多 精确 就 
有 多 精确 . 把 这 一 点 与 (2.11) 综合 起 来 , 即 有 


在 收效 圆 盘 的 每 一 点 z 处 , Plz) 可 以 用 一 个 次 数 充分 大 的 多 项 
A Pm{lz) 通 近 到 任意 高 的 精确 度 . 


为 简单 计 , 我 们 在 Po 以 原点 为 中 心 的 情况 作 进 一 步 的 研究 . 在 z A Pale) 
PERNA Emi 可 以 定义 为 精确 的 答案 与 近似 的 答案 的 距离 , Eml) = |P(z) 
-Pml 对 于 固定 的 m, 误差 Emi) 将 随 z 在 收 伍 圆 内 的 运动 而 变化 . 显然 , A 
为 En.(0) = 0, 当 * 接近 原点 时 , 误差 将 极其 微小 , 但 车 : 接近 收敛 圆周 情况 又 如 
何 ? 答案 将 视 特 定 的 莆 级 数 而 定 , 但 是 可 能 会 发 生 误差 十 分 巨大 的 事 ! [见习 题 12.] 
这 与 上 述 结 果 并 不 矛盾 : 对 于 固定 的 2, 不 论 它 如 何 接近 收敛 圆周 , 当 m 趋向 无 穷 
大 时 , 误差 Eml) 将 变 得 任意 小 . 

但 车 限制 x SIE |z| <r A, 而 7 < ,就 可 以 避免 这 个 问题 , 因为 这 个 限制 
防止 了 2 FREKAN |z| = RR. 要 想 在 这 个 较 小 的 圆 盘 内 逼近 P(2), 可 以 如 
下 进行 . 我 们 先 要 决定 我 们 可 以 容 息 的 最 大 误差 是 多 少 【例如 为 ¢), 然后 再 (一 劳 
永 逸 地 ) 决定 一 个 次 数 充 分 大 的 有 逼近 多 项 式 Palih 使 在 该 圆 盘 |z| <r 内 误差 总 小 
Fc. 即 是 说 在 整个 圆 盘 |z| <r A, 近似 点 Pri) 离 真 正 的 点 P(z) 总 小 于 £. 我 
们 把 这 个 情况 说 成 是 Piz) 在 此 圆锥 内 一 致 收效 ， 

@ Niels Abel, 1802- 一 1829, 挪威 数学 家 . —— EASE 
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# P(z) AAA A |z| < R, 则 Plz) 在 任意 较 小 的 
Be |z| cr PR, 这 里 了 二 已 (2.12) 
然而 可 能 在 整个 收 和 伍 圆 盘 上 并 没有 一 致 收 伍 性 ， 以 上 结果 表明 这 只 是 一 个 技术 细 
节 : 在 几乎 充满 整个 收 和 化 圆 盘 的 较 小 圆 盘 上 , 例如 当 r = (0.999 999 999) R 时 , 总 有 
一 致 收 敦 性 . 
为 了 证 明 (2.12), 请 先 做 习题 12, 再 好 好 看 一 下 (2.9). 
2.3.4 E— tE 
MRAR BY LA es -ARR MERELE- AIARRA 
- 这 个 军 级 数 必 为 唯一 的 . 这 是 以 下 恒 同 性 定理 的 直接 推论 . 
HHO 的 某 一 鲜 或 【不论 是 多 人 冬 小 ), 对 所 有 的 z 均 有 


可 * 


Co + ez + coz? + eaz? t eee = do + diz + doz +da? 十 …， 


IN 3k WR NH a eS A, 即 c= dj 对 所 有 j 成 立 . 


S 2=0 NG co = do, 所 以 可 以 把 常数 项 从 双方 消去 . 用 oz ERT, 然后 再 
&2=0 MBq = 由 ,等 等 ?这 种 作法 虽然 十 分 简单 , 但 习题 13 表明 , 它 是 非常 
值得 注意 的 |. 这 个 绪 果 可 以 相当 太 地 加 强 . 车 这 两 个 宕 级 数 只 在 一 段 通 过 0 的 曲线 
[不 论 多 么 小 ] 上 相等 , 甚至 只 在 一 个 收 雍 于 0 的 无 穷 点 列 的 各 点 上 相等 , 这 两 个 级 数 
必 为 恒 同 . 证 法 基本 上 相同 , 只 不 过 现在 不 是 令 z = 0, MÆR z 逼 近 0 取 极 限 : 或 
者 沿 此 曲线 取 极 限 , 或 者 令 z 位 于 收 仇 到 0 的 点 的 序列 之 中 , 再 来 取 极 限 . 

我 们 或 者 可 以 使 得 这 些 结 果 具 有 更 大 的 直观 意义 如 下 : 首先 回想 一 下 , ERMA 
可 以 用 次 数 充分 大 的 多 项 式 来 通 近 到 任意 高 的 精确 度 . 在 平面 上 任 取 两 个 不 同 点 
[不论 它们 如 何 接近 ), 必 有 唯一 直线 经 过 此 二 点 . 把 直线 作为 yy = f(r) 的 图 像 来 看 ， 
这 就 是 说 , 一 个 一 次 多 项 式 , 例如 f(x) = cotar, 必 可 由 任意 两 个 不 同 点 的 象 所 唯 
一 决定 , 而 不 论 这 两 个 点 如 条 靠近 . 类 羽 于 此 , 对 于 2 REA y= cot cet et, 
车 已 知 三 个 不 同 的 点 【不论 它们 如 何 靠近 ), 必 有 唯一 的 抛物 线 图 像 通过 这 三 点 之 
3. 这 个 思想 很 容易 推 BRAM: 存在 一 个 且 唯 一 的 一 个 n 次 复 多 项 式 把 已 给 

D 应 该 指出 , 这 里 的 推理 是 不 正确 的 .因为 0 ARES RE, BERRA] z ER Ty, SAAR = = 0. 

其 实 本 书 在 这 里 是 炎 仿 了 牛顿 梓 创 微 积分 时 用 的 推理 .这 里 看 在 的 泌 尊 后 来 被 反对 微 积分 的 大 们 
(最 著称 者 是 爱尔兰 克 罗 因 (Cloyne) HR ERASE (George Berkeley, 1685—1753) WER 
放 , 和 牛顿 也 为 此 伤 透 了 脑 第 .可 以 这 样 米 站 理 ， 例 如 记 cl + cos + eaz? t+ = f(z), di + dyz+ 
daz? 十 ,三 避 引 它们 与 原来 的 宕 级 数 有 相同 的 收效 辑 ， 由 等 级 数 的 一 致 收效 性 ， 马 知 f(z), giz) 
HA s = 0 PHTH. 于 荐 原来 的 条 件 威 为 co + zf(z) = do + 2zg{z). & s: 一 0{ 注 意 , 当 # 一 上 0 
EPER z #0) 即 得 co = do. A = 油 除 上 式 观 方 【 这 是 许可 的 , 因为 z 关中 , 只有 Plz) = ofz). fh 
照 上 面 的 方法 ,及 得 cl = dp, 等 等 ， 总之, EYUA TERETA ERTH EHTE FE 
对 此 定理 的 推广 中 也 是 用 的 极限 x 一 0, 而 非 z = 0. -ELR LUERE 记 此 式 双 方 
MASH F(z), M cj = dj = [PF (0). 3.9.2.2 节 , 一 一 译 者 注 
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的 fm 十 1) 个 相 异 复数 分 别 映 到 [n 十 1) 个 已 给 的 章 点 . 所 以 ,上述 结 果 可 以 看 成 是 给 
定点 [以 及 给 定 象 点 ] 的 个 数 趋向 无 穷 大 时 的 极限 情况 . 

我 们 在 前 曾 暗 示 地 说 , A(z) = 1/(1 + 27) 在 某 种 意义 下 是 唯一 的 在 实数 直线 上 
与 实 函 数 A(x) = 1/(1+ r) 相 一 致 的 复 函 数 . 然而 , 很 清楚 , 有 无 限 和 多 个 复 函 数 能 
这 样 地 与 五 (z) 一 致 . 例如 
cos|z“y] + isin{y*| 


Hz) = gle ty) rn y 


就 是 其 中 之 一 . 那么 hiz) 在 什么 意义 下 能 看 作 A(x) 的 唯一 推广 ? 

我 们 已 经 知道 he) TAS ARAM OS, (-1pP 27), 这 个 事实 给 出 了 一 个 暂时 
的 答案 [练习 : A(z) 是 唯一 的 复 函数 , 它 (i) 在 实 轴 上 与 W(x) 一 致 , A (i) 可 以 表 
示 为 z HRAM. 这 还 没有 完全 地 包含 了 hi) 为 唯一 的 意义 , 但 这 是 一 个 开始 . 

更 一 般 地 说 , 设 已 有 一 个 实 函 数 Fir) 它 可 以 在 实 直 线 的 一 个 线段 (必须 以 原 
点 为 中 心 ) 上 表示 成 一 个 x AER F(z) = 0X yc, 27. 则 有 同样 系数 的 复 军 级 数 
F(z) = iy gz 就 可 以 用 来 定义 那个 唯一 的 复 函 数 f(z), HEE (i) 在 实 轴 的 这 个 
已 给 线段 上 与 F 一致 , 而 且 (ii) 可 以 表示 成 为 z WRB. 

例如 , 考虑 复 指数 函 教 , 记 作 e*( 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 其 几何 性 质 )， 因 为 er = 
J 0 xi fil, 所 以 

1 i, i 
e=1+4 z+ 52 t37 + az" +" 

请 注意 , 我 们 在 前 面 [第 1 章 ] 对 于 欧 拉 公 式 的 启发 式 的 . PARRA 
开始 看 起 来 更 值得 尊敬 了 . 


2.3.5 “对 宕 级 数 的 运算 
窜 级 数 可 以 用 多 项 式 瘟 近 到 任意 的 精确 度 , 这 一 事实 蕴含 着 [习题 14| 


两 个 具有 相同 中 心 的 圭 级 数 可 以 如 多 项 式 一 样 去 相 加 、 相 村 和 相 除 . (2.13) 


MENDERA Plz) 和 Q(z) 分 别 具 有 收敛 圆 盘 Di 和 D;, 则 所 得 的 (P+Q)5 
PQ 至 少将 在 Di 和 Ds 中 的 较 小 一 个 圆 盘 中 收 敏 (也 可 能 在 大 一 些 的 圆 盘 中 收敛 \. 
E (P/Q) = P(1/Q) 的 情况 则 没有 这 种 一 般 的 结论 , 因为 (1/Q@) 的 级 数 的 收 敏 性 不 
仅 受 限于 Ds 的 边缘 圆周 , 还 受 限 于 D 中 使 Q(z) = 0 的 点 , 因此 我 们 这 时 还 要 假 
E Q(0) #0. 

现在 用 几 个 例子 来 说 明 {2.13). 前 面 我 们 在 求 17(1 - 27) 以 天 BP HERR 
时 , 其 实 已 经 假设 了 这 个 结果 成 立 . 用 分 项 分 式 来 分 解 


1 _ (2) (1/2) 


1—2z* Fi-: TIF 
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我 们 对 右 方 的 两 个 函数 得 出 了 两 个 血 级 数 , 然后 假设 可 以 如 多 项 式 一 样 处 理 , 即将 
相应 系数 相 加 . 
在 大 =0 的 特例 下 , 我 们 可 以 验证 这 个 程序 能 行 , 因为 我 们 已 经 知道 对 于 以 原 
点 为 中 心 的 级 数 的 正确 答案 是 
1 


oe ee i 


因为 


1 
Falta pe ee te te, 


—— =l-z+27-2 424-294... 
Tics z+ 十 


可 见 , 把 相应 项 的 系数 相 加 确实 给 出 1/(1 — 2?) 的 正确 的 级 数 . 
因为 也 可 以 写 出 
| (eee 2 | S) 
1 一 22 Feed Fess 


所 以 我 们 可 以 重 做 一 次 这 个 例子 , WABI TSE Be MA PE a ee eH E 
对 的 ; 


[1 十 xz 二 22 十 2 十 2 十 2 十 -…][ 呈 一 2 十 一 2 十 一 十:…:] 


=1+(1—1)z+ (1-14 1)27+(1-141-1)22+(1-1+1-14+D)2*+---, 


它 仍 是 1/1- 27) 的 正确 级 数 展 开 式 . 
其 次 , 我 们 用 (2.13) 来 求 1/(1 — 2)? PBR: 


[L Hrt H 234244 224 lt etzegett zee zh +...) 
=14+(1+1)2+ (1414127 4+ (141414 1224+ (14141414))244+:::, 


所 以 (1-2)? = Deen art 1)2/. 
请 自行 验证 , 上 面 得 到 的 (1-2) 和 (1 - z)-2 的 级 数 都 是 一 般 的 二 项 定理 的 
特例 , 这 定理 说 , Bn 是 任 一 实数 (不 一 定 怡 好 是 正 整 数 ), 则 在 单位 圆 盘 内 , 恒 有 


(1 十 z)” =] +n + an)? 十 n(n = a 2) z3 


As nl) 二 cl aes Ae (2.14) 
从 历史 上 看 , 这 个 结果 是 牛顿 在 发 展 微 积分 时 使 用 的 关键 武器 , 后 来 , 在 欧 拉 的 工 
作 中 它 起 了 同样 中 心 的 作用 . 
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在 习题 16~18 中 我 们 将 要 表明 怎样 用 罕 级 数 的 计算 来 证 明 二 项 定理 ， 先 对 所 
ARR aE eC, 再 对 所 有 有 理 数 惫 来 证 明 它 . TESE p 的 情况 则 可 用 取 一 个 
NE p 的 有 理 数 序列 来 处 理 , 然而 我 们 在 这 里 不 作 进 一 步 的 讨论 了 . 以 后 我 们 将 用 

一 个 方法 来 证 明 (2.14) 的 更 一 般 的 情况 , 即 允 许 守 n 为 一 复数 ! 

下 面 我 们 再 来 讲 如 何 把 两 个 容 级 数 P(:) 和 Q(z) MR. ATRAER 
P(z)/Q(z) = So gz, 可 用 Q(z) 遍 飞 上 式 双 方 以 得 Ple) = Q(z) Dio cz’, 再 
把 右 方 的 两 个 震级 数 乘 出 来 . 由 结果 的 唯一 性 , 这 个 级 数 的 系数 必定 要 等 于 已 知 的 
Plz) 之 系数 , 这 样 就 可 以 算出 cj. 举 一 个 例子 就 可 以 使 这 个 程序 更 加 清楚 . 

ATR le? = DE ce? 的 系数 cj, 双方 用 ex ERTA 


a 3 aw 
l = ed oe oie es a [e +err + erz? + egz? + eart] 
AO 3l a! a) San ee A A 
=e + (o +a) + (2+3 +a) (5+ ++ SF) 84... 
= tp yte a ai 31 ol p! S . 


由 结 未 的 唯一 性 , 可 令 双 方 相 系数 相等 , 这 样 得 出 一 组 无 穷 多 个 线性 方程 ; 


1 = cp. 

Ü = co + t, 

O = ey /2! + ce1/1!+ caf0l, 

0 = ep /3! + c12! + coll! + ¢3/0!, 


等 等 


逐次 求解 前 几 个 方程 [练习 ], 很 快 就 会 引出 猜想 cs = (-1)"/n!, 当 n = 0 时 , 这 个 
结果 自然 成 并 , 当 m 是 正 整数 时 , 考虑 (1 - 1m 的 二 项 展开 式 就 很 容易 验证 它 . 于 
是 我 们 得 到 

1 1 


1 a. 1 4. = 
le aja ae 二 而 一 页 和 十 一 ， 


其 形状 和 实 函 数 o 的 级 数 一 样 . 
2.3.6 SRE 
StH—-TRBRE P(z) = Ti ge 以 后 , 有 好 几 种 不 同 的 直接 由 系数 决定 
其 收敛 半径 的 方法 . 因为 它们 与 用 于 实 级 数 的 方法 形式 上 完全 一 样 , 我 们 将 只 宣布 
这 些 方法 , 并 请 自行 把 实情 况 下 的 标准 证 法 推广 到 复 的 情况 . 
比值 判定 法 指出 
Crn 


fi= lim 


Th oe 


On+1 
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只 要 这 个 极限 存在 . 例如 , 者 


= z 
a a 


Plzj)=1+2+ 
则 a , 
Ra de et Pe 
如 果 [en/en] AFTER, W (形式 上 )R = oo, 相应 于 在 平面 上 处 处 收 敏 .人 葬 如 
e = 227 /i! MEAN, 因为 
, Ln! 
CETE 


2 HAA Ie A EFAA, 时 常 可 用 根 式 判定 法 , 即 


R= 


= lim (n+ 1) = œ. 
mh oe 


R = lim 


Thor |en | 


只 要 这 个 极限 存在 . 例如 , 根 式 判定 法 可 以 用 于 级 数 


i 


eo) 


j=l 


如 果 我 们 首先 想起 


er 一 lim (1+—)" 
me Ti 


(我们 马上 就 会 来 讨论 它 ), MEH R= 时 | 练习 ]. 
AI, 比值 判定 法 和 根 式 判定 法 都 不 能 用 , 但 后 一 种 方法 还 可 以 稍 加 推广 ,而 
且 在 所 有 情况 下 都 能 用 . 这 就 是 柯 西 -阿达 到 ?定理 , 这 定理 说 


I 


As = 
limsup % len] 


因为 本 书 不 需要 它 , 我 们 就 不 来 进一步 讨论 它 了 . 
以 上 的 其 级 数 的 例子 都 是 凭空 扮 来 的 , 但 是 我 们 的 出 发 点 时 常 是 一 个 己 知 的 函 
数 f[z), 然后 把 f(z) 表示 为 一 项 级 数 . 这 时 , 决定 玉 的 问题 会 有 一 个 在 概念 上 令 
人 满意 得 多 的 答案 . 这 个 答案 粗略 地 说 就 是 : * 
(T Jacques Salomon Hadamard, 1865—1963, 法 国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
D 我 们 在 下 面 在 讲 f(z) A “ERS [好 一 个 已 给 的 zs AIL) 时 , ee i BE 
些 修正 . 
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著 f(z) 可 以 表示 为 一 个 中 心 在 天 的 者 级 数 , 则 收 鼓 半 径 是 从 大 
到 f(z) 的 最 近 奇 点 的 焉 离 . (2.15) 


图 2-17a 画 出 了 这 一 点 ,f(z) 的 奇 点 用 一 个 爆破 来 表示 ， 为 了 理解 哪些 函数 可 以 
RAARRA, 我 们 需要 本 书后 面 更 深刻 的 结果 , 但 是 我 们 现在 就 已 经 能 验证 , 一 
个 有 理 函 数 [ 即 两 个 多 项 式 之 比 ] 是 可 以 展开 的 , 而 它 的 展开 式 的 收敛 半径 就 可 由 
(2.15) 给 出 . 


我 们 从 重新 考虑 图 2-13a 和 图 2-13b 开始 . 回想 一 下 , 在 图 2-13b 中 对 于 A(z) = 
1/(1 十 22) 的 以 大 为 中 心 的 级 数 展开 式 我 们 当时 仅仅 是 宣称 了 R= V1. 现在 
我 们 要 证 实 这 一 点 , 并 且 把 级 数 明确 地 找 出 来 . 
为 此 , 首先 注意 到 (2.4) 式 可 以 容易 地 推广 为 
1 二 2 
a-—z 人 


SARS |Z|< la 一 | (2.16) 


这 里 a 和 此 是 任意 复数 而 Z = z -上 是 连接 展开 式 的 中 心 k 到 z 的 复数 .收敛 
条 件 -k| < ja- k| RERE * 在 以 有 为 中 心 月 通过 a 点 的 圆周 之 内 域 中 . 图 
2-17b 中 也 夯 出 了 1/(a—z) Æ 和 ,kz ARAMA. AAR 1a- z) He 
在 a 点 有 一 个 奇 点 , 我 们 就 对 这 个 特定 的 函数 验证 了 (2.15). 

前 面 我 们 是 通过 将 1/(1 — z2) 的 分 母 作 因 式 分 解 并 用 分 项 分 式 找 出 了 它 的 展 
开 式 . 现在 我 们 就 可 以 用 完全 同样 的 方法 找到 h(z) = 1/(1 + 27) 以 任意 复数 为 
中 心 的 展开 式 : 

1 1 1 1 1 
i+ (z-alz+i) H -= 7 =| i 
对 右 方 的 两 项 分 别 应 用 (2.16) 即 得 


1 eT a |z (2.17) 
ES AS aR 


j= 
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1/(4i 一 z) 的 级 数 在 以 上 Pa A |z- k| = |ti- k| WAR ES, 这 两 个 
图 的 圆周 分 别 通过 点 +i, 而 这 两 个 点 正 是 A(z) 的 奇 点 . 但 是 (2.17) 仅 当 这 两 个 级 
数 都 收 仑 时 才 收 化, 就 是 仅 当 |z kl < RR, 这 里 R 是 由 中 心 下 到 A(z) 最 近 
的 奇 点 的 距离 . 我 们 就 这 样 对 h{z) 验证 了 (2.15). 

特别 地 , 车 为 实数 , (2.17) 就 在 画 在 图 2-13b PHARA Ha. 如 果 把 z 限 
制 在 实 轴 上 ,hfzy 就 化 成 了 实 函 数 1/(1 + 22), 而 这 个 函数 对 X = (x - k) OE 
展开 式 就 可 以 很 容易 地 从 (2.17) 导出 . 因为 现在 上 是 实数 , 所 以 |i 一 k= VIR, 
而 我 们 可 以 写 出 位 一 局 = vI + klet, 其 中 由 = arg(i— k) Æ tan“'(—1/k) 的 适当 
的 值 . 于 是 [练习 ]， 


= [ sin(j + 1)¢ 
ea araa ii 
我 们 又 一 次 得 到 一 个 关于 实 函 数 的 结果 , 而 如 果 只 用 实数 是 很 难得 出 它 来 的 . 
以 上 对 1/(1 + 22) 的 分 析 可 以 容易 地 推广 [练习 ] 来 证 明 : 任意 有 理 函 数 都 可 
以 表示 成 为 震级 数 , 其 收 伍 半径 由 (2.15) 给 出 . 


2.3.7 “人情 里 时 级 数 # 


1807 年 12 月 21 A, 傅 里 时? 在 法 国 科学 院 宣读 了 他 的 发 现 , 这 个 发 现 是 如 此 
地 引信 注目 , 使 他 的 尊贵 的 昕 众 感觉 实在 是 难以 置信 . 他 宣称 , 任意 的 ” 实 周期 函数 
FO, 不 论 其 图 像 是 如 何 古 怪 , 都 可 以 分 解 为 频率 越 来 越 高 的 正弦 波 之 和 . 为 简单 
计 , 设 周期 为 2r, 这 时 情 里 叶 级 数 就 是 


F(@) = Ta + [an cos ng + bn sin nå). 


其 中 [见习 题 20] 


2n 20 
wet = | F(0\cosn6d8, bn = =| F(6) sin n6dé. (2.19) 
T Jo T Jo 


本 小 节 是 选读 材料 , 主要 是 为 那些 已 经 遇 到 过 这 种 级 数 的 读者 写 的 . 对 那些 没 
有 过 到 过 这 种 级 数 的 读者 , 我 们 希望 这 个 简短 的 讨论 (加 上 本 章 末 的 习 丑 ) 可 以 激 
起 你 对 这 个 引人入胜 的 主题 有 更 大 的 胃口 .” 

在 实数 世界 里 , 傅 里 叶 级 数 和 泰勒 级 数 看 来 不 可 能 有 联系 , 但 是 当 我 们 进入 复 
数 领域 时 , 出 现 了 一 件 美丽 而 且 引 人 注目 的 事实 ， 


实 函 数 的 泰勒 级 数 和 傅 里 叶 级 数 只 不 过 是 观察 复 署 级 数 的 两 种 不 同 的 方式 ， 

(D Jean-Baptiste Joseph Fourier, 1768—1830. 法 国 数学 家 . 一 一 FRAIL 

售后 来 发 现 对 于 F 还 是 要 加 上 一 些 条 忻 , 不 过 这 些 条 件 是 惊人 地 弱 . 

D 在 许 名 数学 领域 中 , 哪怕 仅 只 一 本 真正 有 启发 性 的 书 也 很 崔 找到 , 但 是 对 于 情 里 叶 分 析 , RAN BLP ay 
以 找到 两 本 :， Lanczos [1966] 和 Korner|1988]. 
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我 们 将 用 一 个 例子 来 解释 这 段 天 书 似 的 话 . 

考虑 复 函 数 f(z) = 1/(]1 一 z). 记 z = re 就 会 看 到 (AD) f (re?) 的 实 部 和 虚 
部 分 别 是 

iy i ， i 1—reosé raing | 

fire") = nlre "yt delre) = 1 — 2rcosé + =| oa ; — 2r cost + | 
我 们 只 集中 注意 其 中 之 一 , 例如 v. 

让 > 沿 射线 0 = const. 由 原点 向 外 运动 , M o 变 成 仅 为 r 的 函数 , 记 为 Vlr). 
例如 


= r 
nO = aare- 


WAAR, z al r= const. 不 断 旋转 , 则 o 变 成 仅 为 8 的 函数 Ve). 例如 


2sind 
§—4eosé 


Vi (8) = 


注意 , 这 是 8 的 周期 函数 且 周 期 为 2r. 理由 很 简单 , 而 且 适 用 于 由 任意 ( 单 值 的 ) A 
数 f(z) 所 生成 的 V,(0): 每 当 2 旋转 了 完整 的 一 周 而 回 到 原来 的 位 置 时 , f(z) 必 将 
沿 一 闭环 路 转 一 圈 而 回 到 原 处 . 

注意 , 为 了 看 到 泰勒 级 数 与 传 里 叶 级 数 的 统一 性 , 记 住 (在 单位 圆 盘 内 )/(z) = 
1/(1 一 2) 可 以 表示 为 一 收敛 的 复 具 级 数 : 

fire) =] 4 (re) + (re)? 4 (re?) 十 (reyt She 
=1+r(cos@+isin#) + r*(cos 24 + isin 20) + r? (cos 34 + isin SP) He 

特别 地 ， 


u(re”) = rsind +r2zsin28 二 rssin30 二 risin4g 十 r5sin58 十 .…， 


如 果 令 0 = r/4, 我 们 立即 可 得 Va(r) HN ae Hee i: 


T 


ere es | 1 6 
tm "i DA =" 一 了 - + 十 ， 
我 们 艾 一 次 想到 , 如 果 只 用 实数 , 得 出 这 个 公式 多 人 么 困难 ! 例如 由 此 可 得 


grs T 
A [ar] = 98! 
dr% [yara — 2r| |._o 


如 果 我 们 反 过 来 令 r = (1/2), 我 们 立即 得 到 Vi (a) 的 傅 里 叶 级 数 
28ing 


5—dsing 


- Vi (6) = = 3 sing + os 8in20 + = = sin 30 + aq sin 40 + 


2.4 指数 函数 09 


级 数 中 没有 余弦 波 出 现 正确 地 反映 了 Vi (0) 是 9 HARR. 

复 备 级 数 与 傅 里 叶 级 数 的 这 种 联系 , 不 仅 使 我 们 得 到 审美 的 满足 , 它 还 可 以 是 
非常 实用 的 . Vs (0) 的 傅 里 叶 级 数 的 常规 的 推导 要 求 我 们 算出 (2.19) 中 那些 难 办 的 
积分 , 而 我 们 现在 只 要 作 简单 的 代数 运算 就 能 得 到 ! 其 实 我 们 现在 可 以 用 傅 里 时 级 


数 来 计算 积分 ， 
[ | AE LI 
ü 5 at {$ cosg 2n 


进一步 的 例子 可 以 在 习题 ?21、 习 题 37、 习 题 38 中 找到 . 

我 们 以 预告 一 件 即 将 发 生 的 事 作为 本 节 的 结束 ， 泰勒 级 数 的 系数 可 用 微分 法 
算出 , 市 傅 里 叶 级 数 的 系数 则 可 用 积分 算出 . 因为 这 两 类 级 数 在 复 平面 上 其 实 是 一 
个 东西 , 这 就 上 蜡 示 了 , 在 微分 法 与 积分 法 之 间 存 在 一 种 隐藏 着 的 联系 , 而 只 有 复数 
才能 把 它 发 掘 出 来 . 我 们 在 下 面 将 会 看 到 , 柯 西 是 如 何 蔚 为 大 观 地 证 实 了 这 个 思想 . 


2.4 指数 函数 


2.4.1 PRADE 
我 们 已 经 看 到 唯一 的 用 一 军 级 数 将 实 函 数 e 推广 到 z RES aE 


1 
2! 3! 4l 
EE C 上 处 处 收敛 . 我 们 现在 来 研究 这 个 函数 的 几何 本 性 . 

图 2-18 把 以 上 函数 可 视 化 成 一 次 螺旋 式样 的 旅行 ， 旅途 的 相继 两 段 所 成 的 
角 是 一 定 的 ， 而 且 等 于 aes. 当 此 角 为 直角 时 的 特例 ， 我 们 在 第 1 章 中 已 经 看 
到 了 , 那 时 我 们 看 到 这 个 螺旋 趋向 于 单位 图 上 的 一 点 ， 此 点 可 用 欧 拉 公 式 表 示 为 
ea = cosy 十 isiny. 事实 上 这 个 特殊 的 螺旋 使 我 们 能 算出 , 在 图 2-18 的 一 般 的 螺旋 
的 情况 下 会 发 生 什 么 事 : 对 任意 值 2 = riy 这 个 螺旋 趋向 于 画 在 图 上 的 一 点 ,其 
距离 为 e*, 角度 为 y. 换言之 


l . ] 
e = ltt mz? + H23 4+ 24+... , 
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这 也 是 以 下 事实 的 推论 ; F aA b 是 任意 复数 , 则 ere? = eth, 为 了 验证 此 式 ， 
我 们 怡 可 把 两 个 级 数 相 乘 : 


1 1 ~< 1 l 
ab _ car | 二 mn. _ phe a |: 。 
ee = itat 5a 十 可 2 十 | [++ 58 十 可 ”十 | 
| Ei 
Jl l 


=1+4(a+8)+| 可 


=14 (a+b) +5 (a+b)? +5 (a+ d+. 

= plats) i i 
这 里 请 证 明 推 导 过 程 的 倒数 第 二 行 的 一 般 项 是 (a +b)" /nl. 
2.4.2 ”这 个 映射 的 几何 意义 


图 2-19 上 夯 出 了 映射 z= w= e 的 基本 特性 . 请 仔细 研究 它 ， 并 注意 以 下 事 
实 . 


oF z 以 恒 速 s 向 上 运动 , M w 将 以 角速度 s 绕 原 点 旋转 . 当 z 移动 过 距离 
2n 后 , w 会 回 到 起 点 . 所 以 此 映射 是 周期 的 , 周期 为 Oni. 

ez 以 恒 速 向 西 运动 , w 则 向 原点 运动 , FERA. 反之 , 若 z 以 恒 速 向 
东 运 动 , 则 w 将 远离 原点 运动 , 其 速度 渐 增 . 

* 把 这 两 件 事实 综合 起 来 , 整个 w 平面 (w= 0 除外 ) 将 被 * 平面 上 的 一 个 高 
为 2r 的 水 平 带 形 填 满 . 

0 一 条 一 般 位 置 的 直线 将 被 映 为 前 一 章 讨论 过 的 螺 线 . 

e 欧 拉 公 式 e = cosy +isiny 可 以 解释 为 , e* 把 虚 轴 如 一 条 绳子 一 样 , 在 单 
位 圆 上 缠 了 一 圈 又 一 图 . 

。 虚 轴 的 左 半 平面 被 映 为 单位 图 的 内 域 , 而 其 右 半 平 面 被 映 为 单位 圆 的 外 域 . 

。 小 正方 形 的 音 很 像 正方 形 , 而 (与 此 相关 ) 任意 两 条 相交 的 直线 被 映 为 相交 
的 曲线 , 而 曲线 的 交角 与 两 直线 原来 的 交角 相等 . 
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最 后 一 点 并 非 自 明 的 一 一 在 第 4 章 中 我 们 将 开始 探讨 这 个 基本 的 性 质 , 并 且 
看 到 许多 其 他 重要 的 复 映 射 也 具有 这 一 性 质 . 


2.4.3 ” 另 一 种 方法 


用 震级 数 方法 处 理 ez 的 优点 在 于 它 能 表明 把 e 推广 到 复数 域 是 唯一 的 . 其 
缺点 则 是 需要 大 量 的 没有 启发 性 的 代数 来 破译 这 个 级 数 的 几何 意义 . 我 们 现在 叙述 
一 种 不 同 的 方法 , 使 几何 更 加 浮上 问题 的 表面 . 这 里 的 思想 就 是 推广 实 的 结果 


“= lim (1+ =)". (2.20) 

有 一 种 理解 (2.20) 式 的 方法 . 正如 我 们 在 第 1 章 讨论 过 的 ,ffz)es 可 以 用 它 的 

如 下 性 质 来 定义 f(x) = f(r). 图 2-20 a 就 似 y = f(z) 的 图 像 来 说 明 它 . 在 图 像 
的 任意 点 上 作 一 切线 , 则 其 斜率 必 为 f(x) = f(r) = vow 因为 有 阴影 的 三 角形 之 


ARA you, 故 其 底 边 之 长 ! 必 适 合 L f(z) =l yoa = yous 从 而 1=1. 让 zx 向 右 
移动 一 个 无 穷 小 距离 5, 则 新 的 高 应 为 


Ynew 一 (1 + 6) Yold- 


[b] 


[1 | (2; x) 
-|1 Hra N=: 


-ta 


= 
4 


图 2-20 


为 了 求 出 此 图 像 在 x 点 的 高 度 , 我 们 把 区 间 0, 2] 分 成 很 多 小 段 , 每 一 段 之 
长 为 (z/n) 而 n 很 大 . 因为 在 x =0 处 图 象 之 商 为 1, 所 以 在 (z/n) 处 其 高 近似 为 
1+ (z/n) :1 在 2(z/n) 处 高 近似 为 [1+ (z/n) [1 十 (z/n) 1, 依 此 类 推 , 所 以 在 
r= n(z/n) 处 高 近似 为 [1 + (z/n, [为 图 形 清 晰 起 见 , 图 2-20b 只 对 很 小 的 mm t 
n=3 作出 了 这 个 几何 数列 , 所 以 不 太 精 确 ] 现在 , 令 n 趋向 无 穷 大 , 于 是 认为 近 
PHE [1 + (z/n)]* 越 来 越 精确 , 而 最 后 给 出 (2.20) 就 是 很 合 情 理 的 了 . 请 用 计算 机 
验证 精确 度 确实 随 n 增加 . 

把 (2.20) 式 推广 到 复数 域 , 我 们 可 以 定义 e 为 


e = lim (1+2). (2.21) 


首先 我 们 要 确定 , 这 样 的 推广 与 我 们 使 用 其 级 数 记 作 的 ez 的 推广 是 一 回 事 . 应 用 
二 项 定理 把 n 次 多 项 式 [1 + (z/n) 的 前 几 项 写 出 来 , 就 有 
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(14+ 2)" =14n [2] + MO + 2)... 


=E =t a 
=1¢24+ Veal, © al J A 


于 是 , 至 少 在 欧 拉 看 来 很 清楚 ”, 当 n 趋向 无 穷 大 时 就 会 回 到 原来 的 罕 级 数 . 

其 次 我 们 再 转 到 (2.21) 式 的 几何 意义 . 在 为 ez WRR E, 我 们 可 以 自 
由 地 假设 欧 拉 公式 成 立 , 因为 在 第 1 章 我 们 就 是 用 了 其 级 数 来 得 出 欧 拉 公式 的 . 但 
是 如 果 当 我 们 现在 按 新 方法 以 (2.21) 式 为 基础 来 处 理 es 时 仍然 假设 欧 拉 公 式 成 
立 , 就 略 有 循环 论证 之 嫌 了 . 所 以 我 们 暂时 回 到 早 前 的 记号 r0, 而 不 用 re; 所 以 
我 们 想 要 弄 明 白 的 事情 可 以 写 为 求证 et = ey. 

图 2-21 就 n = 6 的 情况 应 用 了 第 1 章 习题 5, 对 某 个 特定 的 z 值 几何 地 构造 
出 a = [1+ (2/n)] RERE. [图 上 6 个 有 阴影 的 三 角形 都 是 相似 的 , ARKEA 
阴影 来 画 , 只 是 为 了 把 一 个 三 角形 与 相 邻 的 三 角形 区 别 开 来 ] 这 样 , 哪怕 是 从 很 小 
的 nn È, 就 已 经 可 以 经 验 地 看 出 , 在 这 个 特殊 情况 下 , [1 + (z/n)]" 很 接近 ey. 为 
了 从 数学 上 型 明日 这 一 点 , BAA RGAE a = [1 + (2/n)] 


+ 


图 2-21 


S = 为 一 个 很 小 的 最 终 为 无 穷 小 的 复数 , 考虑 图 2-22 上 的 数 (1+e)= r0. 以 
原点 为 中 心 的 连接 {1 + sy 与 实 轴 上 的 r 点 的 圆 弧 (图 上 没有 画 出 来 ) 几乎 与 图 上 
画 出 来 的 由 (1 + ©) 到 


图 2-22 
实 轴 的 垂 线 (虚线 ) 重合 , 这 样 + 近似 地 等 于 [1+Re(le), 而 且 当 上 趋 于 0 时 最 
终 与 它 相 等 . 类 似 于 此 , 我 们 看 到 , A OMB LACS, 最 
D 译 者 在 文字 上 稍 作 了 改动 . 以 下 的 论证 现在 看 来 都 是 不 严格 的 , 但 是 例如 攀 拉 当年 就 是 这 样 做 的 , 而 
在 垃 瑞 看 来 欧 控 的 方法 仍然 有 助手 我 们 试 识 间 题 的 实质 . 但 是 蓄 拉 的 想法 还 需要 严格 的 证 明 ， 在 小 
THE: (ARIAN 13 (中 译本 , 人 民有 邮电 出 版 社 , 2008) 的 56~58 T, 就 给 出 了 在 复 变量 情况 下 


的 严格 的 论证 ,并且 用 实例 指出 , 粗心 大 意 地 理解 这 个 摇 似 自然 的 想法 , 不仅 是 下 严格 的 ,而 且 会 导 
Shik. 一 一 Weak 
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HEF Im(e). 于 是 
(1+e) = [1 + Re(e)]ZIm(e), 对 小 的 < 成 立 . 


而 当 =E 为 无 穷 小 时 , = 就 成 了 等 号 . 
现在 设 £= (z/n) = (z+ iyn. 使 用 图 2-21 中 同样 的 z 与 n, 图 2-23 表明 当 
b=(1+2)24(4) RF, b ARIE a 的 相应 的 叹 . 


图 2.23 


回 到 一 般 情况 , (2.21) 式 的 几何 意义 应 该 很 清楚 了 . 车 n 很 大 ， 


+) +) 
令 趋向 无 穷 大 而 取 极 限 , 我 们 就 得 出 
ertiy — ef fy, 


即 所 求证 . 特别 是 , > 2 = 0 我 们 就 回 到 了 欧 拉 公 式 eiy = isy 所 以 我 们 有 理由 写 
出 ezti = etet, 


对 (2.21) 式 的 一 个 稍微 不 同 的 看 法 , 可 见习 题 22. 


2.5 ”余弦 与 正弦 


2.5.1 ”定义 与 恒等式 


前 一 章 中 , 欧 拉 会 式 帮助 我 们 用 定义 在 虚 轴 上 的 指数 函数 来 表示 余弦 与 正弦 函 
Bi: EAN eit 十 pit | et _ a tt 
ay sence Sin T = —a 


现在 我 们 已 经 理解 了 在 任意 点 z( 不 仅 是 在 虚 轴 上 的 点 ) 处 e: 的 意义 , 于 是 很 自然 
地 可 将 余弦 与 正 艾 的 定义 推广 为 复 函数 : 
eit 十 已 ~ iz elz — e~it 


sin z 三 - 
2 i 2 


cos z = (2.22) 
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当然 还 有 男 一 种 方法 来 推广 cosz 与 sing, 即 通 过 上 一 章 讨论 过 的 军 级 数 . 这 就 导 
出 了 其 另 一 种 定义 
z 

ata T a 8 
然而 , HRS et! 的 千 级 数 就 很 容易 看 出 , 这 两 种 方法 给 出 的 复 函 数 是 一 样 的 . 

由 定义 (2.22) 可 见 cosz 和 sin: 与 它们 的 实 自 变量 的 前 身 有 许多 共同 之 处 . 例 
如 ,cos( 一 z] = cos z,sin(—z) = 一 sinz. WA, 因为 e 是 以 ani 为 周期 的 周期 函数 ， 
cosz 与 sins 也 就 是 周期 国 数 , 不 过 是 以 2r 为 周期 . 当 我 们 考察 这 些 映射 的 几何 
时 , 周期 性 的 含意 也 就 更 清楚 . 

(2.22) 的 其 他 的 直接 推论 是 欧 拉 公式 的 以 下 重要 推广 : 


e*—cosz+isinz, e * = cosg- ising 


警告 : cos z 与 sin: 现在 就 是 复数 一 一 它们 不 是 e 的 实 部 和 患部 . 


不 难看 到 , 关于 cosz 与 sing 的 所 有 熟知 的 恒等式 对 于 新 的 复 函 数 仍 然 成 立 . 
例如 , 我 们 仍然 有 


cos? z + sin? z = (cos z + isin z)(cos z — isin z) = ee" =e = 1. 


尽管 这 个 恒等式 现在 不 再 表示 毕 达 哥 拉 斯 定理 .类 似 于 此 , 我 们 将 证 明 , 如 果 a 与 
b 是 任意 复数 , 则 


2 5 zT 


čos 4 = l — for, SNS 一 本 十 


cos(a + b) = cosa cosb — sinasin b, (2.23) 


sin(a + b) = sin a cos b + cosa sin b, (2.24) 


尽管 这 些 恒等式 不 再 表示 单位 圆 上 的 点 的 乘法 法 则 . 首先 
cos(a + b) + isin(a +b) = et@t®) = ettet 
= (cosa + isina)(cosb + isin b) 
= (cosa cosb — sin asin b) + i(sinacosb + cosa sin b), 
这 些 都 与 前 一 章 完全 相同 . 但 是 , 由 于 .上 面 的 警告 , 我 们 不 能 由 令 双 方 的 实 部 与 虚 


部 相等 而 得 出 (2.23) 与 (2.24). 相反 地 , 我 们 需 先 求 出 cos(a + b) —isin(a +b) 的 类 
似 恒等式 , 再 与 上 式 相 加 (或 相 减 ) 来 完成 证 明 [练习 ]. 


2.5.2 与 双 曲 函数 的 关系 
回想 一 下 双 曲 余弦 函数 与 双 曲 正弦 函数 的 定义 是 


=z 一 此 rr 一 下 
e~ +e e-e 
cosh rt = sinh 三 
2 i 2 


把 它们 解释 为 ez 与 te 的 平均 值 (MPA) 即 可 得 到 图 2-24a 与 图 2-24b 中 
cosha 与 sinha WAR. 
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你 可 能 已 经 知道 , coshz 4 snhz 都 满足 一 些 与 cosa 和 sing 所 满足 的 非常 相 
似 的 恒等式 . 例如 , 车 ror 是 任意 实数 , 则 可 证 明 [练习] 
cosh(r, + ra) = coshr cosh ra + sinh r sinh rg, (2.25) 


sinh(ry + r2} = sinh rı cosh ra + cosh r: sinh rg. (2.26) 


然而 , 图 2-24 也 表明 双 曲 线 函 数 的 实际 性 状 与 圆 函数 ( 即 三 角 函 数 ) 很 不 相同 : 它 
们 不 是 周期 函数 , 而 当 z 趋向 无 穷 大 时 会 变 得 任意 大 . 所 以 , 令 人 吃惊 而 且 高 兴 的 
是 , 复数 的 引入 带 来 了 这 两 类 函数 的 统一 . 


图 2-24 


我 们 先 可 以 看 到 , 如 果 我 们 把 : 限制 在 虚 轴 上 , 则 
cosliy) =coshy, sinfiy) = isinh y. 

如 果 我 们 考虑 sin z 的 模 曲 面 , 这 个 联系 就 会 变 得 更 形象 了 . 因为 当 z 赵 近 原点 时 ， 
lsin z| 最 终 等 于 |z|, 故此 模 曲 面 从 原点 以 圆锥 形状 升 起 . NA | sin(z + x)| = | sin zl, 
所 以 沿 着 实 轴 在 x 的 整数 倍 处 部 有 一 个 同样 的 锥 面 . 这 些 点 就 是 模 曲面 能 接触 底 
平面 唯一 的 处 所 [练习 ]. 图 2-25 ( 引 自 Markushevich|1965,149 页 ]) 只 画 出 了 模 曲 面 
的 一 部 分 . 还 请 注意 这 个 曲面 也 给 出 了 cosh 的 图 像 , 因为 , 例如 把 > 限制 在 直线 
x = (37/2) 上 , 即 令 z = (37/2) + iy, 则 lsin z| = cosh y. 

这 个 统一 性 的 一 个 实际 的 好 处 是 , 如 果 记 得 [或 能 用 欧 拉 公 式 很 快 地 导出 ) 一 
个 含有 余弦 和 正弦 的 关于 三 角 函 数 的 恒等式 , 就 可 以 立刻 写 出 一 个 关于 双 曲 线 函 数 
的 相应 恒等式 . 举 一 个 例 , 如 果 我 们 以 a = iri Al b = ir 代入 (2.23) 和 (2.24), 立 
即 可 得 (2.25) 和 (2.26). 
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圆 沙 数 和 双 曲 线 函数 的 这 种 联系 , 还 会 变 得 更 密切 , 如 果 我 们 把 后 者 以 显然 的 


方式 推广 为 复 函 数 如 下 : 


È 
cosh z = 


因为 我 们 有 

cosh z = cos(iz), sinh z = —tsin(iz), 
这 两 类 函数 的 区 别 就 几乎 完全 消失 了 : cosh 就 是 先 旋转 (r/2), 再 继 以 cos 的 复合 ， 
同样 , sinh 就 是 先 旋转 (x/2), 最 后 来 一 个 sin, 最 后 再 来 - -个 旋转 —(x/2). 


2.5.3 ”映射 的 几何 


和 实 的 情况 一 样 , sin z = cos (z 一 3), 这 意味 着 可 以 由 cos 得 到 sin, 只 要 先 把 
复 平面 平移 -(x/2). 再 由 前 面 的 说 明 就 知道 只 需 研究 cos z 就 足以 理解 所 有 四 个 函 
Ay. cos z Sin z, cosh z Al sinh z. 我 们 现在 来 考虑 映射 ze = G08 的 几何 本 性 . 

我 们 先 从 研究 位 于 实 轴 下 侧 的 水 平 直线 y= -ef 这 里 “> 0) HAF. 把 这 条 
直线 理解 为 一 个 质点 以 单位 速度 向 东 运 动 的 轨道 ， 这 在 心理 上 是 有 帮助 的 , 于 是 此 
点 在 时 刻 t 的 位 置 是 * = 1 一 ic. 在 图 2-26 上 用 粗 线 画 出 当 z 走 过 这 一 直线 时 , —z 


图 2-26 


2.5 RIA iE GE 7 


就 沿 直线 y = c( 左 上 图 的 虚线 ) 运动 , 但 方向 相反 . 应 用 映射 > > iz( 即 旋转 (2/2), 
象 点 就 沿 着 两 条 垂直 线 zx = tc 运动 , 仍 为 单位 速度 , 在 这 两 条 直线 上 的 运动 方向 
(oti Be. 最 后 再 施 以 z ter, 象 点 则 画 出 以 原点 为 中 心 、3ets 为 半径 的 两 个 圆周 . 
这 两 个 运动 都 有 单位 和 角速度 , 但 两 个 角速度 反 号 { 右 图 上 的 两 个 虚线 圆周 ). 

原来 在 直线 y = -e 上 运动 的 点 在 上 映射 z w = cosz 下 的 象 的 轨道 正 是 这 两 
个 反 同 旋转 的 圆周 运动 之 和 . 它 明 显 地 是 一 种 对 称 的 卵 形 曲线 而 与 实 轴 和 虚 轴 交 于 
a=coshe 和 ib = isinhe 处 .也 很 清楚 , 每 当 z 完成 移动 2x 时 , cos z 就 完成 一 次 
沿 此 卵 形 曲线 轨道 完全 的 一 周 ; 这 就 是 cos z 的 周期 性 . 

我 没有 找到 更 简单 的 几何 解释 , 但 是 很 容易 用 式 子 证 明 cos 2 所 画 出 的 卵 形 线 
是 一 个 完全 的 椭圆 . Wow = utiv, 我们 可 以 从 图 上 看 出 [练习 |u = acost,v = bsint, 
它 正 是 我 们 熟知 的 椭圆 (w/a)? + (v/b)? = 1 的 参数 式 . 此 外 


y'a? — b? = v cosh? c — sinh? c = 1, 


所 以 焦点 是 处 于 +1 处 , 而 与 : 沿 之 运动 的 特定 水 平 直线 无 关 . 

请 试看 细 细 思索 一 下 . 这 椭圆 的 形状 怎样 随 c 而 变 ? 当 e 趋 近 零 时 , RIE 
梓 回 复 到 实 的 余弦 函数 ? 而 当 z 沿 一 条 位 于 实 轴 上 和 侧 的 直线 y = ef 这 里 仍 有 ec > 0) 
向 东 运 动 时 , cos z 的 轨道 是 什么 ?垂直 直线 x = cc 在 :一 cosh: FHRA sinz 
当 2 沿 直线 y = e 同 东 运动 时 的 轨道 是 什么 ? ES cos: 的 轨道 有 何 区 别 ; 所 得 到 
的 |sin z| 的 变化 与 图 2-25 所 示 的 模 曲面 是 否 相 容 ? 

在 往 下 读 之 前 , 请 试用 图 2-26 的 思想 自己 画 出 径直 直线 在 映射 > ~ cosz 下 的 
z. 

如 图 2-27 Bras, 答案 是 双 曲 线 . 我 们 可 以 用 加 法 法 则 (2.23) 来 证 明 这 一 点 . 加 
法 法 则 给 出 


u+ iv = cos(r + iy) = cos r coshy — ising sinhy. 


在 水 平 直线 上 , y 是 常数 , 所 以 (u/coshy)? + (v/sinhy)? = 1, 这 和 前 面 一 样 . 但 在 
垂直 直线 上 , x 是 常数 , 而 (u/cosx)* 一 (wsinzy2 = 1, 这 是 一 个 双 曲 线 的 方程 . 进 
一 步 , 因为 cos2z+sinm r = 1, 所 以 此 双 曲 线 的 焦点 在 +1 处 , 而 与 被 映射 的 究竟 是 
哪 一 条 牌 直 直线 无 关 . 
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图 2-27 上 通过 画 出 一 个 由 垂直 直线 与 水 平 直线 所 成 的 网 格 的 象 把 这 些 结果 变 
得 更 加 生动 . 注意 一 个 经 验 事 实 , 即 此 网 格 中 的 每 一 个 小 正方 形 , 都 被 cos z 映 成 一 
个 形状 接近 正方 形 的 和 象 . 这 个 听 起 来 惊 (看 起 来 喜 ) 的 现象 我 们 已 经 在 : e 的 情 
况 下 见 到 过 了 . 

希望 这 已 经 引起 了 你 的 好 奇 心 一 一 以 下 各 章 将 致力 于 深入 探讨 这 个 现象 . 在 
现在 的 z cosz 的 情况 下 , 我 们 至 少 可 以 对 此 现象 的 一 部 分 作出 数学 解释 , 那 就 
是 , 像 “ 正 方形" 的 各 边 , 确实 是 以 直角 相交 的 ; 换言之 , 每 个 椭圆 与 每 条 双 曲 线 变 
REH. 

这 一 点 是 与 这 些 椭圆 和 双 曲 线 都 是 共 焦 的 这 一 性 质 相 联系 的 .要 想 证 明 这 个 
结果 (AY), 把 每 条 曲线 都 设想 为 一 个 镜子 . 再 求助 于 我 们 熟知 的 圆锥 截 线 的 反射 
性 质 : 由 一 个 焦点 发 出 的 光线 将 被 椭圆 直接 反射 到 另 一 个 焦点 , 而 被 双 曲 线 反 射 后 ， 
沿 着 直接 背离 另 一 个 焦点 的 方 癌 而 去 . MA 2-27. 


2.6 多 值 函 数 


2.6.1 HF: SHAE 


迄今 为 止 , BAAS ee f 看 作 是 一 种 规则 , PEMA 2 点 (或 仅 限 
位 于 某 区 域内 的 点 ) 都 指定 单一 一 个 复数 f(z) 与 之 相应 . 这 个 人 们 熟悉 的 函数 定 
义 却 有 过 大 的 局 限 性 . 我 们 现在 用 例子 来 讨论 如 何 拓宽 函数 的 定 匀 , 使 得 可 以 多 许 
f(z) 对 单个 z 值 取 多 个 不 同 的 值 . 这 时 称 三 为 多 值 函 教 , BOCA “multifunction” 
一 同 ， 

我 们 事实 上 已 经 见 到 过 这 种 多 值 函 数 . 例如 我 们 已 经 知道 Wz{ 当 > 闪避 时 ) 有 
三 个 不 同 的 值 , 所 以 它 是 一 个 三 值 多 值 函 数 . 图 2-28 比较 详尽 地 让 我 们 回想 起 , 是 
怎样 使 用 映射 * 2° 来 找 出 yp 的 三 个 值 的. 当 > = rel? 沿 着 以 原点 为 中 心 的 图 
周旋 转 时 , 22 = rie? 将 以 3 倍 角 速度 旋转 , 从 而 当 每 当 > 完成 1/3 周旋 转 时 ,x3 
就 会 完成 一 周旋 转 . 利用 这 个 事实 , 当 找到 一 个 解 a 以 后 , 就 能 找到 另外 两 个 (图 
上 的 Sc). 换 一 个 说 法 , 把 映射 方向 颠倒 为 由 右 至 左 , 角速度 就 降 为 1/3. 这 就 是 
理解 映射 z V/s 的 要 点 , 而 我 们 现在 就 来 详细 研究 这 个 映射 . 
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记 z = rei 我 们 有 oe = greit), 这 里 yr 是 唯一 定义 的 z 的 长 度 的 实 立 
方 根 , 这 个 公式 的 三 重 性 的 疑惑 的 唯一 来 源 是 : 一 个 给 定点 s 的 角度 可 以 有 无 穷 多 
种 选择 . 

把 z 设想 为 起 始 在 > = p 处 的 动 点 . 如 果 任 意 地 取 其 角度 8 就 是 图 2-28 中 的 
$,  ap=a. 当 = 逐 其 移 动 而 离开 P 时 ,6 也 逐渐 变化 离开 由 ME 43 = grelt) 
也 逐渐 远离 a 运动 , 但 是 以 一 种 完全 确定 的 方式 运动 一 一 即 动 点 ve RAYE 
离 总 是 z 的 工 离 的 立方 根 , 而 其 角速度 是 z 的 角速度 的 三 分 之 一 . 

图 2-29 画 出 了 这 一 点 , 我 们 通常 都 是 由 左 到 右 表示 映射 , 但 是 现在 把 这 个 规定 
反 过 来 以 便 与 图 2-28 比较 . 


图 2-29 


当 z 绕 着 闭环 路 A( 右 图 最 细 的 线 ) BAGS p 时 ， v2 也 沿 左 图 以 最 细 的 
线 画 出 的 闭环 路 回 到 其 原来 的 值 a. 然而 , 者 > 沿 着 右 图 最 粗 的 线 画 出 的 闭环 路 BB 
绕 原 点 一 周 回 到 原来 的 p 点 , gz 就 不 会 回 到 原来 的 a 而 是 沿 左 图 最 粗 的 线 来 到 了 
p 的 男 一 个 立方 根 即 8.B 的 具体 形状 并 无 关系 , 关系 重大 的 是 : 这 条 路 径 只 绕 原 点 
一 次 . 类 似 地 , 如 果 z Mop 开始 沿 着 右 图 上 用 不 粗 不 细 的 线 画 的 0 绕 原 点 旋转 两 
周 , 则 zz 会 终止 于 c 即 p 的 第 三 个 也 就 是 最 后 一 个 立方 根 . 很 清楚 , 如 果 > 沿革 
一 环 路 {图 上 未 画 出 ) 绕 原点 旋转 三 周 , 则 jz 又 会 回 到 其 原来 的 值 a. 

z 02 的 这 个 图 景 的 前 提 是 在 任意 选择 op 时 怡 好 选中 了 of = a 而 不 
是 b 或 c 如 果 选 的 是 b, 则 图 229 的 左 图 上 oe 的 轨道 只 不 过 把 上 述 轨 道 旋转 
(2x/3)( 但 a,b,c 三 个 字母 不 要 动 ). 与 此 相似 , WR op = c, MIBK ER (40/3). 

点 z=0 称 为 Wz 的 支点 . 一 般 地 说 , > f(z) 为 一 多 值 函数 而 令 a = Jip) 是 
EE z= p 处 的 一 个 值 , 我 们 也 可 以 令 2 沿 一 始 于 p 也 终于 p 的 闭环 路 运动 , 而 追 
Ba f(z) 的 运动 . 当 z 回 到 p 时 , f(z) 可 能 也 回 到 a 或 者 回 不 到 af 的 支点 z= 二 g 
就 是 这 样 的 点 , 使 得 当 z SE g 一 周 的 任意 闭路 运行 时 , f(z) 不 能 回 到 a. 

回 到 f(z) = #2 这 个 特定 的 例子 , 我 们 已 经 看 到 , 若 > 绕 z = 0 处 的 支点 绕 
3 周 , 则 f(z) 会 回 到 原来 的 值 . WR f(z) 是 通常 的 单 值 函数 , 则 只 需 z 旋转 1 周 ， 
f(z) 就 会 回 到 原来 的 值 .flz) 与 这 样 的 单 值 函数 比较 , 还 要 额外 转 2 图 才 能 回 到 原 
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来 的 值 . 我 们 把 这 种 情况 概括 为 说 0 是 83 的 二 阶 支点 . 

一 般 地 说 , 如 果 4 是 某 个 多 值 函 数 f(z) 的 支点 , 而 且 z 一 定 要 绕 g 转 W 圈 才 
能 第 一 次 重 回 f(z)”, q 就 称 为 (N - 1) 阶 代数 支点 ; 一 阶 代数 支点 称 为 简单 支点 . 
我 们 需要 强调 , 完全 有 可 能 , 不 管 z 绕 gq BDA, f(z) 也 永远 回 不 到 原来 的 值 . 这 
时 , 9 就 称 为 对 数 支点 一 一 这 个 名 称 将 在 下 一 小 节 解 释 . 

请 自行 推广 以 上 关于 v2 的 讨论 , WES n 为 一 正 整数 , 则 zt1m EA n 
SEAR, 其 唯一 的 (有 限 远 处 的 ) 支点 是 z = 0, 其 阶 数 为 (n-i). 更 一 般 地 说 , 对 
CER RE 20) 这 个 结论 也 是 对 的 , 不 过 (mjn) 必须 是 已 经 化 约 的 婚约 分 数 . 


2.6.2 ”多 值 函数 的 单 值 支 


下 面 我 们 将 要 说 明 怎 么 能 从 3 值 多 值 函数 yz 分 出 3 个 单 值 函数 来 . 首先 , 图 
2-30 将 要 引进 几 个 我 们 在 描述 C 之 点 集 时 需要 的 名 词 . 


一 个 集合 S 称 为 连通 的 ( 见 图 2-30a), WR 5 中 任意 两 点 都 可 以 用 一 条 完全 位 
于 3 内 的 不 折断 的 曲线 连接 起 来 . 相反 , 如 果 S 中 有 这 样 成 对 的 点 存在 而 不 可 能 
这 样 连接 , 就 称 S 是 不 连通 的 {图 2-30b). 在 连通 集中 我 们 可 以 区 分 出 单 连通 的 , 即 
其 中 没有 空洞 的 集合 (ME 2-30c). 更 准确 些 说 , 如 果 可 以 把 连接 此 集合 中 两 点 的 
路 径 画 成 一 条 弹性 绳子 , 使 得 这 条 绳子 可 以 连续 地 变形 为 连接 这 两 点 的 任意 其 他 路 
径 , 而 在 此 过 程 中 , 绳子 的 任 一 部 分 都 不 离开 S. 反之 , 如 果 此 集合 中 确 有 空洞 , 则 
称 它 为 多 连通 的 {图 2-30d), 这 里 存在 连接 同样 两 点 的 两 条 路 径 , 使 其 中 一 条 不 能 连 
续 变形 为 另 一 条 . 

现在 回 到 图 2-29. 任意 选 定 Vz 在 z= p 的 3 个 可 能 值 之 一 作为 ap, 然后 让 
pias), 我 们 看 到 , 联系 着 由 p 到 2 的 特定 路 径 , 我 们 将 得 到 OZ 的 一 个 确定 的 值 . 
然而 我 们 处 理 的 仍然 是 多 值 函 数 : 只 要 绕 着 支点 0 转 , 就 会 止 于 YZ 的 3 个 可 能 
值 的 任 一 个 . 

AAW, 取 WZ 的 哪 一 个 值 又 与 路 径 的 详细 的 形状 无 关 : 如 果 我 们 让 此 路 径 
连续 地 变形 , 但 不 充 许 越过 支点 , 总 会 得 到 WZ 的 同一 个 值 . 这 件 事 表 明了 怎样 能 够 
得 出 一 个 单 值 函数 来 . 如 果 我 们 把 > 限制 在 一 个 包含 p 但 不 包含 支点 的 单 连通 集 
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合 5 A, WA S 中 任意 一 条 把 p 和 2 连接 起 来 的 路 径 都 会 得 到 YZ 的 同一 个 值 ， 
这 个 值 我 们 记 作 A(Z). 因为 路 径 并 无 关系 , 有 就 是 5 上 各 点 位 置 的 一 个 普通 的 单 
值 函数 ; 称 为 原来 的 多 值 函数 的 一 支 

图 2-31 上 画 出 了 这 样 一 个 5 以 及 它 在 yz 的 及 这 一 支 下 的 象 . 这 里 我 们 又 
回 到 了 通常 的 作法 : 把 映射 画 成 从 左 到 右 . 如 果 我 们 选取 yp = b, 则 得 yz 的 第 二 
支 fa 而 选 yp = e 则 给 出 第 3 支 也 就 是 最 后 一 支 户 . 附带 提 一 下 , 这 3 个 支 都 展 
现 出 迄今 已 无 处 不 见 的 (然而 仍 是 很 神秘 的 ) BUR, 即 小 正方 形 始终 被 保持 为 小 下 
方形 . 


图 231 


现在 我 们 来 讲 怎样 扩大 这 些 支 的 定义 域 5 以 便 得 出 平面 上 任意 点 的 各 个 立方 
根 . 首先 , 如 图 2-32 所 示 作 一 个 由 支点 0 伸 到 无 穷 远 处 的 任意 的 (但 不 得 自 交 的 ) 
曲线 C, KAP LBM, 我 们 暂时 取 5 为 复 平面 除去 曲线 C 以 后 所 得 的 集合 _ 
除去 C 就 使 得 5: 中 的 任意 封闭 路 径 不 可 能 再 绕 过 支点 .这样 我 们 就 在 5 上 得 到 了 
ZTA fufa dfa Pim, 图 上 就 标 出 了 da 的 一 个 立方 根 h(a). 


WT C EMA e 又 当 如 何 ? 设 想 2 绕 着 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆周 穿 过 。 GH 
表现 出 一 个 事实 ; 根据 * 是 按 正 或 负 角 速度 达到 e 点 , file) 会 趋向 两 个 不 同 值 , 如 
ABA] (任意 地 ) 规定 f(e) 为 fle) 4 * 沿 北 时 针 方 向 绕 行 时 所 得 之 值 ， 则 fi(z) 
已 确定 地 定义 在 整个 复 平面 上 . 对 另 2 个 支 情况 也 类 似 . 

分 支 割 口 当然 是 人 为 地 做 出 来 的 — 多 值 函数 jz 不 会 顾及 我 们 把 它 分 为 3 
个 单 值 函数 的 愿望 . 这 个 区 别 反映 在 我 们 所 已 经 看 到 的 一 个 事实 上 ， 所 得 的 各 个 支 
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在 C 上 是 不 连续 的 , Ye 的 3 个 值 当 > 连续 运动 时 则 总 是 在 连续 变动 的 . 当 z 
FA C 继续 逆 时 针 走 动 时 , 我 们 必须 从 一 个 支 转换 到 下 一 个 支 才能 保持 jz 的 连 
续 变 动 ; 例如 从 fi 转 为 fo. WR z 道 时 针 转 3 周 , 则 各 个 支 都 会 轮换 排列 到 , 而 
最 终 回 到 上 自身. 这 件 事 我 们 列表 表 为 


万 fa Fa fi 
fa — fs = fi mer fa 3 
fs fi fa fa 


每 个 箭头 表示 穿 过 C 一 次 . 

通常 的 作法 是 取 负 实 轴 为 C 如 果 我 们 想 不 让 z USO, 可 以 限制 z 的 辐 
角 0 = arg(z) 满足 一 个 不 等 式 : -x < 9 < x. WARNAE A EMA, 记 作 
Argfz)( 注 意 第 一 个 字母 用 大 写 )， 这样 选取 的 9 所 给 出 的 单 值 函数 ore?! 就 称 
为 立方 根 的 主 支 ; 我 们 将 记 它 为 o2. 注意 它 与 实 立 方 根 os 在 正 实 轴 上 一 致 , 而 
在 负 实 轴 上 则 香 ; 例如 [Y/—B) = 203, 还 要 注意 , 这 样 选取 C 后 得 到 的 另外 两 
支 , 可 以 用 主 支 表示 为 ett2r/3)[ gz] 与 eiD 97g. 

怎样 把 以 上 的 讨论 推广 到 一 般 的 分 数 罕 , 现在 应 该 很 清楚 了 . 


2.6.3 ”与 医 级 数 的 关联 


我 们 在 前 面 已 经 通过 把 例如 1/(1 + xz?) 这 样 的 函数 拓展 到 实 直 线 以 外 的 复 平 
面 中 , 从 而 解释 了 不 这 样 做 就 很 神秘 的 收敛 区 间 : 对 收敛 性 的 障碍 来 自 使 此 复 函 数 
变 为 无 穷 大 的 点 ( 奇 点 ) 的 存在 . 我 们 现在 要 讨论 更 微妙 的 事实 , Be Ate ENA 
级 数 收敛 性 的 障碍 . 

实 二 项 定理 说 , Aon 是 任意 实数 (而 不 只 是 正 整数 ) 则 


(1 + x)" =1l+nart+ ea Mn 2) 94 ma Min Mn 9) 4 Pras 
者 n 是 正 整 数 , 则 此 级 数 在 z" 处 终止 , 而 不 发 生 收 化 性 问题 . 若 n 不 是 正 整 数 , 则 
收敛 性 比值 判定 法 告诉 我 们 , 此 篆 级 数 的 收 和 化 区间 是 -1 < x < 1. 当 n 为 负 时 , 这 
个 区 间 很 容易 理解 , 因为 这 时 函数 在 x = —1 处 有 奇 点 . 但 是 , 例如 当 m = (1/3) 时 ， 
我 们 又 怎样 去 解释 收 和 化 区 间 呢 ? 

图 2-33a MH TEAR ffz) = (1 + zx)3 MBB y= (04r), 此 函数 对 一 切 
r 都 是 适当 定义 的 , 因为 每 一 个 实数 都 有 唯一 的 实 立方 根 . 从 这 个 图 像 看 来 , 似乎 
这 个 级 数 没有 什么 好 的 理由 会 在 +1 处 爆破 , 然而 它 确实 爆破 了 ， 虚线 曲线 很 生动 
地 表明 了 这 一 点 , 这 个 虚 曲 线 正 是 二 项 级 数 在 zao 处 截断 所 得 的 30 次 多 项 式 的 图 
像 . 可 以 看 到 , 在 +1 之 间 , 虚线 曲线 紧 紧 地 跟随 着 y = f(z)( 实 际 上 比 图 上 画 的 还 
TR) 但 是 , 一 旦 越 出 此 区 间 , 它 突然 间 疯 狂 地 偏离 开 去 . 

和 1/(1 + z2) 的 情况 不 同 , 注意 即 司 把 实 函 数 /zy 拓展 为 复 函 数 f(z) = (1+ 
z)3, 神秘 性 也 没有 消失 . 因为 Ffz) 当 有 任何 奇 点 . 
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图 2-33 


我 们 已 经 讨论 过 这 样 一 件 事 实 , 即 二 项 定理 可 以 推广 到 复 平面 [ 见 (2.14), 以 及 

习题 16~18]. 现在 它 又 告诉 我 们 

f(z)=(1+2)3 1+ 2 一 222 十 可 一 5437 Haar = 
图 2-33b 表明 它 在 单位 圆 盘 内 收 和 伍 ， 和 所 有 篆 级 数 一 样 ， 上 式 右 方 是 一 单 值 函数 . 
例如 在 x = 0 处 此 级 数 等 于 1, 但 是 尽管 f{x) 是 x 的 一 个 通常 的 单 值 函数 , 上 去 
左 方 却 是 z 的 一 个 三 值 多 值 函数 , A x = -1 处 有 一 个 2 阶 支点 . 例如 f(0) 就 
可 取 3 个 值 : 1,eF,e°?. 现在 我 们 看 出 来 了 , 军 级 数 怡 好 表示 它 的 一 支 , 即 适 合 
f(0)=1 的 那 一 支 . 

这 就 解 开 了 神秘 . 因为 假设 此 级 数 在 图 2-33b 的 较 大 的 圆 的 内 域 收 仇 , 特别 是 
在 图 上 标 出 的 > 点 收敛 , 从 z = 0 开始 , 并 取 f(0) = 1, 沿 图 上 所 示 两 条 路 径 运 行 
到 z, 很 清楚 , 必 以 两 个 不 同 的 flz) 值 告 终 , 因为 这 两 条 路 径 合 起 来 包含 了 -1 处 的 
支点 . 但 是 咎 级 数 无 法 装扮 成 这 种 性 态 , 因为 它 一 定 是 单 值 的 一 一 唯一 的 出 路 是 ; 
在 单位 圆 盘 外 不 再 收 伍 . 我 们 既然 要 求 权 级 数 为 其 所 不 能 为 , 它 就 只 好 切腹 自杀 相 
谢 ! 所 以 在 单位 圆 外 f(z) ARES AER SU 

这 个 例子 表明 , 支点 和 奇 点 一 样 , 也 是 收 伍 性 的 实 实在 在 的 障碍 . 这 个 论证 相 
当 一 般 地 表明 , 如 果 一 个 名 值 函 数 的 某 一 支 可 以 表示 成 一 只 级 数 ,， 则 其 收 数 圆 盘 不 
能 大 到 包含 此 多 值 钞 数 的 支点 在 内 . 这 就 很 有 力 地 表示 : 尚未 证 明 的 命题 (2.15) 还 
有 如 下 的 进一步 的 推广 : 


车 一 复 函 数 或 一 多 值 函 数 的 一 支 可 以 表示 为 器 级 数 ， 则 其 收 敲 
半径 必 为 由 中 心 到 最 近 的 奇 点 或 支点 之 距离 . (2.27) 


在 本 书后 面 很 远 的 地 方 , 我 们 将 要 发 展 出 证 实 这 一 猜想 所 必须 的 工具 ， 
2.64 具有 两 个 支点 的 例子 


图 2-34a 中 画 出 了 y = f(x) = vi + 的 图 像 , 其 中 平方 根 号 取 正 值 , 它 是 一 
个 双 曲 线 . 二 项 定理 又 给 出 了 一 个 晨 级 数 
f(z) = (1 + x2)3 1+ 52? gtt + Tae ae . 
它 神秘 地 又 只 在 £1 Zee, 图 上 还 形象 地 用 虚线 曲线 表现 了 它 在 此 区 间 外 的 发 


散 性 ; 虚线 曲线 是 将 二 项 级 数 在 x 处 截断 而 得 的 20 次 多 项 式 的 图 像 . 
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图 2-34 


和 前 面 一 样 , 解释 在 COP, ROFL f(z) 变 成 了 二 值 多 值 函 数 f(z) = 
V2 十 1， 它 可 以 写作 f(z) = w(z -ifz 十 让 , 这 使 人 看 得 清楚 ，1fz) 有 两 个 简单 
SORA, 一 个 在 i 处 , 另 一 个 在 -i 处 . 这 些 支点 阻碍 了 该 寡 级 数 的 收 化 性 , 将 其 限制 
于 单位 圆 盘 内 如 图 2-34b 所 示 . 

按 图 2-34b 的 记号 可 以 写 出 


= Jrrzel(®i+62)/2 (2.28) 


这 里 我 们 必须 记 住 , 此 图 只 表现 了 每 一 个 角度 o A Oe 的 (无 穷 个 ) 可 能 值 之 一 . 为 
了 看 出 守 确 为 一 个 支点 , 设 从 图 上 所 示 的 让 和 外 给 出 的 f(z) 值 开始 . 现 令 > 绕 
所 画 的 环 路 工 运动 . 这 时 , (2 十 计时 而 向 前 , 时 而 后 退 , 9。 只 是 在 振动 , 最 后 回 到 其 
RE. 但 (z-i) 转 了 完整 的 一 周 , 0, 增加 了 an. 这 样 当 x 回 到 原来 位 置 时 , (2.28) 
表明 f(z) 并 未 回 到 原 值 , 而 是 变 成 了 


few lz = /Troll tart Oa)/2 _ ein ryrge (Oita) /2 一 ~ foia(z). 


当然 如 果 2 沿 一 个 环 路 绕 -i 一 周 而 不 绕 过 i 时 , 情况 也 如 此 . 

为 了 把 f(z) 分 成 两 个 单 值 支 , 看 来 需要 两 个 分 支 制 口 : 一 个 割 口 Ci 由 i 到 
无 穷 远 (以 防 绕 过 i 处 的 支点 ), HPO CL, 由 相同 理由 , 由 -i 到 无 穷 远 . 图 
2-35a 夯 出 了 一 个 特别 普通 而 重要 的 选择 割 口 的 方法 , 即 用 指向 西方 的 射线 . 如 果 
不 许可 z 越过 制 口 , 可 以 限制 角 0 = argie — i) 取 主 值 , ME -a< o sat. 例 
如 图 2-34b 中 的 角 就 不 是 主 值 , 而 在 图 2-35a 中 的 0 则 是 ， 如果 把 o 也 限制 到 其 
主 值 , 则 (2.28) RER f(z) 的 单 值 的 主 支 , 记 为 F(z), f(z) 的 另 一 支 则 是 -F(z). 

再 回 到 前 面 的 情况 , 其 中 6, 和 外 均 取 一 般 值 而 非 主 值 . 图 2-35b 则 表示 这 样 
的 事实 , 即 只 用 一 个 连接 两 个 支点 的 分 支 割 口 C 即 可 定义 f(z) 的 两 支 . 如 果 把 2 
限于 画 了 阴影 的 连通 区 域 55, 则 它 任 一 个 支点 都 无 法 绕 过 . 但 是 当 2 沿 工 这 样 的 
环 路 旋转 时 ， 它 可 以 同 时 绕 过 两 个 支点 . 这 时 0, 和 负 都 将 增加 Qn, 所 以 (2.28) 表 


T EHE < 多 连通 ， 但 对 名 连通 的 定义 , 2.6.2 节 说 “如 果 此 集 间 中 确 有 空洞 ' 就 是 名 连通 , Be 

“if the set does have holes”, 这 里 使 用 了 复数 , 图 2.35b 的 具有“ 一个" t C, mE” holes” Ai 

以 不 是 包 连 通 . 真正 的 问题 在 于 无 穷 远 点 算 不 算 空洞 ? 它 是 理 奇 点 ? 这 里 没有 讲 , 所 以 更 正确 的 讲法 

是 Ahlfors [1979] 4.2 T “RG” HES REE, Æ S 放 在 扩充 的 复 平面 中 看 ， 它 确 是 
CREAN, ERETT- HAHA tA, 所 以 详 立 内 说 是 连通 , 一 一 ERE 


2.7 对 数 函 数 中 


明 f(z) 将 回 到 原来 的 值 . 这 样 我 们 可 以 在 5 上 定义 两 个 单 值 支 . 最 后 , 我 们 可 以 扩 
展 5 使 其 边界 一 直到 C. 


入 


2.7.1 ”指数 函数 的 逆 


复 对 数 函 数 log(z) 可 以 定义 为 指数 函数 e WA. 更 准确 地 说 , 我 们 定义 log(z) 
为 使 得 elegtsl = 2 的 任意 复数 . 由 此 可 知 [练习 | 


log{z) = ln |z| + iarg(z). 


因为 are(z) DURA SIA. 相互 之 间 差 2r 的 整数 倍 , 我 们 看 到 logie) 是 取 
无 穷 多 值 的 多 值 函 数 , 各 个 值 之 间 相 差 mi 的 整数 倍 . 例如 


log(2 + 2i) = In 2v2 + i(m/4) + 2nni, 


这 里 n 是 任意 整数 . 

如 果 我 们 回 到 图 2-19 所 示 的 指数 映射 , 会 得 到 无 穷 多 个 值 的 理由 就 清楚 了 : 每 
当 z 垂直 上 行 (或 下 行 )2ri, es 就 正 向 (或 反 向 ) 绕 过 完全 的 一 周 而 回 到 其 原 值 . 图 
2-36 则 以 log(2 二 2) 为 例 重新 图 示 了 这 一 点 : 如 果 我 们 任意 地 取 w = ln2v2+iln/4) 
作为 log(2 + 2i) WAMA, 则 当 2 沿 一 个 按 道 时 针 方 向 绕 过 原点 v 周 的 环 路 运动 时 
log(z) 将 沿 一 路 径 从 w 运动 到 w + Qoni. 请 自行 验证 是 否 已 能 ( 粗 格 地 ) 理解 图 上 
画 出 的 章 的 路 径 . 

很 清楚 , log(x) 在 :=0 处 有 一 支点 . 然而 这 个 支点 与 zt 的 支点 很 不 相同 ， 
因为 不 论 我 们 绕 原 点 【例如 按 逆 时 针 方 向 ) 转 多 少 次 , log(z) 永远 不 会 回 到 原来 的 
值 , 而 永远 向 上 运动 . 现在 可 能 懂得 了 我 们 前 面 引入 的 名 词 :“ 对 数 支 点 ". 

zym 的 支点 和 log(z) 的 支点 还 有 一 点 不 同 , 当 z 趋向 原点 (例如 沿 一 射线 ) 
时 , (29/")) 趋向 零 , 但 |log(z)| BAEN, 在 这 个 意义 下 原点 既是 奇 点 又 是 赤 抬 . 当 
然 从 另 一 方面 说 代数 支点 也 可 能 是 奇 点 ; 考虑 (1/ wz) 即 知 . 
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图 9.36 


要 定义 log[z) 的 各 个 单 值 支 , 我 们 从 0 加 无 穷 远 作 一 个 分 支 割 口 . 这 个 割 口 最 
常用 的 选取 法 是 选 为 负 实 轴 . 这 个 有 割 口 的 平面 使 我 们 可 以 把 argi) 限制 为 其 主 
fH Arg(z); 其 定义 为 -n <Are(z) <n. 这 给 出 了 对 数 的 主 支 或 主 值 , 记 为 Logie), 
而 定义 为 


Log(z) = ln |z| + iArg{z). 


例如 , Log(—V/3 -—i) = In2—i(5x/6) Logli) = i(m/2),Log(—1) = in. 注意 , WE z =r 
在 正 实 轴 上 , 就 有 Logrz) = ln(z). 

2-37 表明 了 映射 * 一 w = Log(z) 怎样 把 射线 变 为 水 平 直线 , 而 把 以 原点 
为 中 心 的 圆周 变 为 垂直 线段 , 此 线段 把 高 在 +r 处 的 水 平 直线 连接 起 来 ; 整个 * F 
面 则 变 为 w 平面 上 由 这 两 条 直线 所 围 成 的 水 平 带 形 . 请 后 细 研 究 图 2-37, 直到 感 
SSCA, 完全 放心 为 止 . 你 会 看 到 , 如 果 想 迫使 对 数 成 为 单 值 函 数 , 将 要 付出 代 
价 : 它 在 割 口 处 丧 失 了 连续 性 . 当 z 道 时 针 地 穿越 制 口 时 , w 的 高 度 会 突然 从 x 跳 
到 -r 如 果 我 们 不 希望 w 如 此 跳跃 , 而 是 连续 地 运动 , 就 必须 转 到 对 数 的 另 一 支 
Log(z) + 2mi. 


图 2-37 


限制 只 考虑 对 数 函 数 的 主 支 还 产生 另 一 个 问题 : 这 时 我 们 熟知 的 对 数 法 则 会 失 
败 . 例如 Log(ab) 并 并 不 一 定 等 于 Log(a)+Log(b); WA a = —1,b = i 去 试 一 试 . 然 
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而 , 如 果 我 们 让 对 数 的 所 有 的 值 都 登场 , 则 下 式 一 定 为 真 [练习 ]: 
log(ab) = log(a) + log(b), log(a/b) = log(a) — log(b) 


这 时 , 这 些 式 子 的 意义 是 : 左 方 的 每 个 值 都 包含 在 右 方 可 能 取 的 值 之 中 , 反 过 来 右 
方 所 取 的 每 个 值 也 都 包含 在 左 方 可 能 取 的 值 之 中 . 


2.7.2 HARIM 


如 果 想 求 复 对 数 的 震级 数 , 立即 就 会 出 现 两 个 问题 . 首先 , AAR 
AY, 我 们 能 够 期 望 的 最 多 也 只 能 是 把 log(z) 的 一 个 单 值 支 表示 出 来 ; 我 们 不 妨 就 考 
虑 其 主 支 Log(z). 其 次 , 原点 既是 Logi) 的 奇 点 又 是 它 的 支点 , 所 以 我 们 得 不 到 以 
原点 为 中 心 的 震级 数 ( 即 2” 的 级 数 ); 因此 我 们 试 着 找 一 个 以 z = 1 WAR 
数 ( 即 (z 一 1) 2M AR). [当然 , 任意 其 他 的 非 零 点 都 同样 可 用 .] 记 2 = (x - 1), 
我 们 的 问题 于 是 成 为 把 Log(1 + 2) 展 为 Z 的 项 的 级 数 . 

我 们 以 下 简 记 L(z) =Log(1+2) [甚至 简 记 为 L, 因为 Lo 的 支点 在 > = -1,8 
们 所 能 得 到 的 最 大 收敛 圆 盘 就 是 单位 圆 盘 . 为 求 此 级 数 , 我 们 要 用 到 et = (142) 
这 个 事实 . 回想 一 下 , 由 (2.21) RA, 取 n 为 一 充分 大 的 正 整数 , 则 可 用 [1+(L/n))" 
去 逼近 er 到 任意 的 精确 度 . 这 样 


LY" L 1 
(1+=) se’ =(1+2)31+— (1+ 2). 
n n 


(+z): 在 单位 圆 盘 内 有 n 个 单 值 支 , 但 因 LO) = 0, 我 们 只 需要 (1 + zjln 在 
z=0 处 等 于 1 的 那 一 支 ( 即 主 支 ). 对 此 主 支 应 用 二 项 级 数 , 有 


1 /1 1 jl l 
L l Cs) ee 
人 
Th TL 


Z ie 十 *…'， 


2! 3! 
因此 


(人 
L(z)=z+ es pAn Nn S 
2 3 4 


最 后 , 因为 此 式 当 n 趋 于 无 穷 大 时 变 成 精确 的 等 式 , BOL FAY at ae ow ae 


2 24 g7 zË 
Logil + 2) =2- -7 i 

习题 31 和 习题 32 中 有 此 级 数 的 其 他 求法 . 
可 以 用 比值 判别 法 自己 验证 此 级 数 确 实在 单位 圆 盘 内 收 敏 . 事实 上 可 以 证 明 
[见习 题 11] 在 单位 圆周 上 , 显然 除 > = -1 处 以 外 , 此 组 数 处 处 收 伊 ,， 它 会 给 出 一 


些 很 有 趣 的 特例 . 例如 , + * =i, 再 令 双 方 实 部 和 虚 部 分 别 相 等 , 就 有 


fee, (2.29) 
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. i F 4° t.i 
nesta tetas eS j 
nv2 i 4's Bw wt 
Fsi 11 1 l Lg 
4 3'5 Fg 1i 


请 试 着 验算 一 下 第 一 个 级 数 , 这 里 需要 注意 到 着 z = 1, W In V2 = 3 ln(1 + 2). 
关于 对 数 级 数 有 趣 的 应 用 , 可 见习 题 36~38. 


2.7.3 AFR 
如 果 r 是 实数 , 则 例如 A 可 以 写 为 8? 我们 已 经 习惯 了 , 现在 看 一 下 可 理 
也 对 复 指 数 与 复 对 数 这 样 作 . 就 是 说 , 我 们 要 研究 一 下 是 否 有 可 能 写 出 


sk = ef l), (2.30) 


令 := re, 这 里 8 取 z 之 辐 角 的 主 值 Argl), 于 是 有 


eilog(z) — eBlnrtid) — plnr pid? _ 3,139 _ 53 


但 是 log(z) 的 一 般 的 支 只 不 过 是 Log(z) + 2nai, 其 中 n 是 一 个 整数 , ATLL, 


g? log(=) _ pfni ,3Lag( 2) = om z3 = z7, 


而 不 管 取 的 是 对 数 的 哪 一 支 . 由 同样 的 证 法 , 显然 (2.30) 式 对 所 有 的 整数 让 都 成 
也. 

下 面 再 看 23 的 3 个 支 . 回忆 一 下 , 这 个 函数 的 主 支 [z3] Eyre), 6 仍 表 
示 辐 角 的 主 值 , 所 以 很 容易 验证 edho) = z3], 而 对 数 的 一 般 支 则 会 给 出 


elog(z) — ei [z3], 


这 样 我 们 又 一 次 证 实 了 (2.30) 成 立 , 不 过 它 的 含义 应 理解 为, 尽管 log(z) 有 无 
HEX, 它 却 怡 好 只 给 出 立方 根 的 3 个 支 ; [zet2n/ 3 [zsl,et4s73[zs， 用 同样 的 
推理 , 车 (p/q) 是 一 个 既 约 分 数 , 则 es ME) 恰好 给 出 zs 的 9 个 支 . 

最 后 要 注意 , 即 当 大 = (a + ib) 为 一 复数 时 , (2.30) 元 的 右 方 仍 是 有 意义 的 , 前 
面 取 得 的 成 功 使 我 们 壮 了 胆 : 就 用 (2.30) FAHRE z* 的 定义 . 如 果 在 (2.30) 中 
使 用 log(z) 的 主 支 Log(z), 我 们 就 会 得 到 2) 的 主 支 如 下 (RS): 


[eee = eia+tb)Log(z) = rte bonitad tblinr) 


如 果 2 沿 一 条 环 路 绕 原 点 n 周 , 则 logi) 会 沿 一 条 路 径 从 Log(z) 变 到 Log(z) 十 
2nnmi, zla+tb) 则 沿 一 路 径 从 [21t] 变 成 


x {+ib) = im 一 在 nb (z (atib) | l 
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WÈ b A 0, MAT eo?" 的 出 现 使 我 们 看 得 很 清楚 : 04) 不 管 > 绕 原 点 转 
多 少 周 , 也 永远 回 不 到 其 原来 的 值 . 所 以 这 时 x = 0 是 一 个 对 数 支 点 . 甚至 当 5=0 
时 《只 要 a 是 一 个 无 理 教 ) 也 仍然 是 这 样 . 只 有 当 a 是 有 理 数 时 , z* 才 会 在 有 限 周 
旋转 后 回 到 原 值 . 而 只 有 当 a 是 整数 时 , 2° 才 成 为 单 值 的 . 

作为 本 节 的 结束 , 我 们 对 e: 这 个 记号 的 使 用 要 作 一 个 重要 说 明 ,，“e* ”这 个 记 
号 我 们 总 是 用 来 表示 单 值 的 指数 映射 的 . 但 如 果 把 (2.30) 式 中 的 变量 z 与 常数 天 
对 调 一 下 , 即使 用 (2.30) 来 考虑 ,我 们 就 不 得 不 把 f(z) = k 定义 为 SC 
ar” f(z) = egtsl[ 其 实 这 里 的 “多 值 函 数 ” 与 前 面 讲 的 多 值 函数 不 同 , 所 以 我 们 加 
了 引号 °°, RAB 29]? 但 是 如 果 现 在 令 上 =。 = 2.718 28..…., 我 们 突然 就 会 发 现 著 
PS ARG: 指数 映射 “ez ”只 不 过 是 新 定义 的 “多 值 函 数 "(2.718 28---)* 的 一 支 
[其 他 支 是 什么 ?]. 为 了 避免 这 样 的 温 乱 , 有 些 作 者 宁可 把 “ 单 值 的 ” 指数 映射 ez 写 
成 exp(z). 然而 我 们 还 是 想 保留 原 有 的 记号 , 一 方面 它 很 方便 , 另 一 方面 它 在 历史 
上 又 根深 蒂 固 , 而 作 如 下 的 理解 : e* 颂 理解 为 单 值 的 指数 映射 , 而 不 得 理解 为 “多 值 
E He” (2.718 28...)*. 


2.8 ”在 圆周 上 求 平均 值 * 


2.8.1 质心 


整个 这 一 节 都 是 选读 材料 , 因为 这 里 引出 的 主要 结果 (“高 斯 平均 值 定理 *) 以 
后 还 会 再 次 导出 , 而 且 还 不 止 一 次 . 然而 , 试图 用 最 初等 的 方法 来 理解 这 个 结果 , 多 
是 有 趣 的 又 是 富有 教 益 的 . 

FE n 个 质点 所 成 的 质点 组 , 它们 分 别 位 于 C 中 之 21, 22,-+- ,zn 处 . 车 zj; 处 
HEAREN mj, 这 个 质点 组 的 质 必 (质量 中 心 12 定义 为 


Th a i 
Žaje Why 23 


PA Mij | 


如 果 设 想 没 有 质量 分 布 于 平面 上 , 2 就 是 把 平面 顶 在 站 立 在 此 点 的 一 根 针 上 仍 能 维 
持平 衡 的 位 置 . 
在 本 节 中 我 们 将 设 各 质点 之 质量 相同 , 这 时 质心 就 成 为 各 质点 之 平均 位 置 , 也 
就 称 为 形 心 : 
B» 


这 个 情况 画 在 图 2-38a 上 . 从 这 个 定义 可 以 得 到 的 一 个 直接 推论 是 Dr (z - 2) = 
O 这 里 的 译文 作 了 一 些 变动 , 原 书 提出 的 问题 是 , ez 一 方面 应 该 定义 为 “ 单 值 * 的 指数 映射 , Be (2.30) 
式 又 应 看 作 是 “多 值 的 "这 个 矛盾 如 何 解 姿 ? 一 一 译 者 注 


A= 


RS 


ale 
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0. 换言之 , 由 到 各 质点 的 复数 互相 抵消 . 图 2-38b 画 出 了 这 个 和 的 消失 . ROK, 
FEA 2 具有 这 一 性 质 , 即 把 它 连 接 到 各 质点 的 复数 抵消 , 则 2 必 为 质心 . 


图 2-38 


另 一 个 直接 的 推论 是 , 如 果 把 质点 组 的 各 质点 都 平 称 一 个 b, 则 质心 也 随 之 一 

起 平移 , 即 , 新 质心 将 是 +b 如果 把 质点 组 绕 原点 旋转 , 则 质心 也 是 一 样 一 一 也 
一 起 旋转 . 总 之 ， 

# Z 为 {2j} 的 质心 , 则 faz; 十 的 质心 是 aZ +b. (2.31) 


给 定 第 二 组 n 个 质点 {ZWE Z), 可 以 把 这 两 个 质点 组 成 对 相 加 ， 得 出 
一 个 新 质点 组 {z; + 名}, 容易 看 到 , 新 质点 组 之 质心 是 2+ Z. 特别 地 , 质点 组 
{2 = 2; + iy} 的 质心 Z 是 实 轴 上 的 点 {1;} 之 质心 X ARCA {iy} 的 质 
心 iY ZA X + iY. 

下 一 个 结果 在 本 节 之 未 起 一 个 不 大 的 作用 , 但 以 后 我 们 会 看 到 , 它 还 有 其 他 有 
趣 的 推论 . 质点 组 {z;} Moe H 之 定义 是 : 平面 上 使 所 有 质点 或 在 H 上 或 在 其 
内 的 最 小 的 凸 多 边 形 . 比较 直观 地 看 , 先 在 平面 上 每 个 zj 处 都 箱 上 一 个 小 柱子 , 再 
用 一 根 橡皮 图 把 所 有 的 小 柱子 都 套 住 . 当 把 橡皮 圈 放 松 , 它 就 会 自动 地 收缩 成 所 求 
的 五 (图 2-39a). 这 一 个 结果 就 是 


质心 必 位 于 凸 包 的 H 内 域 . (2.32) 


这 是 因为 , 车 p ÆN H jA, 我 们 会 看 到 由 p 到 各 质点 的 复数 不 会 全 
部 抵消 . 现在 比较 形式 地 来 说 明 这 件 事 , 我 们 先 要 看 到 , 下 面 这 件 事 , 从 视觉 上 看 是 
显然 的 : 经 过 HOMER p 必 可 和 作 一 直线 L 使 得 H 及 其 用 阴影 画 出 的 内 域 全 
落 在 工 的 一 侧 . 由 于 表示 质点 的 那些 复数 全 落 在 工 一 侧 就 能 得 知 这 些 复数 不 可 能 
互相 全 部 抵消 , 因为 车 用 复数 N 表示 工 的 指向 HAA, 则 这 些 复数 在 N 
上 都 有 正 的 分 量 , 因而 不 可 能 互相 全 部 抵消 . 用 同样 的 推理 可 知 , 2 也 不 能 落 在 H 
上 (除非 这 些 质点 共 线 , 这 时 A 缩 成 一 线段 ). 

如 图 2-39b 所 示 , (2.32) 的 一 个 直接 推论 是 


车 所 有 质点 全 在 某 一 国内 , 则 其 质心 也 在 圆 内， (2.33) 


我 们 在 本 节 中 想 要 导出 的 主要 结果 基于 以 下 事实 . 定义 一 个 正 n 边 形 的 “中 
iy” 为 其 外 接 圆 的 圆心 , 则 
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图 2-39 


正 nn 多边形 的 中 心 就 是 其 顶点 的 质心 . 2.34 


由 (2.31), 我 们 可 以 取 n 边 形 的 中 心 为 原点 , 这 时 上 面 的 结论 就 是 : 顶点 之 和 必 消 
k. 如 图 
2-40a 所 示 , 当 n 为 偶数 时 , 结果 是 显然 的 , 因为 这 时 其 顶点 成 对 地 互相 反 号 , 


图 2-40 


Gn 为 奇数 如 图 2-40b, (其 中 显示 了 m = 5 的 情况 ), 解释 就 不 那么 明显 了 . 然 
而 , 如 果 我 们 系统 地 夯 出 Y, 而 且 让 2; 依 道 时 针 方向 排列 , 就 会 得 到 图 2-40c, 而 
答案 一 下 子 就 一 目 了 然 了 : 正 5 边 形 的 顶点 之 和 构成 另 一 个 正 5 边 形 . 此 图 说 明了 为 
什么 会 发 生 这 样 的 事 . 因为 图 2-40b PHARMACIA (20/5), 而 图 2-40c 中 之 
和 的 相继 各 项 夹 角 也 是 (27/5). 很 明显 , 这 个 推理 可 以 推广 到 一 般 的 n( 不 论 为 奇 
或 为 偶 ), 由 此 可 得 (2.34). 习题 40 是 另 一 种 作法 . 


2.8.2 ”在 正 多 边 形 上 求 平 均值 

若 复 映射 Yi >= Fz} 将 m 个 点 的 集合 {z;} 映 为 集合 {wy = Flesh, Wi) Se a 
的 质心 W 可 以 描述 为 f(z) 在 nn 点 之 集合 {z;} 上 的 平均 值 . 我 们 把 这 个 平均 值 写作 
(Flz)) a3 即 


(Fn == > Fla) . 
j=l 


注意 , A fose E AA, 则 它 在 点 的 任意 集合 上 的 平均 值 都 是 c. 
以 下 , 我 们 将 限于 {z;} 为 一 个 正 n 边 形 项 点 的 情况 ; 相应 于 此 , Ue), 也 
将 理解 为 frz) 在 这 样 的 正 n 边 形 顶 点 上 的 平均 值 . 注意 , 如 果 我 们 写 出 f(z) = 
ulz) + iv(z), W 
(f(z) = (ua +i (v(2)),- (2.35) 
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一 开始 我 们 只 考虑 以 原点 为 中 心 的 多 边 形 . 

然后 , 区 别 m 为 正 整数 与 m = 0 两 个 情况 ?来 考虑 f(z) = 2" 在 一 个 正 n 边 
形 上 的 平均 值 . 先 看 正 6 边 形 . 图 2-41 的 中 部 是 一 个 有 阴影 的 正六 边 形 , 四 周 则 是 
其 顶点 在 映射 z,z2…… FHS. 仔细 研究 这 个 图 形 , 看 一 看 你 是 否 能 懂得 发 生 
了 什么 情况 . 如 果 我 们 取 更 大 的 m 值 , 则 同样 的 模式 将 轮换 地 再 现 : z7 就 像 z1, 28 
就 像 x?, 等 等 . 


图 24l 


对 于 我 们 , 这 个 图 形 的 本 质 的 特性 是 ; { 先 看 m 为 正 整 数 的 情况 ,) 除非 m 是 6 
的 倍数 , E 6 边 形 在 zm 下 的 象 总 是 男 一 个 正名 边 形 . | 注意, 我们 认为 两 个 相等 而 
反 号 的 点 成 一 正 2 边 形 , 但 不 认为 单个 的 点 也 算 正 多 边 形 .] 更 准确 些 而 且 一 般 地 
说 ， 
除非 m> 0 为 n 44k, 一 个 以 原点 为 中 心 的 正 n 边 形 在 xm 
下 的 象 是 一 个 以 原点 为 中 心 的 正 N 边 形 , RP N = (n RA m (2.36) 
fon 的 最 大 公约 数 ). Som 是 nn 的 信和 数 , 则 得 是 一 个 单个 点 . 


请 验证 这 个 结果 与 图 2-41 一 致 . 试 一 试 能 否 自 己 证 明 这 个 结果 ， 如果 做 不 下 
去 , 请 参看 习题 41. 再 看 m = 0 的 情况 . 这 时 得 一 定 是 单个 点 1. 

把 这 个 结果 与 (2.34) 综合 起 来 , 就 会 得 到 以 下 的 关键 事实 ; 车 ni > m, 而 且 m > 
0, 则 (z™), =0, 而 在 m =O MA(2"), = 1. 这 一 点 很 容易 推广 , 若 


Pala) = Co a Hes tear" +--+ + ems™ 
是 一 个 一 般 的 m 次 多 项 式 , 则 它 在 一 个 正 nr 边 形 的 顶点 上 的 平均 均值 是 
(Pm(2))}, = (co}n + 1 (2), + ca (27) + ca (23) 十 二 em 人 mm 
如 果 顶 点 个 数 n 大 于 多 项 式 的 次 数 m, 我 们 由 此 即 得 
(Prl2))n = (Cohn = Co = Pm{0). 


二 原 书 没有 分 别 m >0 与 m = 0, 所 以 有 时 结论 不 对 , 在 这 个 小 节 中 ， 凡 将 m = 0 分 开 讨 论 的 地 方 
HERRERAS. 一 一 BREE 
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换言之 , 象 点 的 质心 就 是 质心 的 象 . 用 平均 值 的 语言 来 说 , 这 个 结果 就 是 : 


F n> m> 0, Y-A m 次 争 项 式 在 以 原点 为 中 心 的 正 n 边 形 
顶点 上 的 平均 值 就 等 于 它 在 此 正 n 边 形 的 中 心 处 的 值 Pa(0)、 (237) 


m=0 时 , Po(z) 是 一 个 常 值 映射 = Pl), 所 以 (2.37) 仍 成 立 , 但 其 解释 不 同 . 最 
后 , 我 们 把 此 结果 从 以 原点 为 中 心 的 正 n 边 形 推广 到 以 任意 点 而 非 原点 为 中 心 的 
E n WEE. 当然 , 当 我 们 把 im > 0) 作用 于 这 种 正和 多 边 形 的 顶点 上 时 , BS 
不 成 为 一 个 正名 边 形 . 图 2.42 上 和 画 出 了 24 把 中 心 在 有 处 的 正六 边 形 H 的 顶点 所 
KRAS, 还 有 这 些 顶 点 处 于 其 上 的 圆周 的 草 . 然而 , 这 个 图 也 再 一 次 地 表示 出 一 
个 令 人 吃惊 的 美丽 的 事实 : 象 点 的 质心 仍 是 是 的 质心 之 象 . 图 2-43a EEH TK 
k 到 各 象 点 的 复数 之 和 确实 为 0, 从 而 从 经 验 上 证 实 了 这 件 事 . m = 0 时 , 2 把 任 
意 多 边 形 的 顶点 都 映 为 1. 这 时 , 连接 1 到 和 多边形 顶点 的 象 的 复数 ( 即 1), 当然 为 
0, 而 其 和 也 是 0. 


稍微 扩展 一 下 前 面 所 用 的 符号 , 我 们 可 以 把 "(m > 0) 在 H 的 顶点 上 的 平均 
值 记 为 (2) 7, 则 我 们 想 证 明 的 正 是 《24) ，= kt. 想 要 证 明 2" 作用 于 以 大 为 中 心 
RUE n 边 形 H 的 顶点 这 个 一 般 情况 , 一 点 也 不 更 难 . 首先 要 注意 , H 可 以 由 把 中 
心 在 原点 的 正 n WE H FE k 而 得 . 例子 可 见于 图 243b. 因为 A 的 顶点 z; 被 
平移 到 H 的 顶点 zx; +k E, 所 以 


(e)a = (+ ms. 


但 是 (2+ ky" = DO Ge kT 正 是 一 个 把 0 PRB) 三 的 m 次 多 项 式 . 用 (2.37) 
即 知 , Æ n >m, 则 {zm =k™, ATEKUE. 
m=0W, <2" >y=<1l>y=1=k° SRE, 但 解释 不 同 . 
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推广 导致 (2.37) 的 推理 , 即 知 (2.37) 是 以 下 结果 的 特例 : 


# n> m, H-A m KERMA, Pal) 症 一 个 以 上 为 中 心 的 正 弃 
边 形 顶 点 上 的 平均 值 , 就 是 它 在 此 ni 边 形 中 心 处 的 值 . (2.38) 


2.8.3 ”在 圆周 上 求 平 均值 


最 晚 不 晚 于 阿 基 米 德 的 时 代 , 数学 家 就 已 经 发 现 , 把 圆 看 作 一 个 正 n 边 形 当 n 
趋向 无 穷 大 时 的 极限 , AEEA RRK. 现在 我 们 就 来 用 这 个 思想 来 研究 复 函 数 在 
一 个 圆周 上 的 平均 值 . 

在 一 已 给 的 圆周 C 中 作 一 内 接 正 n WE, 并 令 n BTAAARER, (2.38) 
表明 


一 个 性 意 次 多 项 式 在 圆周 C 上 的 平均 值 都 等 于 它 在 C 的 中 心 处 的 值 . 
(2.39) 
由 (2.35), 任意 的 复 函 数 f(z) = ulz) + iv(z) 在 圆周 C 上 的 平均 值 (ff(z))v 都 
可 以 写成 (f(z = (ulz)o+ilulz). ,使 用 一 个 在 通常 微 积 分 中 就 已 熟知 的 概 
念 , 这 两 个 实 函数 u 和 的 平均 值 都 可 以 用 积分 来 表示 . HOU AB. RA 
半径 , 则 当前 @ 从 0 变 到 on 时 , z= kte” 描 出 了 圆周 C. 这 样 ， 


20 
u 


1 ia L~ 6 
(u(z))>o = Tr | (k + Re" df, (v(z}i-= = | vik + Re™ da. 
可 以 更 紧凑 地 把 它们 写作 


Er 
Ne = 5 | f(k + ReM)ag, 
其 中 的 复 积分 应 理解 为 以 上 的 实 积分 来 计算 . 

再 一 次 用 Pale) 来 记 一 个 一 般 的 m 次 多 项 式 , 则 (2.39) 可 以 写成 一 个 积分 公 


式 
1 


2 
On | 已 -| 天 十 Re™ \dé 一 (Pn (z) c= Pn(k). (2.40) 


例如 , # C 以 原点 为 中 心 , Pn(z) = z™, WH mm > 0 时 , 有 


1 dy f Rm -ir 
("o = zl Rem’ do = 一 一 | [cosmé + isin mé|dé = 0. 


这 与 (2.40) 一 致 ; 当 m =0 时 , WA 


0 1 ¥ 
o> a |, -1 


T 


这 一 点 恰好 说 明 有 必要 区 分 m 为 正 整 数 与 m = 0 两 种 情况 . 
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(2.40) 对 任意 高 次 多 项 式 都 成 并 这 个 事实 立即 表明 , 对 于 私 级 数 它 也 可 能 成 立 . 
我 们 将 证 明确 实 如 此 . 

和 上 面 常用 的 作法 一 样 ， 我 们 只 对 以 原点 为 中 心 的 寡 级 数 给 出 证 明 ， 对 任意 
中 心情 况 的 推广 是 直截了当 的 ， 令 Plz) = Se ee? AR, W Pn(z) = 
Teo Ca 为 其 逼近 和 多项式， 如果 圆周 C 位 于 P) ARAARA, 则 (2.12) Be 
了 以 下 结果 : 不 论 取 实数 es £4, 都 可 以 找到 一 个 充分 大 的 mm, 使 得 在 圆周 C 上 
及 在 其 内 域 中 , Paiz) 均 以 精确 度 < 逼近 Pi). 如 果 我 们 用 Ele) 记 由 近似 值 Pale) 
到 精确 解 P(z) 的 复数 , 则 对 C 上 和 C 内 的 一 切 z 点 均 有 


P(z) = Pm(z)+€(z), 而 |E(z)| < e. 


特别 地 , 在 C 的 中 心 处 上 式 成 立 . 

至 此 我 们 就 可 以 用 平均 值 的 积分 表示 来 研究 (P{z))., T, 但 是 先 考虑 P(z) 在 
AF CHIE n 边 形 上 的 平均 值 更 有 启发 . 一 旦 做 到 了 这 一 点 , 再 令 n 趋向 无 穷 
KETTE (Pleje. 

‘ER, €(z) 把 n 边 形 的 顶点 都 映 到 一 个 以 原点 为 中 心 、e AERA, 
由 (2.33), 或 者 直接 由 1.2.3 节 中 的 广义 三 角形 不 等 式 , 这 些 象 点 的 质心 (Elz), E 
PRAGA. $n 大 于 m, 例如 说 m = (m+ 1), (2.38) 给 出 


(Piz) ma = (Pm(2)) mt 十 十 (zj = Palk) + (E(Z)) m41 
= P(k) + [{E(2)) mar ~ ECR) - 


方 括号 中 的 项 就 是 连接 E( 到 (E(2)) ny 的 复数 , 而 因为 这 两 点 都 位 于 以 < 为 半 
径 的 圆 盘 内 , 连接 它们 的 复数 必定 比 2 更 短 . 最 后 , 因为 方 括号 中 的 项 也 可 解释 为 
连接 P(k) 到 (P(z))w4i 的 复数 , 所 以 有 以 下 结果 : 


Am 取得 充分 大 ,使 在 以 大 SP CHAM C 上 及 其 内 域 中 

Pm(z) 通 近 P[z) 的 精确 度 为 <. 车 在 局 内 作 一 内 接 正 (m+1) (241) 
边 形 , 则 Pie) 在 共 顶 点 上 的 平均 值 (P(2)) ,| 以 精确 度 2e ih 

近 P(k). 


我 们 就 这 样 把 关于 还 近 式 Pele) 的 精确 结果 转变 成 了 关于 精确 的 映射 Plie) 的 近 
似 结果 . 

举 一 个 例子 , 令 C 为 单位 圆周 而 P(z) = e 如 时 我 们 想 在 单位 圆 盘 上 处 处 都 
达到 精确 度 = 0.004, 取 m = 5 即 已 足够 , 即 具 有 如 此 精确 度 的 次 数 最 低 的 多 项 
式 应 是 1 1 1 1 

P(z) = 1+2+4+ ae = 机 2 十 mhi + 可 2 
图 2-44 上 画 出 了 C 在 映射 > 一 e FINS, 还 特别 画 出 了 一 个 内 接 于 C 的 正六 边 
形 顶 点 的 象 . 根据 这 一 结果 , 这 些 银 点 的 质心 与 en = 1 的 差别 不 大 于 0.008 一 一 按 
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此 图 的 大 小 而 言 , 这 样 大 的 差别 是 看 不 出 来 的 . 图 2-45 LEHTE 1 至 六 边 形 
顶点 的 复数 之 和 , 更 是 令 人 信服 地 给 出 了 这 样 的 预测 . 在 画图 的 精确 度 以 内 , 这 个 


和 确实 为 0! 


图 2-44 9-45 


当 = ATEN m 趋 于 无 穷 大 时 取 极 限 , 由 (2.41) 就 得 到 以 下 形式 的 高 斯 平均 
EER, 
SLB f(z) 可 以 表示 为 一 知 级 数 , B-A k Apu, AR 
为 半径 的 图 周 CHF LEARY LSARAA, 则 


(Mao = se [Hk + Reja = f(k). 
这 个 公式 除了 它 的 理论 上 的 重要 性 之 外 , 有 时 也 可 用 来 计算 很 难 算 的 实 积分 . 
学 一个 例 , 图 2-44 的 准确 形式 可 以 给 出 (es)e = e = 1, 而 由 此 可 得 [练习 ] 
B e* 8 cos|sin #]d@ = 2x. 
0 


习题 43 是 这 个 思想 的 另 一 个 例子 . 


2.9 3 题 


. 画 出 圆周 |z - 1| = 1. 用 几何 方法 求 出 此 圆周 在 映射 z 一 z2 下 的 银 的 极 坐标 
方程 . 画 出 象 曲线 , 它 称 为 心脏 线 . 

. 考虑 复 映 射 > w= (z -a)/(z— b). 用 几何 方法 证 明 , 若 将 此 映射 施 于 连接 
a,b 两 点 的 线段 之 垂直 平分 线 , 则 象 是 单位 圆周 . 较 详细 地 描述 当 > 以 匀速 沿 
此 直线 运动 时 w 的 运动 . 

. 考虑 一 族 映射 


i 


by 


ie 


z+ Malz) = 二 一 -， (a 为 常数 ) 


[以 后 会 看 到 这 些 映 射 对 非 欧 几何 是 基本 的 .| 用 代数 方法 做 以 下 各 题 ; 我 
们 将 在 下 一 章 给 出 几何 解释 . 
(i) WEAR MaMa) = = ,换言之 , M, 是 自 道 的. 
(ii) 证 明 Malz) 上 映 单 位 圆周 为 其 自身 . 


pes 


g 


pez] 


oe 


m 
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(iii) 证 明 者 a 位 于 单位 圆 盘 内 , 则 Mal) 上 映 单 位 圆 盘 为 其 自身 . 
提示 : 用 la? = 是 来 验证 


jaz — 1]? — |z — af? = (1 | — |2|?). 


. 由 图 2-7 可 见 , 4g? <p, M r? = Spr + 2g 之 解 全 为 实 的 . Cg? >p 情况 下 


作出 相应 的 图 像 , EEE Se ne Ss Pe a aS SS 


. 证 明 映射 2 2? 使 由 原点 发 出 的 两 条 射线 之 交角 加 倍 . 用 此 导出 双 纽 线 [图 


2-9 之 两 支 必 以 直角 自 交 ， 


. 下 题 是 关于 图 2-9 中 的 卡 西 尼 曲线 的 . 


(i) 再 画 一 个 卡 西 尼 曲 线 的 图 形 , 画 出 与 每 条 卡 西 尼 曲 线 均 交 成 直角 的 曲线 ， 
这 些 曲 线 称 为 原 曲线 族 的 正 交 轨道 . 
(ii) 给 出 一 个 论证 表明 每 一 正 交 轨道 必 通 过 上 1 处 的 焦点 之 一 . 
(iii) 者 把 卡 西 尼 曲线 都 想 作 (22 - 1) 的 模 曲 面 (图 2-10) 之 地 理 等 高 线 , 怎样 
以 此 曲面 来 解释 正 交 轨道 ? 
(iv) 我 们 将 在 第 4 章 证 明 , 车 两 曲线 在 p AO 处 相交 成 角 办 则 它们 在 映射 
zeow=2? PRR YE w= p? 处 以 同样 的 角 由 相交. 由 此 导出 , 当 > 
沿 一 正 交 轨道 由 一 个 焦点 向 外 运动 时 , w = 2? 将 由 ww = 1 出 发 沿 一 射线 
离开 . 
(v) 用 计算 机 画 以 下 的 图 形 在 映射 w= yw PAS: 此 图 形 是 (A) 以 由 =1 
为 中 心 的 圆周 , 以 及 (B) 这 些 圆 的 半径 , 并 由 此 验证 前 一 部 分 的 结果 . 
(vi) W w = u + iv,z = r + iy, R uo 作为 z,y 的 函数 , 写 出 w 平面 上 过 
w= 1 的 直线 方程 并 证 明 卡 西 尼 曲线 的 正 变 轨 道 为 双 曲 线段 . 
画 出 C(z) = (z+ 1z- lfz+1+ 的 模 曲面 的 草图 . 由 此 画 出 卡 西 尼 曲 线 
Ctzj| = const. 的 草图 , 然后 用 计算 机 验证 你 的 答案 . 为 了 回答 以 下 各 题 , 请 记 
住 , 者 R(z) 是 平面 上 的 一 个 实 的 位 置 函 数 , 则 若 对 紧邻 p 处 的 所 有 x 点 (但 
p #2) A Rip) < R(z), W Rip) 为 局 部 极 小 . 局 部 极 大 定义 类 似 . 
0 参照 前 一 习题 , 刚才 画 出 的 卡 西 尼 曲线 的 正 交 轨道 的 意义 是 什么 ? 
(ii) |C(z)| 有 无 局 部 极 大 ? 
(iii) |C(z)| 有 无 非 零 的 局 部 极 小 ? 
(iv) 着 D 是 一 圆 盘 {甚至 是 比较 任意 的 形状 ), Co 在 D 上 的 最 大 值 可 否 发 
EE D 的 内 点 或 者 只 能 发 生 在 D 的 边界 点 上 ? Co 在 D 上 的 最 小 值 
又 如 何 ? 
(v) 车 用 任意 名 项 式 代 替 Cle), 对 这 些 问题 是 否 有 同样 的 答案 ? 对 于 仅仅 知 
道 可 以 表示 为 一 咎 级 数 的 函数 又 如 何 ? 
2.3.2 节 的 (2.10) HAVER, 焦点 在 1 处 的 双 纽 线 的 极 坐 标 方 程 是 r = 
2cos20， 事 实 上 , Bt . 伯 努 利和 他 的 继承 者 研究 的 是 方程 为 r? = cos28 
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10). 


w 


= 


— 
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的 稍 有 不 同 的 双 纽 线 . 我 们 称 它 为 标准 的 双 纽 线 . 

(i) 标准 的 双 纽 线 的 焦点 在 哪里 ? 

(ii) 由 标准 的 双 纽 线 的 焦点 到 其 上 一 点 的 距离 之 乘积 是 和 多少? 
(iii) 证 明 标 准 的 双 组 线 的 笛 卡 儿 方 程 是 


(x? 十 y’)? t g? = y”. 


. 下 面 是 用 实 方法 把 H(zx) = 1/1 +2) 展开 为 中 心 在 z = 大 ARRERA — MK 


尝试 [最 终 没有 成 功 ], 这 就 是 试图 把 吾 (fz) 写成 形 如 A(x) = TA cyXi 的 级 
数 , 而 X = (zk) BRM cj = HO (k)/j'!,HO(k) Æ H A j MERE 
k 点 之 值 . 
(i) 证 明 co = 1/(1 + k?),e. = —2k/(1 + k?) 求 co. 请 注意 求 相继 各 阶 导数 
怎样 变 得 越 来 越 困 难 . 
(ii) 回忆 (或 证 明 ) 两 个 函数 A(x) 和 B(x) FER AB 的 n 阶 导 数 可 由 莱 布 尼 
英 公 式 给 出 ; g 
(AB)™) 三 + (FAG Bea, 


将 此 结果 应 用 于 乘积 (1 + 2?) (oc), 导出 
(1+ k7)H™(k) 十 InkH'™~(k) + nin — 1H" DK) = 0. 


因为 这 个 递 推 关 系 式 的 系数 中 含 n, 所 以 不 能 用 第 1 章 习题 30 的 方法 去 
(iii) 由 上 一 部 分 导出 cj 之 间 有 递 推 关系 式 


{1 + k2)en + 2ken_1+en-2=0 


成 立 , 此 式 确 有 常 系数 . 
(iv) 解 出 此 递 推 基 系 式 并 再 次 得 到 2.3.6 节 的 结果 (2.17). 
考虑 2.3.6 节 的 (2.18) 式 
(i) 证 明 当 此 级 数 的 中 心 有 为 原点 时 , 又 可 得 出 正确 的 级 数 (其 中 没有 r 的 奇 
WFE) 
(ii) 求 天 之 值 使 此 级 数 中 没有 这 样 的 震 X", Hn =2, 5, 8, 11, 14, 用 
计算 机 检验 你 的 结果 . 


. 证 明 以 下 每 个 级 数 均 以 单位 圆周 为 收敛 圆 周 , 然后 研究 它们 在 单位 圆周 上 是 否 


Mey. 用 2.4.1 节 的 图 2-18 的 方法 “ 画 出 级 数 ” 就 可 以 猜 出 正确 的 答案 : 
0 Em 0 Ea a S, 
[利用 (2.29), 注意 第 二 个 级 数 是 -Log(l1 一 2).] 
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12. 考虑 在 单位 圆 盘 内 收敛 于 1/(1 - 2) 的 几何 级 数 P(z) = Dor. RAES 


13. 


项 式 是 Pn(z) = Eio 7. 
(i) 证 明 误 差 E,,(z) 三 |P(z) — Pr(z)| 由 下 去 给 出 : 
pe 


fi — 2) 


(ii) Gz 是 收 敦 圆 盘 内 一 个 定点 , 当 m 赵 向 无 穷 大 时 误差 如 何 ? 

(iii) SEE m, 当 z BAF A z = 1 时 误差 如 何 ? 

(iv) 假设 我 们 想 在 圆 盘 |z| < 0.9 中 通 近 此 级 数 ， 叉 设 可 容许 的 最 大 误差 是 
ce =001. 求 在 该 圆 盘 内 按 此 精确 度 逼 近 Pie) 的 多 项 式 Prl) 的 最 低 次 
数 . 

我 们 已 经 看 到 , E Pale) = 2", WRAN f(z) 的 以 下 无 穷 级 数 于 说 cn,(z)[ 即 

BAM) 的 表示 法 是 唯一 的 . 然而 , 若 Plo 是 任意 的 已 给 的 多 项 式 的 集合 , 这 

个 结果 不 真 . 下 例 取 自 Boas [1987, 33 页 ]( 并 作 了 修改 ), 定义 

z z” 

(n—1)! n! 


Em(z} = 


FPo{z) = —1, P,(z) = (n = 1,2,3,---}, 
证 明 


-2h - Pi + Po t+ 2Pyp4+3.55 ee =e =P 4+2)43P34+4P,4+--: 


. SATB Piz) = Diori 和 Q(z) = Dog: ENA AAI 


多 项 式 Pale) = yao Piz) 和 Qm(z) = LyLo a2’, MR P(z) 和 Q(z) 的 收 
CEES lve R, 和 Ro, 则 这 两 个 级 数 均 在 圆 盘 |z| < r Pauia, 其 中 
r< min{R1, R2}. 如 果 = 是 我 们 在 此 圆 盘 中 可 以 容 丸 的 最 大 误差 , 则 可 以 找到 
充分 大 的 n, 使 得 


Pale) = Plz)+e1(z), Qn(z) = Q(z) + ea(z), 


而 (32) RACER e 因此 证 明 , 只 要 取 充 分 大 的 n, 就 能 以 任意 高 的 精 
确 度 以 [Ph(z) + Qn(z)] 和 Pa(z)Qn(z) PADE [P(z) + Q(z)] 和 P(z)Q(z). 


, 给 出 一 对 以 原点 为 中 心 的 窜 级 数 Piz) 和 Q(z) 之 例 , EAR Pigi) 的 收敛 


圆 盘 大 于 P(z) 和 Q(z) 的 两 个 收 敏 圆 盘 [提示 : 不 妨 用 有 理 函 数 来 考虑 , 例如 
HY [z2/(5 — zs) 引 , 因为 已 知 它们 可 以 用 察 级 数 来 表示 .] 


. 我 们 的 目的 是 对 所 有 负 整 数 m 的 二 项 式 定理 (2.14) 给 出 一 个 组 全 的 解释 . 简 


单 而 又 关键 的 步骤 是 把 mn 改写 为 n 二 _m, 并 把 z 换 成 “> 请 验证 一 下 , 我 们 
想 要 得 到 的 结果 (2.14) 现在 形 为 (1 _ zj-m = Oe, 2", Tc, 则 是 以 下 的 二 
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en (2.42) 
T 


[注意 这 里 说 的 系数 .其实 上 只要 沿 对 角 钱 方向 而 非 沿 水 平方 向 去 读 帕 斯 卡 
三 角形 , 即 可 得 到 这 些 c..] 为 了 理解 此 事 , 考虑 m = 3 的 特例 ,用 (1 一 2)-1 的 
几何 级 数 , 可 把 (1 - zj = 写成 


项 系数 


trt tH] H Ha 2274+ 254.--], 


其 中 。 表示 乘法 . 假设 我 们 想 求 2? 的 系数 co. 从 上 式 中 取出 29 的 方法 之 
一 是 由 第 一 个 括号 取 2, 从 第 二 个 插 号 中 取 27, 从 第 三 个 插 号 取 z2. 

(i) 把 这 一 种 取出 z? 的 方式 记 为 zeze zzzz zz, 其 中 共有 9 个 z 和 两 个 。 
它们 是 用 来 表示 从 哪 一 个 括号 中 取出 z 的 哪 一 次 徊 , [这 个 漂亮 的 想法 得 
自我 的 朋友 Paul Zeitz) 解释 为 什么 co ERRE 11 个 符号 的 可 以 区 
分 的 排列 数 . 注意 一 定 要 弄 明 白 如 果 。 在 一 串 符号 之 首 , 之 末 以 及 一 个 。 
与 另 一 个 。 相 邻 是 什么 意义 . 

(这 由 此 导出 co = (3), 这 与 (2.42) 一 致 

(iii) 推广 这 个 论证 法 从 而 得 出 (2.42) 
17. 以 下 是 上 题 的 归纳 处 理 方法 

i) 写 出 帕斯卡 三 角形 的 前 几 行 , 并 且 圈 出 C), (9. (3) 和 G). RERNA 
(9). 解释 此 事 . 

(ii) 推广 你 的 论证 , 并 证 明 


Ti n=l n= ž n-3 
-CC Cn 
(ii) 设 (1 -z) Y = Se, (M2 已 对 某 个 正 整数 M 成立. 用 (1 一 2)-1 
的 帮 何 级 数 滋 上 式 来 求 出 (1 — 2) MD 由 此 导出 二 项 级 数 对 所 有 人 负 整 
数 蜡 都 成 并 . 
18. 下 面 的 论证 的 基本 思想 来 自 欧 拉 . 先 令 7 为 任意 实数 (可 以 是 无 理 数 ), 并 定义 


AS (") sr 其 中 (7 + 


r=0 


而 (7) 三 1. 由 初等 代数 知道 , Bn 为 正 整 数 , 则 B(z,n) = (1+2)". 为 了 对 有 
SHE UE AA ee BE (2.14), 必须 要 证 明 , 2 p,q 为 整数 , 则 B (z, P) 是 (1+2)! 
的 主 支 . 

(i) 对 固定 的 n, 用 比值 判别 法 证 明 Blz,n) 在 单位 圆 盘 jz| < 1 Ace. 


=] 


1 


20. 


2l. 


22, 
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(ii) Pa, 导出 


B(z,n)B(z,m) = 5 C-(n,m)2", 其 中 C,(n,m) = 3 H ( j hi 


Ai j=0 © 
(iii) 者 m,n 均 为 正 整 数 , 证 明 
B(z,n)B(2z,m) = B(z,n + m) (2.43) 


由 此 得 知 Crin, m) = (E). 但 Gtn,m) A C WF n A m 1B 

为 多 项 式 , 因此 , 它们 二 者 对 无 穷 多 个 [ 正 整 数值 jm 和 n 相等 , 意味 着 它 
们 必 对 m,n 的 所 有 实 值 相 等 , 所 以 关键 性 的 (2.43) 式 对 所 有 实 值 m 与 n 
均 成 立 . 

(iv) 在 (2.43) P$ n= 一 m, 并 对 n 是 负 整 数值 的 情况 导出 二 项 定理 . 

(v) 用 (2.43) 式 证 明 , 着 9 为 一 整数 , W |B (z,3})| = (1 +z), 由 此 导出 
B (z, 2) 是 (1 + z)" 的 主 支 

(vi) 最 后 证 明 , Æ p,q 均 为 整数 , 则 B (2,2) WA (1 + 2)% 的 主 支 


. 证 明 比 值 判别 法 不 能 用 于 求 2.3.6 TP ARERR (2.18) 的 收敛 半径 . 用 根 式 判 


别 法 验证 这 时 R= y1 + 大. 
证 明 : 车 m,n 为 整数 则 Pi cos må cos nédé = 0, 除非 m = n, 那 时 此 积分 值 为 
Tt 类似 地 得 出 尖 于 |， sin mõ sinn9d8 的 熟知 的 结果 . 利用 这 些 事实 , 至 少 形 式 
地 验证 (2.19) 式 . 
在 es MRE S z = re! 然后 令 双 方 实 部 和 虚 部 分 别 相等 , 然后 来 作 以 下 
各 题 . 
(i) 证 明 |eosfsin 印 leses8e 的 傅 里 叶 级 数 是 Soe, seem IEE (sin(sin jesose 
的 傅 里 叶 级 数 . 
(ii) 由 此 导出 , 5 m 为 正 整 数 时 ， i e° *[eos(sin @)] cos mêd = (x/m!). 
(iii) $ 2 = (r/v3) 并 求 出 f(z) =e sinr MRAM. 
(iv) 把 e 和 sinr MRS a A FER f(x) RE LI. 
(v) 用 第 1 章 的 (1.14) AHA n 阶 导数 mo. 把 这 些 导 数 用 于 泰勒 定理 以 
验证 (iii) 中 的 答案 . 
重新 考虑 公式 


站 = = 
e* = lim P,(z), 其 中 P(x) = (a+=) 


(i) 验证 已 (z) 是 以 下 映射 的 组 合 : 平移 n, 收缩 (1/n), FELURI 2 — 


p5 
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(i) 就 1.2.1 节 的 图 1-4, 用 前 一 部 分 画 出 以 -mn 为 中 心 的 圆 弧 以 及 由 -nm 发 
出 的 射线 在 Pa FOR. 
(ii) 令 8 为 > 平面 上 以 原点 为 中 心 ( 且 由 中 心 到 边 有 单位 长 ) 的 正方 形 , 对 相 
“CRA n, 画 出 前 一 部 分 中 的 恰好 位 于 3 内 的 圆 弧 与 射线 . 
(iv) 用 前 两 部 分 来 定性 地 解释 2.4.2 节 的 图 2-19. 
93. 如 果 以 前 没有 这 样 做 过 , 现在 请 用 图 2-26 为 类 比 , 画 出 垂直 的 直线 r= k 在 
ze Ww = COB F 下 的 铺 的 草图 ， 由 此 导出 ， 这 一 双 曲 线 的 渐 近 线 是 argw = +k. 
用 双 曲 线 的 方程 来 验证 此 事 . 
24. HELARAN f(z) = Ve — 1/27. 
(i) 支点 在 哪里 ? 阶 数 是 多 少 ? 
(ii) 为 什么 不 可 能 用 图 2-350 那 种 类 型 的 单个 割 口 来 分 出 一 支 ? 
(iii) 在 一 个 典型 的 点 z, f(z) 有 名 少 个 值 ? 求 出 f(0) 的 各 个 值 , 并 将 它们 画 出 
HE. 
(iv) 在 画 出 的 f(0) 之 值 中 选 定 一 个 , 记 之 为 p, 画 一 个 始 于 原点 同时 也 终于 原 
点 的 环 路 工 , 使 得 若 开始 时 选 f(0) 为 -1, 而 当 e 沿 工 运动 并 回 到 原点 
时 , f(z) 沿 一 路 径 由 -1 变 为 p. 对 f10) 的 其 他 可 取 的 值 也 做 这 件 事 . 
,描述 函数 f(z) = 1/w1 一 站 的 支点 , 最 少 要 用 多 少 个 分 支 割 口才 能 把 f(z) 分 
成 单 值 支 ? 画 一 个 这 种 割 口 的 例子 的 草图 . | 注 : 这 个 例子 在 历史 上 是 很 重要 的 ， 
这 是 由 于 f f(z)dz 表示 双 纽 线 的 弧 长 [ 见 第 4 章 习 题 20], 这 个 积分 (PRA te 
线 积 分 ) 不 能 用 初等 函数 来 计算 一 一 它 是 一 类 新 的 函数 MARRS) 之 一 
例 . 关于 其 背景 和 详情 , 请 参看 Stillwell[1989, 第 11 章 .] 
26. 对 以 下 每 个 函数 f(z), 求 出 然后 画 出 其 支点 和 奇 点 . 假设 这 些 函 数 都 可 以 表示 
为 以 大 WPA ARR | 事实 上 确实 可 以 展开 ], 用 2.6.3 节 的 (2.27) 来 验证 题 
中 给 出 的 收 北 半 径 斑 之 值 
(i) # f(z) =1f(e" -—1)) k= (14-28), M R=1. 
(Gi) 车 f(z) 为 Vz? 一 1 的 一 支 而 k=3i, 则 R=2 
(iii) 车 f(z) 为 vz 一 i/(z 一 1) 的 一 支 而 六 = 一 1, 则 R= V2. 
. 直到 欧 拉 把 复 对 数 的 一 大 团 乱 七 八 粳 的 事情 弄 清楚 之 前 , 复 对 数 都 是 巨大 的 混 
乱 的 来 源 , 举 一 个 例 , 请 证 明 


log{(—z)?] = log|z*] => log{—z) + log(—z) = log(z) + log(z) 


2 


on 


2 


=] 


= 2log(—z) = 2log(z) 
=> log(—z) = log(z) 
这 里 的 论证 错误 何在 ?! 
. 如 果 我 们 在 z = 1 处 令 # 取 主 值 | 即 令 1 = 1), 再 令 以 顺 时 针 方 向 绕 原点 一 
FASE, HE x = -1 处 关 取 何 值 ? 


2 


Ge 


29. 


30. 
4l. 


oe. 


33. 


3d. 
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在 这 个 习题 中 你 会 看 到 : “多 值 函数 "kz 的 性 质 与 前 面 讨论 过 的 多 值 函 数 大 不 
相同 . 对 于 整数 值 n, 定义 In 三 [Log(k) 十 2mzril. 
(i) 证 明 e: 是 k* 的 各 “ 支 "， 
Gi) 设 z 沿 着 始 于 同时 也 终于 z= p 的 任意 环 路 运动 . 如 果 一 开始 取 上 之 值 
为 esp, 则 当 z PIR] p 时 k* 取 何 值 ? 由 此 导出 kr 没有 支点 . 
因为 不 能 通过 绕 环 路 运动 把 k 的 一 个 值 变 为 另 一 值 , 应 该 把 它 的 各 “ 支 " 
[e ,ef-14 elo? el2 看 成 彼此 完全 无 关 的 单 值 函数 的 一 个 无 穷 集 合 . 
HEHH if 的 一 切 值 均 为 实 的 还 有 没有 其 他 的 : 点 使 zi 也 取 实 值 ? 
在 实 变量 情况 下 , 对 数 霸 级 数 原 来 是 这 样 发 现 的 [ 见 下 题 ]: 先 验证 In(1 + X) 可 
以 写成 积分 [六 [1/(1 + zjjdzr, 然后 把 [1/(1 + zj] 写成 z MBM. 最 后 对 你 的 
级 数 逐 项 积分 . [本 书后 面 我 们 能 把 这 个 证 法 推广 到 复 平 面 .] 
下 面 是 对 数 突 级 数 的 另 一 个 处 理 方法 . 和 前 面 一 样 , + L(z) =Log(1+ z), 因为 
L(0) = 0, L(z) 的 军 级 数 必 有 以 下 形式 : L(z) = az + bz? +e + dzt+..-., 把 它 
代入 方程 


二 12 3 4 
l+z=e I++ sb 十 可 了 9 十 Dray 


令 z MARR RASH BH abcd [MAPLAEXANAEAS 一 一 

2 POR SRT LEM Te 一 一 然后 牛顿 把 本 题 的 方法 倒 过 

来 应 用 得 出 ee 的 级 数 式 . 详 见 Stillwell [1989, 108 页 ]. 

(i) 用 图 2-26 讨论 多 值 函数 costz) 的 支点 . 

(ii) 把 方程 w = cos: 写成 e* 的 二 次 方程 , 并 且 解 出 此 方程 , 然后 由 此 导出 
cos-1(z) = —iloglz + Vz? — 1]. [为 什么 不 必 为 根 号 前 的 + 号 操心 ? | 

(iii) WERE 2 沿 一 环 路 绕 过 1 或 -1( 但 不 得 同时 绕 过 二 者 ), 则 |[z + V2? -1] 
之 值 变 为 1/[z + v2? — J]. 

(iv) 用 上 一 部 分 证 明 G) 中 的 公式 与 (0) 中 的 讨论 一 致 

写 出 (1 一 cosz) MUR AAP DAR. 用 二 项 定理 写 出 V1 二 3 的 主 支 的 

以 了 =0 APRA, 再 以 Z = (1 cosz) (LA. 由 此 证 明 , 若 取 Veosz 

的 把 0 映 到 1 的 一 支 , 则 有 


@) Nicholas Mercator 有 两 个 才 卡 托 ， 这 一 位 是 德国 数学 家 ， 生 卒 年 为 1620 一 1687. 其 实 他 的 出 
生地 Eutin SSS, eee Nicholas Kaufmann. Kaufmann BBA, SiT 
LE Mercator， 那 时 交大 有 一 “ 雅 好 *, 就 是 把 自己 的 名 字 "拉丁 化 "， 所 以 他 自称 为 Nicolaus 
Mercator, 后 来 也 就 流传 下 来 了 . 人 最 大 的 贡献 就 是 发 现 了 妈 数 (2.29){ 所 以 (2.29) 又 称 者 卡 托 级 
数 ), 而 时 间 比 发 现 粕 积分 还 早 , 但 还 有 一 位 苏格兰 数学 家 格 利 高 里 (James Gregory, 1638—1675, 
数学 史上 又 有 好 几 个 格 利 商 里 ) 似乎 发 现 得 更 早 , 男 一 位 雪 卡 托 (Gerard Mercator, 1512—1574) 
以 制图 知名 ， 他 出 生 于 荷兰 , 但 一 生 友 部 分 时 间 生 条 在 德国 , UREA. Se 
法 就 是 他 的 直 献 , 而 且 沿 用 至 命 ， 估 们 试 为 他 在 地 理学 上 的 地 位 但 次 于 托 勘 窗 . 他 原来 的 姓氏 Kre- 
mer (RUPE ASM. 也 是 由 此 “ 雅 好 *， 自 己 取 了 个 拉丁 省 字 Gerardus Mercator. 
RPA EE, 以 下 分别 记 为 N. EFL 口 . BES. 一 一 eRe 
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用 计算 机 来 验证 这 个 结果 . 这 个 级 数 在 何 处 收敛 ? 
35. 当 z 趋向 原点 时 (z/ sinz) 趋向 何 值 ? 用 sinz 的 级 数 求 出 (zx/ sinz) 的 以 原点 
为 中 心 的 容 级 数 的 前 几 项 . 用 计算 机 验证 你 的 答案 . 这 个 级 数 在 何 处 收 敏 ? 
36. 考虑 Log(l + ir), 其 中 r 是 士 1 之 间 的 实数 . 由 此 导出 
wo@)-e-Z p22 42 2 4 
tanir) 之 值 在 什么 范围 内 ? 用 习题 31 的 思想 给 出 此 级 数 的 另 一 个 推导 . 
37. (i) 用 几何 方法 证 明 当 x = et BH 6 增加 而 不 断 沿 单位 圆周 旋转 时 , Tm[Log{1 十 
z)| = (8/2), 其 中 日 EA 0 的 主 值 , 即 有 -x < @ <x. 
Gi) FBAR “Ge” AA F(9 其 图 像 见 图 2-46). 以 z= e 代入 对 数 级 
数 (2.29), 并 用 本 题 的 前 一 部 分 导出 以 下 傅 里 叶 级 数 


sin2@ sin3@ sin4é@ 
faite = wis 


F(@) = sin — 


2 3 4 


图 2-46 


(iii) 直接 计算 积分 (2.19) 以 验证 上 式 确 为 傅 里 叶 级 数 . 
(iv) 用 计算 机 画 出 此 人 情 里 叶 级 数 部 分 和 的 图 像 . 当 项 数 增加 时 , 注意 光滑 波形 
之 和 族 本 位 地 收效 于 上 述 锯齿 图 像 . 但 愿 傅 里 时 本 人 能 不 仅 在 自己 的 心灵 
里 面 而 且 也 在 在 屏幕 上 看 见 它 ! 
38. 和 上 题 一 样 , > 日 =Arg(z). 
(i) 用 (2.29) 式 证 明 


ane o 
Gea a a * 7 A 


(ii) 用 几何 方法 证 明 当 > = ce” 沿 单位 圆周 不 断 旋转 时 
1 1+2 ©, [a 
Im { 5Lox | |} = (@ 之 符号 [F]. 


l-z 


(iii) 考虑 周期 性 “ 方 波 ” 函 数 Go 其 图 像 见 图 2-47, 用 本 题 的 前 两 部 分 导出 
其 傅 


D 这 里 的 “ 符 屿 * 二 字 赴 指 符号 函数 aeniea sign(z}), HAS r > o< 0) A 1(-1). 当 z=0 
时 , 可 以 认为 无 定义 . 一 一 评 者 注 


39. 
40. 


Al. 


42. 


43. 


里 叶 级 数 为 


G(6) = sind + sin 38 + iag sin T PENNS 
3 5 T 


最 后 , MALEH (iii) 与 【iv) 两 部 分 . 
证 明 : 即使 质点 的 (E) 质量 不 全 相同 (2.32) 仍 为 真 . 
下 面 是 推导 出 (2.34) 的 为 一 简单 方法 . 着 把 以 原点 为 中 心 的 正 n 边 形 旋转 一 
个 角 由 则 其 质心 2 随 之 旋转 到 ettz. W o= (2n/n) WUE Z = 0. 
为 了 证 明 (2.36) 式 , $ zo, 21, 32,-… ,zn-1 是 正 m 边 形 的 顶点 ( 按 道 时 针 方 向 编 
号 ), 而 C 为 其 外 接 圆周 , 又 令 w = 27 EDA 2; 在 映射 zc w= 2" FLR. 
把 z 设想 为 一 个 质点 而 且 从 29 开始 以 道 时 针 方 同 绕 OC 运动 , WAAR w= z” 
从 wo 开始 以 m 信 于 z 之 角 连 度 绕 男 一 圆周 . 
(i) 证 明 当 z 从 一 个 顶点 旋转 到 下 一 顶点 时 , w 完成 一 周旋 转 的 (m/n). 所 以 
当 z 由 zo 运行 到 ze 时 , w 从 wo 到 ws T kimin) 周 . 
(ii) > wy 是 序列 wi ,twa,:… 中 第 一 个 使 ws = wo 的 点 . 由 此 导出 , 车 (M/N) 
是 (mjn) HEHA, U k= N. HE N = (n RA m 与 n 的 最 大 公约 
数 ). 
(iii) 解释 何以 wy, = w wne = we, 等 等 
(iv) 证 明 wo wi e ,ww_1 互 不 相同 . 
(v) 证 明 Wi, Wi," WN] 人 小生 N 边 形 的 顶点 . 
[请 研究 m = 0 时 本 题 需 作 什 么 修改 .] 
考虑 映射 > w = Pli) 其 中 Pz) 是 一 般 的 n MSMR, nS 2. > Sy 为 
z 平面 上 被 此 映射 映 到 ww 平面 上 的 5 点 的 点 之 集合 ( 即 g 在 此 映射 下 的 原音 ). 
证 明 Su 之 质心 与 9 的 选取 无 关 , 因此 是 此 多 项 式 本 身 的 性 质 . [提示 : 这 是 对 于 
多 项 式 之 根 的 和 的 一 个 熟知 事实 的 另 一 种 看 法 .] 
用 高 斯 平均 值 定理 |M 2.8.3 1] RH cos 在 圆周 |z| = > 上 的 平均 值 . 由 此 导 
出 【并 请 用 计算 机 验证 ), 对 一 切实 值 r 均 有 


2m 
| cos|r cos #) cosh|r sin jd = 2n. 
0 
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3.1 5| 


3.1.1 点 比 乌 斯 变换 的 定义 和 意义 
Se rt ME? ER” 就 是 以 下 形状 的 映射 : 


Dil} 


M(z) = - (3.1) 


其 中 abcd 是 复数 . 这 些 变换 有 许多 美丽 的 性 质 , 而 且 在 整个 复 分 析 中 有 极其 多 
样 的 应 用 . 默 比 乌 斯 变换 尽管 看 来 简单 , 却 位 于 现代 数学 研究 的 好 几 个 活跃 领域 的 
DE. 这 在 很 大 程度 上 是 由 于 这 些 领 域 与 各 种 非 欧 几何 有 密切 的 . 多 少 有 点 奇迹 似 
的 联系 . 非 欧 几 何 已 在 第 1 章 中 隐约 地 提 到 , [这 些 联系 将 是 第 6 章 的 主题 .] 此 外 ， 
这 些 变换 又 与 爱 因 斯 坦 的 相对 论 紧 密 相 关 “! 罗 哲 尔 ， 彭 罗斯 二 士 深入 探讨 了 这 种 
联系 并 得 到 了 引信 注 目的 成 功 ; 请 参看 Penrose and Rindler [1984]. 

这 样 , 虽然 自从 默 比 乌 斯 第 一 次 研究 现在 以 他 命名 的 变换 , 已 经 超过 150 年 了 ， 
但 可 以 公正 地 说 , 他 由 此 展现 给 我 们 的 知识 血脉 之 丰富 , 现在 仍 远 未 穷尽 . 所 以 我 
们 要 以 比 通 前 大 得 多 的 深度 来 探讨 默 比 乌 斯 变换 ， 


3.1.2 与 爱 因 斯 坦 相 对 论 的 联系 * 


想 要 详细 地 探索 这 种 联系 , 既 不 必要 也 办 不 到 , 但 我 们 至 少 可 以 简要 地 指出 默 
比 乌 斯 变换 是 怎样 与 爱 因 斯 坦 的 相对 论 联系 起 来 的 . 

在 这 个 理论 中 , 一 个 事件 的 时 刻 了 及 其 3 SE ELAR (X,Y, 2) 合成 了 4 维 
时 空中 的 单个 4 维 向 量 (T, X,Y,Z). 当然, 这 个 向 量 的 空间 成 分 没有 绝对 的 意义 : 
对 于 空间 中 的 同一 个 点 , 旋转 坐标 轴 就 会 给 出 不 同 的 坐标 (X,Y, 2). 但 是 车 令 两 个 
人 各 取 不 同 的 坐标 轴 , 他 们 仍然 会 得 到 同样 的 ?2 +Y2+ 22 二 ?十 Y? + 22, 因为 

这 个 会 共 值 表示 的 是 由 原点 到 此 点 距离 的 平方 . 

与 此 形成 对 照 的 是 : 我 们 习惯 上 总 以 为 时 间 成 分 了 确 有 绝对 的 意义 . 然而 , E 

因 斯 坦 的 理论 - -一 它 已 经 由 无 数 的 实验 所 证 实 一 一 却 告诉 我 们 并 非 如 此 ， wR 


D mF Ferdinand Möbius, 1790—1565, HHFF. : 

D 区 人 比 乌 斯 变换 也 称 为 “ 战 性 变换 ”、“ 双 线性 变换 ”. “线性 分 式 变换 或 eE" [homography, 此 
词类 见于 计算 机 图 形 学 , ARE: 例如 对 同一 平面 图 形 从 两 个 不 同 视 骨 报 影 , 这 两 张 照 片 的 相 诬 点 有 一 
个 一 一 对 应 . 可 以 证 明 这 个 对 应 可 以 写 为 (3.1), 而 称 为 单 应 变换 . 一 一 译 者 注 ). 

© #& Coxeter [1967] 的 说 法 , 这 种 联系 最 早 是 由 利 伯 昌 (Heinrich Liebmann) 在 1905 年 发 现 的 . 
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两 个 观察 者 ( 设 在 某 一 瞬间 处 于 相同 位 置 ) 以 匀速 作 相 对 运动 , 则 他 们 对 事件 是 否 
同时 发 生 会 有 不 同意 见 , 即 是 说 他 们 不 会 有 同样 的 同时 性 概念 . 此 外 , 他 们 也 不 会 
有 (X? +Y? + 2°) 的 相同 值 一 一 这 就 是 著名 的 洛 伦 英 ”收缩 , 对 于 T? 之 值 同 样 
也 不 会 取得 一 致 , 这 就 是 洛 伦 茨 的 时 钟 变 慢 . 那么 时 - 空 是 理 还 有 绝对 的 方面 使 得 
互相 作 匀 速 相对 运动 的 这 两 个 观察 者 必须 取得 一 致 昵 ? 有 的 : 选 一 个 方便 的 单位 制 
使 光速 在 其 中 为 1, 爱 因 斯 坦 发 现 , 这 两 个 观察 者 对 下 式 的 值 必然 一 致 : 


Ta (RY 4+ 27) 三 了 一 (3 十 2 十 2 


+> REC 就 是 时 - 空 的 一 种 线性 变换 [表示 为 4x4 EE), 它 把 一 个 观察 者 
对 某 一 事件 的 描述 (T, X.Y, 2) 变 为 另 一 观察 者 对 同一 事件 的 描述 (T, X,Y,Z). 换 
一 个 说 法 , £ 就 是 保持 量 T2 — (X74 Y74 27) 不 变 的 线性 变换 , 两 个 观察 者 所 得 到 
的 此 量 之 值 必 定 相 同 . 

现在 设想 从 时 - 空 的 坐标 原点 发 出 一 束 闪 光 一 一 ERRE 3 维 室 间 中 就 是 一 
族 以 原点 为 中 心 的 球面 , 其 半径 则 随 光 速 增加 . 后 来 发 现 , 任意 给 定 的 £ 都 由 它 对 
此 闪光 的 光线 之 效果 完全 确定 . 下 面 是 第 二 个 关键 的 思想 : 我 们 将 在 习题 8 中 解 
释 怎 样 在 这 些 光 线 和 复数 之 间 建 立 起 一 一 对 应 . 所 以 时 - 空 的 每 一 个 洛 伦 茨 变换 都 
诱导 出 复 平 面 上 的 一 定 的 映射 . 我 们 这 样 得 到 的 复 映 射 是 什么 样 的 映射 ? 奇迹 似 的 
答案 是 ; 


相应 于 洛 伦 英 变换 的 复 映 射 就 是 默 比 乌 斯 变 措 ! 反 过 来 , C 上 的 
每 个 默 比 乌 斯 变换 都 给 出 时 _ 空 的 唯一 洛 伦 英 变 换 (3.2) 


甚至 在 专业 的 物理 学 家 中 , 这 个 “ 育 迹 ”也 没有 得 到 它 应 得 的 普遍 认 知 . 

(3.2) 所 展现 的 联系 深刻 而 且 有 力 . 对 于 初学 者 , 它 意 味 着 , 我 们 关于 默 比 乌 斯 
变换 所 确立 的 任何 结果 都 立即 能 在 爱 因 斯 坦 相对 论 中 找到 相应 的 结果 . 此 外 , 这 些 
使 用 默 比 乌 斯 变换 的 证 明 将 被 证 实 比 直接 使 用 时 - 空 的 证 明 潭 亮 得 多 . 

为 了 真正 理解 以 上 所 说 , 我 们 强烈 地 建议 读者 在 读 完 本 章 后 参看 Penrose and 
Rindler [1984, 第 1 章 ] 


3.1.3 ”分 解 为 简单 的 变换 
为 了 弄 清 (3.1) 的 含意 , 第 一 步 我 们 把 M(z) 分 解 为 以 下 的 一 串 变 换 [练习 ]: 


@ Hendrik Antoon Lorentz, 1853—-1928, 荷兰 物理 学 家 , 爱 因 斯 坦 相 对 论 的 伟 志 先行 者 . 
译 者 广 
D 本 书 对 相对 论 的 介绍 虽然 抓 住 了 要 点 , 却 过 于 简洁 , 所 以 除了 作者 推荐 的 Penrose and Rindler [1984] 
以 是 , EAT LSA Feynman [1963, 第 1 46, 第 15 章 |, 此 书 也 比较 好 找 ， 玄 中 甘于 “同时 性 ” 以 
及 "上 时钟 变 慢 ”和 观察 者 的 相对 运动 应 为 名 速 运动 的 话 都 是 译 者 如 的 . —— 译 者 注 
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(i) > z 十 <， 这 是 一 个 平移 


(ii) z= (1/2); 


(ad — be) (9.3) 
ce 


z 这 是 一 个 伸缩 和 一 个 旋转 ; 
(iv) z= 2+ 一 ,这 是 另 一 个 平移 


(ili) z = — 


注意 , F (ad 一 be) = 0, W MW(z) 成 了 一 个 没有 意思 的 常 值 映 射 , 它 把 每 一 点 z 都 送 
ANS (a/c); 在 这 个 例外 情况 下 , 称 M) AS HH. 所 以 , 在 讨论 默 比 乌 
斯 变换 时 , 我 们 恒 设 Mio 是 非 奇 异 的 , 即 (ad — be) £0. 

在 上 述 四 个 变换 中 , 只 有 第 二 个 没有 研究 过 . 这 个 映射 z (1/2) 是 理解 默 比 
马 斯 变换 的 关键 ; 我 们 将 称 它 为 复 反 演 . 下 一 节 将 检验 它 的 许多 引 人 注 目 而 且 强 大 
有 力 的 性 质 . 


3.2 & 演 


3.2.1 ”初步 的 定义 和 事实 


z= Te 在 复 反 演 之 下 的 象 是 (r) = 1 /rje”: 铺 的 长 度 是 厚 长 度 的 倒数 ， 
其 前 度 则 是 原 角 度 的 负 值 . 见 图 3-1a. 注意 单位 圆周 C 之 外 的 点 被 映 到 其 内 , 其 内 
HAMER] C 外 . 


图 3-1 


图 3-1a 还 表明 一 种 特别 有 用 的 途径 , 即 把 复 反 演 分 解 为 一 个 两 阶段 的 过 程 . 
(i) 把 z = re? 先 变 到 一 个 同方 向 但 长 度 成 为 倒数 的 点 ， 即 变 到 (1/r)e? = 
(1/2). 
(ii) 再 作 复 共生 (对 实 轴 反射 ), 这 样 把 (1/2) EA (1/2) = (1/2). 
请 检验 一 下 , 实施 这 两 个 步骤 的 次 序 并 无 关系 . 
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虽然 (这 这 一 步 在 几何 上 无 足 称 道 , 我 们 会 看 到 , (i) 中 的 映射 则 充满 了 惊喜 ; 
它 称 为 ”几何 反 演 或 简称 反 演 . 很 显然 , 单位 圆周 C 在 此 变换 中 起 特别 的 作用 : 反 
演 把 C 的 内 域 和 外 域 互 相交 换 , 而 圆周 C 上 的 点 则 不 动 ( 即 映 到 其 自身 ). 由 此 原 
因 , 我 们 记 此 上 映射 为 z 一 Te(z) = (1/2), 而 且 比 较 精 确 地 称 To 为 “对 C ARE”. 

名 词 上 稍为 精确 一 点 都 是 重要 的 , 因为 如 图 3-lb 所 示 , 可 以 很 自然 地 把 Te HE 
广 为 对 任意 圆周 K (PME g 为 中 心 、RR 为 半径 ) HRR. 很 明显 , 这 个 * 对 到 的 
反 演 *( 记 作 > 一 三 = Tgl) 应 把 K 的 内 域 和 外 域 交 换 , 而 K 上 之 点 则 不 动 . A p 
为 由 g 到 z 的 距离 , 则 我 们 定义 = Trfz) 为 这 样 的 点 , 由 0 到 它 的 方向 与 0 到 z 的 方 
向 相同 , 而 到 g 的 距离 为 {R2/p).( 请 自己 验证 , 这 个 定义 确 有 上 述 的 性 态 .) 

和 通常 一 样 , 请 用 计算 机 经 验 地 验证 我 们 即将 导出 的 关于 反 演 的 许多 结果 . 然 
而 对 这 个 特殊 的 映射 , 可 以 (很 容易 地 ) 做 一 个 机 械 工 具 来 作出 这 个 映射 ; 见习 题 2. 

很 容易 得 出 Irl) 的 一 个 公式 , 虽然 我 们 暂时 还 用 不 着 它 . 因为 连接 g 到 > 和 
q 到 的 两 个 复数 方向 都 相同 , 长 度 则 分 别 为 p A (R?//p), 所 以 (Z—q)(z q) = R. 
REL = BA i ae 

gz + (R? — \gl? 
Tx(z) = PT +q = — y 

举 一 个 例 , HS g = 0, R=1, 我 们 就 再 一 次 得 到 Tele) = (1/2). 

对 圆周 K 的 反 演 Trfz) 和 对 直线 工 的 反射 Re) 之 间 , 有 非常 有 趣 的 相似 
性 (这 个 相似 性 往 下 还 会 深化 ), 见 图 3-2a 和 3-2b. 首先 , L 把 平面 分 成 两 块 , 或 称 
两 个 “分 支 ", 它们 在 其 zfz) FAR; 其 次 , 两 个 分 支 之 间 的 边缘 上 的 每 一 点 在 My 
下 不 动 . B=, RL(z) 是 对 合 的 , 或 称 自 弟 的 , 意 指 RL o i 为 恒 等 变换 , 就 是 使 每 
一 点 都 不 动 的 变换 . 最 后 一 个 性 质 可 以 换 一 个 说 法 , 考虑 一 点 > 及 其 对 工 的 反射 点 
T= Aele) 这 一 对 点 称 为 互 为 “镜像”, 或 称 为 “对 L 为 对 称 ". 对 合 性 说 的 就 是 ; 
反射 会 使 这 一 对 点 对 换 位 置 . 

请 自行 验证 , Trfz) 也 有 这 3 个 性 质 . 此 外 , 图 3-2b 表明 了 一 个 事实 : K 越 大 ， 
Te 在 接近 K 的 小 图 形 上 的 效果 看 起 来 就 越 像 通常 的 反射 [我们 以 后 还 会 解释 这 
一 点 , 但 是 请 用 计算 机 来 亲自 体验 一 下 .] 由 于 这 些 理由 , 还 有 一 些 马上 就 会 讲 到 的 
理由 , 时 常 也 称 Tr(z) 为 对 园 周 的 反射 , 而 z AF = T(z) 这 一 对 点 称 为 对 玉 对 称 . 

我 们 再 举 出 反 演 的 两 个 简单 性 质 来 结束 这 一 小 节 , 其 第 一 个 将 是 以 下 的 研究 的 
跳板 . 我 们 用 记号 [ed] 来 代表 c,d 两 点 的 距离 e-d. 我 们 希望 这 样 做 不 会 引起 任 
BH, 加 一 个 方 括号 是 为 了 提醒 [ed 并 不 是 复数 e 与 d HRR. 

图 3-2c E, a A b 是 两 个 任意 点 , & = Tx (a) Alb = Te (b) 是 它们 对 KK 之 镜像 
由 定义 [ga][g 可 = R? = [gdl[qb], 所 以 


(3.4) 


[ga] /{qb] = [qbl/ladl. 


T 在 老 的 立 献 中 时 常 称 之 “半径 倒数 变换 
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再 加 上 公共 和 agb = Zagh, 即 得 


若 对 一 以 g AP cs 64 4 IR a Fo b A G ob, 
则 三 角形 agb 与 agb 相似 . (3.5) 


第 二 个 性 质 是 求 两 点 的 间隔 [ab] 与 其 反 演 和 象 的 间隔 a HR. 利用 (3.5), 有 
[ab /[ab] = [gbj/[ga] = R? /[ga]lqb] 
所 以 , 象 点 的 间隔 [50| 可 由 下 式 给 出 : 


7 72 
aà = (g) lal (3.6) 
3.2.2 ”圆周 的 保持 


现在 先 来 检验 Te 对 于 直线 的 效果 , 然后 再 看 它 对 圆周 的 效果 . 若 一 直线 工 经 
过 天 的 中 心 9 则 Zk ERA AS, 这 件 事 写 作 Te (L) = L 这 当然 不 是 说 
工 上 的 每 一 点 都 不 动 , 因为 Tk 把 工 在 天 内 域 与 外 域 的 两 部 分 互相 对 换 ; L 上 仅 
有 的 保持 不 动 的 点 是 上 与 K 的 两 个 变 点 . 

但 如 果 考 虑 不 一 定 过 4 的 一 般 直 线 L 事情 就 有 趣 多 了 . 图 3-3 提供 了 一 个 惊 
人 的 答案 : 


车 直线 上 不 经 过 天 的 中 心 gq HEK 的 反 演 
把 工 映 为 一 个 经 过 g 的 圆周 (3.7) 


图 上 4b > 上 的 任意 点 , 而 a Li qg 的 垂 线 之 变 点 . 由 (3.5), Zqba = qab = 
(x/2) 所 以 5 位 于 一 个 以 ga 为 直径 的 圆周 上 . 证 毕 . 附带 请 注意 , 此 圆周 在 9 处 的 
切线 平行 于 L. 

注意 , (3.7) 中 完全 没有 提 到 K 的 半径 R 所 以 你 可 能 以 为 在 图 3-3 上 我 们 有 
意 地 选 RE K 5 LAAX 如 果 KK 确 与 L 相交 ,情况 又 会 如 何 ? 请 验证 , 尽管 那 
时 图 形 看 起 来 与 现在 有 些 不 同 , 上 述 的 几何 论证 却 仍然 可 用 而 不 需 任 意 改动 . 
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图 3-3 


现在 我 们 对 (3.7) 何以 不 依赖 于 KK 之 大 小 给 出 一 个 不 太 直 接 但 却 更 有 启发 性 
的 理解 方法 . 我 们 要 证 明 , 如 果 此 结果 对 某 个 以 9 为 中 心 (半径 为 Ri) 的 圆周 K 
成 立 , 则 它 对 任 一 个 以 g 为 中 心 (半径 为 Ro) 的 圆周 Kz ER. 
令 2 为 任意 点 , 而 A = Ir (z), 加 = Irl 显然 9 到 如 ,如 的 方向 都 与 g 到 
z 的 方向 一 致 , 很 容易 验证 , 它们 到 9 的 距离 之 比 与 :的 位 置 无 关 : 
[g%2]/{921] = (R2/ R1)? = 记 作 Ek 
所 以 
Ir, = Pj o Ik, (3.8) 
这 里 的 “中 心 伸缩 "Pe [ 见 1.4.4 节 ] 就 是 把 平面 (以 g 为 中 心 ) 伸缩 一 个 因子 k. 由 
此 可 知 , 如 果 (3.7) 对 Ay 对 立 , 则 它 对 Kz 也 成 立 [练习 ]. 
再 看 图 3-3, 既然 Tk 是 对 合 的 , 它 就 只 不 过 是 把 直线 与 圆 徙 此 掉 换 , 所 以 任 一 
个 过 qg 的 国 周 之 象 必 为 一 不 过 9 的 直线 . 但 是 一 个 不 过 4 的 一 般 的 圆周 C 又 如 何 ? 一 
开始 , 设 C 不 把 g 会 于 其 内 域 中 . 图 3-4 给 出 了 一 个 美丽 的 答案 ; 


S-HAC 不 经 过 天 的 中 心 g 则 对 K 的 反 演 映 C 为 另 一 个 
也 不 过 9 的 圆周 . (3.9) 


这 个 基本 的 事实 时 常 被 说 成 是 : 反 演 “保持 圆周 ”. 

由 (3.8) 可 知 , Æ (3.9) 对 某 个 K 成 立 , 则 对 任意 选 定 的 乓 它 也 成 立 . 所 以 我 
们 可 以 方便 地 选 K 使 C 售 于 其 内 域 如 图 3-4 所 示 . 这 里 a 和 4 是 CC 的 某 直 径 的 
端点 , 所 以 它们 对 C 上任 一 点 ec 必 张 一 直角 . 为 了 理解 (3.9), 先 用 (3.5) 来 验证 图 
上 一 对 黑色 的 角 (和男 一 对 灰色 的 角 ) 分 别 相 等 . 然后 再 看 三 角形 abc, 注意 它 在 a 
处 大 色 的 外 和 角 等 于 它 在 此 三 角形 中 的 两 个 内 和 骨 之 和 , B e 处 的 直角 和 b HRA 
的 和 . 利用 两 黑 角 相等 即 知 Lac6 = (x/2), 从 而 a,b 是 经 过 5 的 一 个 圆周 的 直径 的 
端点 . 这 样 , 我 们 就 在 C TEAS q 的 情况 下 证 明了 (3.9), 剩 下 的 请 自己 验证 . 同样 
的 推理 在 C 包含 g 的 情况 下 也 给 出 同一 结果 . 

结果 (3.7) 事实 上 是 (3.9) 的 一 个 特殊 的 极限 情况 . 图 35 上 画 出 了 一 条 直线 
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L, 其 上 最 接近 反 演 中 心 q 的 点 p 以 及 一 个 在 p 点 切 于 工 的 圆周 CC 在 其 半径 
趋 于 无 穷 大 时 趋 近 于 L 而 其 象 圆周 C= Irla 则 趋向 一 过 g 的 圆周 . 


以 后 我 们 能 给 出 一 个 更 清楚 的 方式 , 以 看 出 (3.7) 和 (3.9) 只 是 同一 结果 的 两 
个 方面 . 


3.2.3 ”用 正 交 圆周 构 作 反 演 点 


考虑 图 3-6a, 圆周 C 与 反 演 圆周 K 在 ab 两 点 交 成 直角 . 换 名 话说 , C E a 

点 (举例 而 已 ,5 也 一 样 ) 的 切线 了 必定 过 了 对 天 作 反 演 后 , a,b 都 不 动 而 了 则 变 

为 其 自身 . 所 以 C 的 象 仍 是 一 过 a b 的 圆周 而 且 仍 正 交 于 K. 然而 只 有 一 个 贺 
有 此 性 质 , 那 就 是 C 本 身 . 这 样 

在 对 KK 的 反 演 下 , 每 个 正 交 于 K 的 图 必 映 为 自己 . (3.10) 


图 3-6a 上 画 出 了 两 个 直接 的 结果 . 首先 , C 所 包围 的 圆 盘 被 映 为 其 自身 .而 由 K 
划分 出 的 有 阴影 的 一 块 与 画 了 斜 线 的 一 块 互相 对 换 . 其 次 , 由 9 到 C 上 一 点 z 的 
直线 必 与 C 第 二 次 相交 于 反 演 点 Z. 

另 一 个 结果 (本 小 节 的 关键 结果 ) 是 图 3.6b 上 的 几何 作 图 法 . 请 自行 验证 . 


z4 KARR 7 AREA se 而 且 正 交 于 K MRSS. 
注意 , 图 3-6a 中 的 作 图 法 具 是 以 上 所 述 的 一 个 极限 情况 , 其 中 有 一 个 圆 的 半径 
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趋向 无 穷 大 而 变 成 了 过 9 的 直线 . 习题 1 中 还 有 反 演 点 的 几何 作 图 的 其 他 不 太 重 
要 的 作法 . 

上 面 提 到 的 对 KK 的 反 演 与 对 直线 L 的 反射 的 类 比 现在 深化 了 , 因为 > 对 工 
的 反射 Z= Rele) 可 以 恰好 用 同样 作 图 法 作出 , 见 图 3-7a. 注意 , 连接 z 和 这 的 线 
段 正 交 于 L 而 其 与 了 之 交点 p 距 z Mz BH: [pz]/[p 习 = 1. 


图 3-7 


图 3-7b 则 表现 出 了 , LE p 附近 的 一 段 可 以 用 一 个 在 p WF L RR 
K 来 通 近 . 这 里 了 = Irl) 和 前 面 一 样 , 是 同一 点 z 在 对 K 的 反 演 下 的 象 . 你 会 
看 到 , 这 两 个 图 基本 上 没有 什么 区 别 . 更 准确 地 说 , 当 K 的 半径 趋 于 无 穷 大 时 , 对 
K 的 反 演 就 变 成 了 对 LERH. 特别 是 , [pz]/[p 引 BF 1, 或 者 与 此 等 价 , 我 们 说 
[p 引 “最 终 等 于 " pz]. 这 样 我 们 就 可 以 理解 , 在 图 3-2h 中 发 生 的 到 底 是 什么 事 . 

我 们 也 能 从 代数 上 来 验证 这 个 结果 . 然而 , 我 们 还 是 先 从 几何 观点 来 看 . 这 时 
可 以 看 到 , 只 须 对 一 条 特别 选 定 的 L 以 及 其 上 特别 选 定 的 一 点 p 来 证 明 这 个 结果 
就 够 了 , PRAT LRA p. 于 是 以 g = iR 为 中 心 、R 为 半径 的 圆 
E K 在 p 点 切 于 工 . 利用 (3.4), 我 们 可 以 得 到 [练习 ] 

T(z) = Ta 
这 样 , 当 RFRA, 我 们 发 现 Tk(z) 最 终 等 于 MR, (2) = 2. 这 就 是 我 们 想 要 
证 明 的 . 

下 面 是 看 这 个 结果 的 另 一 种 方式 . 我 们 不 令 k RETRA, 而 令 > 越 来 越 接 近 
一 固定 大 小 的 圆周 K 上 的 任 一 点 p. Tit z 从 什么 方向 趋 近 于 p, Irele) BEAST 
Rr(z), 这 里 全 是 天 在 pp 处 的 切线 . 

我 们 仍 可 用 以 上 等 式 并 用 代数 方法 得 出 这 一 点 . 如 果 R 是 固定 的 , H |z| < R, 
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则 [练习 ] 


R R 
所 以 , 当 2 E p = 0 时 , Tig (z) 最 终 等 于 Ril) = 2, 即 对 于 K 在 p 处 的 切线 的 
反射 . 


3.2.4 FABRE 


我 们 从 讨论 “ 角 的 保持 ”是 什么 意思 开始 . 图 3-8 的 中 部 是 两 条 交 于 p 点 的 曲 
线 51,52. 如 果 它 们 在 p 点 充分 光滑 , 就 可 以 作出 它们 在 p 点 处 的 切线 区, Ts. 我 
们 现在 定义 p 点 处 “由 51 到 Sy AA” EAT aT 的 锐角 8. 这 样 , TARA 
曲线 作 任 意 光 滑 的 变换 , 则 象 曲线 在 p 点 之 象 处 仍 有 切线 , 所 以 由 它们 之 一 到 另 一 
曲线 也 有 适当 定义 的 角 . 


图 38 


MRA ARMAS AAS ARMAS RRMA HAE p 点 的 相应 角 相 
等 , 我 们 就 说 这 个 变换 保持 p 点 处 的 角 . 完全 有 可 能 这 个 变换 保持 某 一 对 过 p 的 曲 
线 之 角 , 但 不 保持 每 一 对 过 p 的 曲线 之 间 的 角 . 然而 , 如 果 这 变换 保持 每 一 对 过 p 
的 曲线 之 间 的 角 , 我 们 就 说 它 在 点 是 共 形 的 变换 . 我 们 要 强调 一 下 , 这 里 所 谓 共 形 
是 指 角 度 的 大 小 与 符号 均 得 到 保持 ; 图 3-8 右 方 就 是 一 个 共 形 的 变换 . 如 果 相 反 , 在 
p 凡 的 角 被 映射 为 只 有 大 小 相同 而 符号 相反 的 角 , 就 说 此 变换 在 p 点 是 反共 形 的 ; 
如 图 3-8 左 方 就 是 .如 果 此 映射 在 它 有 定义 的 区 域 之 每 一 点 都 是 共 形 的 , 就 称 之 为 
一 个 共 形 映 射 ; 如 果 在 每 一 点 都 反共 形 , 就 称 它 为 一 个 反共 形 映射 . 最 后 , 如 果 一 映 
射 只 知道 它 能 保持 角 的 大 小 , 而 不 知 它 是 否 也 保持 其 定向 , 就 称 它 为 一 等 角 映 射 

很 容易 想到 一 些 具 体 的 映射 为 共 形 的 或 反共 形 的 . 例如 , 平移 z 一 (z +c) 是 
共 形 的 , 平面 的 旋转 和 伸缩 z azla 关 0) 也 是 . 另 一 方面 , > z 和 对 直线 的 反射 
一 样 , 都 是 反共 形 的 . 反射 与 对 圆周 的 反 演 的 类 比 , 现在 更 加 深化 了 , 因为 


对 圆周 的 反 演 是 一 反共 形 映射 . 


为 了 看 出 这 一 所 , 请 看 图 3-9. 此 图 表现 了 一 个 事实 , 即 已 知 任 一 不 在 K 上 之 
Roz, AHR AR ee Mart z MAS K 正 交 .[ 纵 定 此 点 和 此 方向 , 能 想 
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出 怎样 作出 此 圆周 吗 ? ] 

如 图 3-8 所 示 , 设 两 曲线 S Al So Æp 点 相交 而 它们 在 p 点 的 切线 为 Ti, Ta, 
HT 2 的 角 为 8. 为 了 弄 清 这 个 角 在 对 K 之 反 演 下 会 怎样 , 我 们 用 过 p 的 两 
个 圆周 代替 51, So, 但 要 求 这 两 个 圆周 在 p 点 的 方 同 应 与 S1, S: 相同 , MAS K IE 
Ae. 这 种 圆周 是 唯一 的 , 而 且 在 p 处 的 切线 就 是 TnT ME 3-10a. 因为 对 K 的 
反 演 把 这 两 个 圆周 都 映 为 自身 , E p= Te(p) 处 的 新 角 为 -6, 问题 解决 . 


图 310 


图 3-10b 则 表现 J z= (1/2) 对 角 的 效果 . 因为 这 个 映射 等 价 于 先 对 单位 圆周 
FRW, 再 继 以 对 实 轴 作 反射 (二 者 均 为 反共 形 的 ), 我 们 看 到 它们 的 复合 就 是 把 角 
度 的 定向 翻转 二 次 使 之 回复 到 原 值 : 

复 反 演 z (1/2) 是 共 形 的 . 


用 同样 的 推理 , 可 以 一 般 地 得 出 
WAA [对 直线 或 圆周 的 ) 反射 之 复 各 是 一 共 形 映 射 ， 而 奇才 小 
这 种 反射 之 复 各 则 是 一 反共 形 映射 . 

3.2.5 ”对 称 性 的 保持 


考虑 图 3-11a, 其 上 有 关于 一 直线 工 对 称 的 ab 两 点 , 若 对 一 直线 M 作 反 射 映 
a AT, Wob ELA L URRY, Saa b ATSR LARRA. 简 而 
言 之 , 对 直线 的 反射 能 保持 对 直线 的 对 称 性 . 


116 第 3 章 默 比 岛 斯 变 措 和 反 演 


图 3-11 


我 们 现在 要 证 明 , 对 圆周 的 反射 也 保持 关于 圆周 的 对 称 性 : 


Sob HkF—-AAK 对 称 , 则 它们 在 对 任意 圆周 J 的 反 演 之 象 

Gb 关于 K 的 反 演 象 K 仍 对 称 . 
为 了 懂得 这 一 点 , 首先 要 注意 , 因为 反 演 是 反共 形 的 , (3.10) 就 只 是 以 下 更 一 般 的 结 
果 之 特例 ;: 


反 演 上 映 任 一 对 互相 正 交 的 图 周 为 另 一 对 正 交 国 周 ， 


当然 , 如 果 有 一 个 圆周 经 过 反 演 中 心 , 则 其 象 是 一 直线 . 然而 , 如 果 我 们 把 直线 仅仅 
看 成 是 具有 无 穷 大 半径 的 圆周 , 则 以 上 结果 不 需 加 任何 说 明 仍然 为 真 . 

保持 对 称 性 这 个 结果 现在 就 很 容易 懂 了 . 见 图 3-11b, 因为 a,b 是 关于 K 的 对 
称 点 , 所 以 过 a,b 有 两 个 虚线 画 的 圆周 都 正 交 于 K, 它们 在 对 J 的 反 演 下 的 象 也 就 
同样 正 交 于 K, 所 以 虚线 圆周 的 象 { 仍 用 虚线 圆周 表示 ) 必 交 于 两 个 点 , 而 这 两 点 
KF KK 也 对 称 . 


3.2.6 ”对 球面 的 反 演 


对 于 3 维 空间 中 一 个 球面 SERA R 中 心 为 o) 的 反 演 Ts 显然 可 以 定义 如 
F: Bp 为 空间 一 点 , 离 Y 之 距离 为 p, 则 Teip) 是 这 样 一 个 点 , 从 gq 点 到 它 的 方向 
与 到 p 的 方向 相同 , 而 离 g 之 距 岛 为 (Pin. 我 们 想 要 解释 的 是 , 这 不 是 为 推广 而 
推广 ; 很 快 就 会 看 到 , 这 个 3 维 的 反 演 怎样 为 C 中 的 2 维 反 演 给 出 了 新 的 视角 . 

不 需 多 费力 就 可 以 把 以 上 对 于 圆周 的 反 演 的 绝 大 多 数 结果 推广 到 对 球面 的 反 
演 . 例如 , 重新 考虑 图 3-3. 如 果 我 们 把 这 个 (空间 ) 图 形 绕 经 过 g 点 与 a 点 的 直线 
旋转 , 就 会 得 到 图 3-12, 其 中 反 演 圆周 K 扫 出 了 一 个 反 演 球面 5, 而 直线 工 经 过 旋 
转 扫 出 平面 工 . 于 是 我 们 得 到 以 下 的 结果 : 


在 对 以 g 为 中 心 的 球面 的 反 演 下 ,一 个 不 包 会 9 点 的 平面 开 被 映 成 
一 个 包含 g 点 的 球面 II 其 在 gd 点 的 切 平 面 平 行 于 IL 反之 , 一 个 包 (311) 
9g 会 点 的 球面 了 则 被 映 为 一 平面 0, 而 与 此 球面 在 qg 点 的 切 平 面 平行 . 


由 同样 的 论证 可 知 , 若 将 图 3-4 绕 经 过 g 和 a 的 直线 旋转 , 我 们 会 发 现 
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在 对 球面 的 反 演 下 ， 一 个 不 把 反 演 中 心包 含 于 其 内 域 的 球面 将 

被 映 为 另 一 个 也 不 包含 反 演 中 心 于 其 内 域 的 球面 . 
这 个 结果 立即 告诉 我 们 空间 中 的 圆周 在 对 球面 的 反 演 下 发 生 什 么 事 , 因为 这 样 的 圆 
周 可 以 看 作 两 个 球面 的 变 线 . 这 样 , 我 们 就 很 容易 地 导出 以 下 的 结果 [练习]: 

在 对 球面 的 反 演 下 , 一 个 不 过 反 演 中 心 9 HAAR C 的 象 是 另 一 


个 也 不 经 过 9 的 轿 周 . SC 经 过 g, 则 其 象 是 一 条 与 C 在 9 处 (3.12) 
的 切线 平行 的 直线 


图 312 


对 圆周 的 反 演 与 对 直线 的 反射 的 密切 关系 也 得 到 保持 : 对 平面 的 反射 是 对 球 
面 的 反 演 的 极限 情况 . 由 于 这 个 原因 , 对 球面 的 反 演 也 称 为 “对 球面 的 反射 ". 特别 
重要 的 是 以 下 事实 , 即 这 种 3 维 反 射 仍 保持 对 称 性 ， 

令 K 为 一 平面 或 球面 , a,b 是 关于 K 的 对 称 点 . 在 对 性 一 平面 
或 球面 的 3 锥 反射 下 ,a 与 b HBR K Hg (3.13) 


我 们 现在 来 描述 一 下 导出 这 个 结果 的 步骤 ; 这 些 步骤 很 类 似 于 导出 2 维 对 称 性 得 
以 保持 这 一 结果 的 步骤 . 
如 果 将 图 3-6a 绕 连 接 K 与 C 的 中 心 的 直线 旋转 , BIA 


在 对 球面 乒 的 反 演 下 , 每 个 正 交 于 久 的 球面 均 被 映 为 其 自身 . (3.14) 
当 我 们 说 到 两 个 球面 “ 正 交 ”时 , 即 指 它们 在 两 球面 交 线 的 那个 加 上 各 点 处 的 切 平 


面 都 正 变 . 然而 , 为 了 更 容易 地 得 出 上 面 的 结果 , 我 们 把 这 个 3 维 的 结果 用 2 维 的 
语言 重 述 如 下 : 
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& 5),So 为 相交 球面 C1,Ca 为 它们 在 一 经 过 两 个 球 心 的 平面 
DEREKA. 则 Si 与 52 当 且 仅 当 Ci 与 C2 为 正 交 时 才 
EMER. 


见 图 3-13. 这 个 图 能 帮助 你 看 到 , 如 果 限 制 在 O E, 则 对 S 的 3 维 反 演变 成 了 对 
于 Ci 的 2 维 反 演 . 这 样 看 待 球面 反 演 的 方法 使 我 们 能 很 快 地 推广 早 前 的 结果 . 


A LE eee — mas = =- 一 一 — m a 


POE EEN 


3-13 


例如 , 回 到 图 3-6b, 我 们 发 现 一 一 请 确定 你 也 看 到 了 这 一 点 一 一 者 p 在 工 
E, 则 p = Ig, (p) 是 两 个 圆 的 第 二 个 交点 ， 一 个 圆 就 是 Ci, 男 一 个 和 Ca 一 样 : (i) 
也 在 TIE, (ii) EZF Cy, (iii) 也 经 过 p. 

其 次 , 设 把 图 3-13 中 的 51, So 都 对 第 三 个 球面 K 作 反 演 . 取 I 为 经 过 9 ,5。 
AK 的 球 心 的 唯一 平面 , 而 C 为 KK 交工 而 得 的 大 圆 . AAT ROL 和 Co AE 
FEA, AA (3.14) 其 实 是 以 下 结果 的 特例 (ARS): 


正 交 球面 反 演 为 正 交 球面 . (3.15) 


我 们 在 这 里 把 平面 看 成 球面 的 极限 情况 . 
把 这 些 事实 合并 起 来 , 我 们 就 能 看 出 (3.13) AR. 


3.3” 反 演 应 用 的 三 个 例子 


3.3.1 ”关于 相 切 圆 的 问题 


作为 第 一 个 问题 请 看 图 3-14. 图 中 设想 已 给 出 两 个 在 g 点 相 切 的 圆周 A 和 B. 
如 图 作 一 个 圆周 Cu 与 4 和 B 相 切 而 且 其 圆心 位 于 连接 4 和 B 之 圆心 的 水 平 直 
线 工 上 . 最 后 , fF CO), C2, 等 等 , 使 Cai 切 于 Cn UR AM B. 
图 形 显示 出 这 一 串 圆 周 有 两 个 引信 注 目的 结果 . 
. 这 一 串 圆 周 Co, Ci, Cs 等 的 切 点 都 位 于 一 个 圆 (虚线 ) 上 , 此 圆 在 g 点 切 于 
A Al B. 
© 车 C 之 半径 为 yn, M Cn LAOR L 之 高 度 为 2nr,. 图 上 画 出 了 Cs 的 
高 度 . 
在 往 下 读 之 前 , 请 试 一 下 能 否 用 常规 的 几何 方法 证 出 哪怕 一 个 结果 . 
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图 314 


用 反 演 却 能 把 这 两 个 结果 用 漂亮 的 一 击 全 证 出 来 . 图 3-14 上 只 画 了 一 个 以 4 
AULT BIE Cs 的 圆周 K. 对 K 作 反 演 将 把 Cs PRA BS, 并 映 A, B 为 平 
行 的 垂直 直线 ; 见 图 3-15, 请 自己 验证 所 宣布 的 结果 是 图 3-15 的 直接 的 推论 . 


Td 
图 3-15 


3.3.2 具有 正 变 对 角 线 的 四 边 形 的 一 个 奇怪 的 性 质 


图 3-16 上 夯 了 一 个 有 了 关 影 的 四 边 形 , 其 对 角 线 在 g AEX. 如 果 将 q 对 四 边 
形 的 每 一 边 作 反射 , 就 得 出 四 个 新 点 . 非常 令 人 吃惊 的 是 : 这 四 点 共 国 2. 和 上 题 一 
样 , 请 试 一 下 能 否 用 通常 的 方法 证 明 它 . 

为 了 用 反 演 方法 证 明 这 个 结果 , 我 们 先 用 图 3-7a 
的 作 图 法 把 9 对 一 边 的 反射 点 看 成 是 任意 两 个 经 过 4 
而 且 阅 心 在 些 近 上 的 圆周 的 第 二 个 变 点 (第 一 个 变 点 
就 是 q). 更 准确 些 说 , 取 这 些 圆周 的 圆心 为 此 四 边 形 
的 四 个 顶点; 见 图 3-17 的 左 图 . 注意 , 因为 对 角 线 互相 
正 交 , 所 以 以 某 一 边 的 两 个 端点 为 中 心 的 两 个 圆 必 在 
SEPT AL AME IESE, 而 一 个 交点 为 9 男 一 个 则 是 9 对 
该 边 的 反射 点 . 


D 感谢 我 的 朋友 Paul Zeitz HTA EURE. 此 原 原 是 全 美 数学 竞赛 的 一 个 题 . 
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由 此 可 知 , 如 果 我 们 对 以 g 为 中 心 的 任意 圆 作 反 演 ， 则 一 对 正 交 于 q 处 的 正 
交 贺 周 将 被 映 为 一 对 正 艾 的 直线 { 而 平行 于 原 四 边 形 的 对 角 线 ); 见 图 3-17 的 右 图 . 
于 是 g 的 四 个 反射 点 将 位 于 一 个 矩形 的 顶点 , 从 而 共 圆 . 由 此 立即 可 得 所 求证 的 结 
果 . 为 什么 ? 


图 3-17 


3.3.3 ” 托 勒 密 定理 


图 3-18a 画 出 了 一 个 内 接 于 圆 的 四 边 形 abcd. 托 勒 密 ? 给 出 了 一 个 美丽 的 事实 ， 
两 对 对 边 乘 积 之 和 等 于 两 对 角 丝 之 冬 积 . 这 就 是 著名 的 托 勒 密 定 理 . 用 符号 来 写 就 
是 
[ad][bc] + [ab] [ed] = |ac] [bd] 


我 们 要 注意 , 对 于 托 勒 密 , 这 个 结果 不 仅仅 是 有 趣 , 它 对 于 研究 天 文学 也 是 至 关 重 
要 的 , 见习 是 9. 他 的 原 证 ( 绝 大 多 数 几 何 教 本 上 使 用 的 就 是 他 的 原 证 ) 漂亮 而 且 简 
单 , 但 是 你 很 难 靠 自己 来 发 现 这 个 证 明 . 而 另 一 方面 , 如 果 你 对 反 演 已 能 得 心 应 手 , 
下 面 的 证 明 几 乎 就 是 机 械 的 了 . 


图 3-18 


© Claudius Ptolemy, EFP, 太 约 基 公 元 150 年 . KHPA ee ee RAK eR. 
一 FA 
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把 图 3-18a 对 某 一 个 以 某 顶 点 【例如 a) 为 中 心 的 圆周 KERR, 就 会 得 到 图 
318b, 其 中 有 


[be] + [ēd] = [bd]. 
回忆 一 下 , (3.6) 式 已 告诉 我 们 两 个 反 演 点 的 间隔 与 原来 的 点 的 间隔 的 关系 , 于 是 有 
bd 四 _ led 


[abllad] fadlad [adjlad! 
MFT FEL, ([agllacladl) 即 得 托 勤 密 定 理 . 
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3.4.1 无 穷 远 点 

在 讨论 反 演 时 我 们 已 经 看 到 , 关于 直线 的 结果 恒 可 以 理解 为 关于 圆周 的 结果 的 
极限 状况 , 只 要 令 半径 趋 于 无 穷 大 即 可 . 然而 这 个 极限 过 程 既 令 人 厌烦 又 元 长 不 堪 ， 
如 果 直 线 真 正 能 按照 字面 的 意思 描述 为 具有 无 穷 大 半径 的 圆 那 该 多 好 ! 

还 有 另 一 个 与 此 有 关 的 不 便 之 处 ， 对 单位 圆 的 反 演 是 平面 到 其 自身 的 一 一 映 
射 , 并 把 一 对 点 互相 对 换 , 映射 > 一 (1/z) 也 是 一 样 . 然而 这 里 有 例外 : 我 们 想 不 出 
哪 一 个 点 是 z: =0 WEA, 0 也 不 是 尾 一 点 的 象 点 . 

为 了 解决 这 两 个 困难 , 注意 当 > 离 原 点 越 来 越 远 时 , (1/z) 就 越 来 越 近 于 0. 这 
样 , 当 z( 沿 任何 方向 ) 走 得 越 来 越 远 时 , 看 起 来 就 好 像 z 在 趋 近 一 个 无 穷 远 点 , 记 
作 co, 它 在 此 映射 下 的 象 就 是 0, 所 以 ee 扣 就 定义 为 满足 以 下 等 式 

~ = 0, ; = 00 

的 点 . 复 平 面 附加 上 这 个 无 穷 远 点 后 就 成 为 所 谓 的 扩充 的 复 平面 . 于 是 我 们 现在 就 
可 以 不 需 任 何 修饰 地 说 , z (1/2) 是 扩充 的 复 平面 到 其 自身 的 一 一 映射 . 

车 一 曲线 经 过 > = 0, WEE = 一 (1/2) 下 的 象 就 定义 为 通过 无 穷 远 点 的 曲线 . 
反 过 来 说 , 者 象 曲线 通过 * = 0, 则 原 曲 线 通 过 = 点 . 因为 z (1/2) 把 过 0 AA 
周 与 一 直线 互相 对 换 . 我 们 现在 就 可 以 说 , 直线 怡 好 就 是 通过 无 穷 远 点 的 圆周 , 而 
且 不 需 任 何 收 饰 地 说 : 对 “圆周 ”的 反 演 把 “圆周 ” 变 为 “圆周 ”. 

这 当然 是 非常 干净 利落 了 , 但 并 不 使 我 们 感到 更 明白 . 我 们 已 经 习惯 了 在 使 用 
oo 这 个 记号 时 联想 到 一 个 极限 过 程 , 而 不 把 oo 本 身 当成 一 个 自在 之 物 来 看 待 ; 那 
么 怎么 来 掌握 它 的 新 的 含意 , 即 一 个 无 穷 地 遥远 处 的 点 昵 ? 
3.4.2 BREST 


黎 曙 对 此 问题 给 出 了 一 个 深刻 而 又 美丽 的 回答 , BEI AEA — eg 上 
之 点 而 不 是 平面 上 之 点 . 在 以 上 的 讨论 中 我 们 都 把 复 平面 想象 为 一 个 水 平地 放置 


122 第 3 章 黑 比 乌 斯 变 摘 和 反 演 


在 3 维 空间 中 的 平面 . 为 了 对 于 这 个 平面 的 哪 一 侧 不 生 疑 义 , 我 们 设想 : 当 从 上 面 
俯视 C 时 , 需要 一 个 正 向 的 [ 即 逆 时 针 向 的 ) 旋转 (00/2), 才 可 把 1 ERD i 现在 令 卫 
AUC 之 原点 为 中 心 的 球面 , 而 且 有 单位 半径 , 使 它 的 aE 就 是 单位 圆周 .? 

我 们 现在 要 在 卫 上 之 点 与 C 中 之 点 间 建 立 一 个 对 应 关系 . 把 工 设想 为 地 球 表 
面 , 这 就 是 如 何 画 地 理 地 图 这 个 古老 的 问题 . 打开 世界 地 图 ， 会 找到 许多 不 同 的 给 
制 地 图 的 方法 , 即 所 谓 不 同 的 投影 法 . 需要 有 和 多 种 投影 方法 的 理由 在 于 , 没有 任何 
一 种 单个 的 绘图 投影 的 方法 能 在 一 张 平坦 的 纸 上 忠实 地 表现 出 弯曲 ?表面 的 所 有 
方面 , 虽然 某 种 扭曲 是 不 可 避免 的 , 不 同 的 地 图 投影 法 却 可 以 “PREP”, 亦 即 “忠实 
地 表现 ”, 弯曲 表面 的 某 些 方面 (但 非 所 有 方面 ). 举例 来 说 有 一 种 绘图 方法 可 以 保 
持 角 度 , 但 以 扭曲 面积 为 代价 . 

托 勒 密 是 构建 这 种 绘图 法 的 第 一 人 ， 他 用 这 种 方法 是 为 了 描绘 天 体 在 “RER” 
上 的 位 置 . 他 的 方法 就 称 为 球 极 射影 法 , 我 们 马上 就 会 看 到 ， 这 种 方法 如 何 完 美 无 
缺 地 适合 于 我 们 的 需要 . 图 3-19 RT CAEN. 从 球面 E HJER N 作 一 直线 联 
到 中 的 p 点 ;ip 在 习 上 的 球 极 象 就 是 此 直线 与 的 变 点 i 因为 这 给 出 了 C 上 
LASE 上 之 点 的 一 种 一 一 对 应 , 我 们 也 说 p 是 5 ARES. 这 样 做 不 会 引起 混 
消 , 从 上 下 文 就 可 以 看 清楚 我 们 是 把 C 映 到 D, 还 是 把 映 到 C. 

注意 以 下 立即 可 得 的 事实 ; (i) 单位 圆周 的 内 域 被 映 到 了 之 南半球 ， 特别 地 , 0 
被 映 到 南极 S; (ii) 单位 贺 周 上 的 每 一 点 被 映 到 其 自身 , 但 现在 看 作 是 如 的 赤道 ; 
(iii) 单位 圆周 的 外 域 被 映 到 E 之 北半球 , 例外 是 北极 N 点 ， 它 不 是 平面 上 任何 有 
RURALS. 


A iai 


a + ooh 
SA 


T 


3-19 


然而 很 清楚 , 当 p( 沿 任何 方向 ) 离 原点 越 来 越 远 时 , 5 越 来 越 接近 于 N 这 就 有 
力 地 暗示 , 应 该 规定 N 是 无 穷 远 点 的 球 极 象 . 球 极 射影 就 这 样 在 扩充 的 复 平面 之 
点 与 马 之 各 点 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 . 我 们 不 仅 是 说 复数 与 了 之 点 间 有 一 个 “对 
应 "而且 我 们 可 以 认为 :如 之 点 就 是 复数 . 例如 S=0 而 N = oo， 一旦 球 极 射影 被 


号 有 的 书 上 则 规定 E 为 以 南极 切 于 复 平面 的 球面 . 
QB Oa” MHS 6 章 中 更 准确 地 定义 为 “曲率 * 概念 . 
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eee a lt 
用 来 把 二 之 各 点 均 用 一 个 复数 作 标志 , 二 就 称 为 数量 球面 . 

我 们 已 经 讨论 过 这 样 一 件 事 : c 上 的 每 一 直线 都 可 以 看 作 是 经 过 无 穷 远 点 的 
图 周 , 黎 曼 球面 则 把 这 个 抽 银 的 思想 变 成 了 一 件 确 确 实 实 的 事实 : 


复 平 面 上 直线 的 球 极 象 就 是 卫 上 经 过 N = oo HHA. (3.16) 


为 了 看 到 这 一 点 , 注意 当 p 沿 图 3-19 上 的 直线 运动 时 , 连接 N 与 p 的 直线 就 扫 出 
一 个 包含 N 的 平面 , 这 样 , 方 就 沿 此 平面 与 2 的 交 线 运动 , 它 就 是 过 N 的 圆周 . 证 
毕 . 此 时 还 请 注意 到 : 此 贺 周 在 N 的 切线 必 与 原 直线 平行 , 为 什么 ? 

由 最 后 这 件 事 得 知 , A RH ARR, 请 看 图 3-20. 其 上 面 出 了 两 条 相交 
Fp 的 直线 以 及 它们 的 球 极 象 圆周 ， 由 对 称 性 , 两 圆周 在 它们 的 两 个 交点 pRN 
处 的 变 角 大 小 相同 . 因为 两 圆周 在 N 点 的 切线 平行 于 平面 上 的 原 直线 ， 可 知 画 在 p 
与 六 处 的 两 个 角 有 相同 的 大 小 , 但 是 要 对 球面 上 的 角 赋 以 方向 后 才能 说 球 极 射 旺 
E "HER. 


图 3-20 


按 我 们 的 规定 , 图 上 所 画 的 p 点 处 的 角 ( 即 由 粗 黑 线 到 中 空 的 双 线 的 角 ) 是 正 
的 , 即 是 说 从 平面 上 方 看 它 是 逆 时 针 方向 的 ， 从 我 们 画图 3-20 所 用 的 透视 来 看 P 
处 的 角 是 负 的 , 即 顺 时 针 方 向 的 . 然而 , 如 果 我 们 从 球 的 内 域 来 看 这 个 角 , 它 又 是 正 
的 . 于 是 


如 果 我 们 依 位 于 球 内 的 观察 者 之 所 见 来 定义 球面 卫 上 的 角 的 方 
向 , 则 球 极 射影 是 共 形 的 . 


很 清楚 , 平面 上 以 原点 为 中 心 的 圆周 被 映 为 上 的 水 平 圆周 , 即 纬 图 BZ 
般 的 圆周 又 如 何 ? 惊人 的 答案 是 ， 它 仍 被 映 为 获 曼 球面 上 的 贺 周 ! 如 果 我 们 死 报 
着 球 极 射影 原来 的 定义 , 这 一 点 是 很 难看 出 的 ， 但 是 如 果 我 们 改变 一 下 我 们 的 观点 ， 
它 突然 就 变 成 了 显然 的 事 . 再 看 一 下 图 3-12, 请 注意 它 是 多 么 像 球 极 射影 的 定义 

为 了 把 其 间 的 联系 弄 准确 , > K 为 以 北极 N 为 中 心 的 而 且 与 £ 交 于 赤道 (Ep 
C 之 单位 圆周 ) 的 球面 . 图 3-21a 画 出 了 K, E 与 C 在 一 垂直 平面 {经 过 N 与 实 
轴 ) 上 的 截 口 . 把 这 个 图 形 绕 通 过 NV 与 5 的 直线 旋转 一 周 就 可 以 得 到 完整 的 3 维 
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图 像 . 我 们 现在 看 到 


# KAAN 为 中 心 、w2 为 半径 的 球面 , 则 球 极 射影 就 是 对 K 
所 作 的 反 演 在 总 与 习 上 的 限制 . 


换言之 ,车 ma 是 上 一 点 而 问 是 其 在 忆 上 的 球 极 射影 , Wa=Tela), a= Igi). 


借助 于 前 面 关 于 对 球面 的 反 演 的 知识 , (3.12) 证 实 了 我 们 所 已 宣称 的 结论 : 
球 极 射 影 保持 圆周 . 

注意 , (3.16) 也 可 以 这 样 由 (3.12) 导出 . 
3.4.3 ”把 复 函 数 转 称 到 球面 上 

球 极 射影 使 我 们 能 把 任意 复 函 数 的 作用 [ 即 它 作为 一 个 映射 的 作用 , FE) 转 
移 到 黎 曼 球面 上 . 给 定 了 一 个 由 立 到 其 自身 的 复 映 射 x w = f(z), 我 们 就 会 得 
到 一 个 由 E 到 其 自身 的 相应 映射 3 号 二 ,这 里 3 和 二 是 zs 和 w 在 球 极 射影 下 的 
SFR z= wha RE ERRI $ we. 

举 一 个 例 , ASAE f(z) = 3 BES 上 会 得 到 什么 很 清楚 [练习 ] 


Chi LAME EREADER TEA SEP HH RH. 


第 二 个 例子 , 考虑 z z= (1/2), 即 对 单位 圆周 C 的 反 演 . 图 3-21b MHT E 
过 和 CC 上 的 = 的 垂直 截面 . 这 个 图 形 也 表现 了 把 反 演 转移 到 二 上 的 惊人 结果 ; 


C 上 关于 单位 轩 周 的 反 演 诱导 出 柳 曼 球面 关于 赤道 平面 的 反射 ， (3.17) 


F 面 是 它 的 一 个 漂亮 证 法 . 首先 注意 z 和 这 一 对 点 不 羽 (在 2 维 意义 下 ) 对 单位 
圆周 C 对 称 , 它们 也 (在 3 维 意义 下 ) 对 球面 了 对 称 . 现在 应 用 3 维 的 反射 保持 对 
称 性 的 结果 (3.13). WAR z A FRF ENER, ETERS 2 = T(z) BF = Irl) 
自然 也 关于 IKE) ANH. 但 是 Te (E)=C. 证 毕 ! 习题 6 中 则 有 一 个 比较 初等 
{但 是 不 那么 有 启发 性 ) 的 证 明 ， 
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把 以 上 的 结果 综合 起 来 , 我 们 就 可 以 看 出 复 反 演 在 黎 曼 球面 上 的 效果 了 . EC 
E, 我 们 知道 z (1/2) 等 价 于 先 对 单位 圆周 作 反 演 , PR, 所 以 它 在 了 
上 请 导出 的 映射 是 对 两 个 平面 的 反射 之 复合 , 这 两 个 平面 都 经 过 实 轴 ”一 个 是 
水 平 的 即 赤 道 平面 , 另 一 个 是 垂直 的 ( 含 实 轴 的 ) 子午 面 . 然而 不 难看 到 ( 剥 一 个 村 
FRANT): © 上 对 于 任意 两 个 过 实 轴 (桔子 中 心 的 那 条 轴 ) 的 互相 垂直 的 平面 相 
继 作 反射 的 总 效果 就 是 E 对 实 轴 旋 转 r, 这 样 我 们 就 证 明了 


C 上 的 映射 z+ (1/2) poe ae HR my ee ea HE n (3.18) 


回忆 一 下 , 点 oo 原来 是 由 其 在 复 反 演 > 1/2) 之 下 与 0 互相 对 换 这 一 性 质 
来 定义 的 . (3.18) 这 个 结果 生动 地 表现 出 把 N 与 无 穷 远 点 等 同 这 一 作法 的 正确 性 ， 
因为 C 上 的 0 点 相应 于 E 上 之 南极 5, 而 绕 实 轴 旋 转 x 确实 使 5 与 N 对 换 ， 
3.4.4 函数 在 无 穷 远 点 的 性 态 


设 CC 上 两 曲线 由 原点 伸 向 离 原 点 任意 远 处 ,抽象 地 我 们 就 说 它们 在 无 穷 远 由 
相 变 , 而 在 了 上 就 变 成 了 在 N 点 实 实在 在 地 相交 , 而 如 果 这 两 条 曲线 中 每 一 条 都 
沿 确 定 的 方向 到 达 N, 我 们 就 甚至 能 指定 它们 “在 oo 处 的 交角 ” 举例 来 说 , 图 
3-20 BRB T C 上 两 条 相交 于 一 有 限 远 点 并 成 角 o 的 直线 , 那么 这 两 条 直线 会 在 
oo 点 第 二 次 相交 而 且 成 角 -a 

把 一 个 复 函 数 转移 到 黎 晶 球面 上 使 我 们 能 检查 其 “在 无 穷 远 点 * 的 性 态 , 恰 如 
检查 它 在 其 他 点 上 的 性 坊 一 样 ， 特别 是 可 以 来 探讨 此 函数 会 不 会 保持 任 两 个 过 oe 
的 曲线 在 oo 处 所 成 的 角 . 例如 结果 (3.18) 表明 复 反 演 确 能 在 N 所 保持 这 个 骨 , 所 
以 就 说 它 在 “无 穷 远 点 为 共 形 的 "， 用 同样 的 说 法 , 荆 的 这 个 旋转 也 能 保持 两 条 过 
z= 0 的 曲线 在 此 点 ( 它 是 z= (1/2) 的 奇 点 ) 所 成 的 角 , 所 以 复 反 演 在 那里 也 是 共 
FEIN. DZ, 复 反 演 在 整个 扩充 的 复 平 面 上 都 是 共 形 的 . 

我 们 在 本 章 中 已 经 发 现 , #2 w 描述 为 C 到 其 自身 的 映射 甚 为 方便 , 而 在 
上 例 中 又 类 似 地 把 诱导 映射 o i 解释 为 球面 上 的 某 点 到 同一 球面 的 另 一 点 的 映 
St. 然而 , 恢复 前 一 章 的 规定 时 常 更 好 , 那里 认为 映射 是 把 。 平面 上 的 点 送 到 第 二 
TC 平面 即 w 平面 的 象 点 . 按 此 精神 , AIMH io ù 也 可 看 作 是 把 一 个 球面 (z 
球面 ) 上 的 点 送 到 另 一 个 球面 (w 球面 ) 上 去 . 下 面 用 例子 来 说 明 这 一 点 . 

考虑 = 一 也 = z", n AER. 图 3-22 的 上 部 分 画 出 了 这 映射 (n=2 的 情况 ) 
在 小 的 “正方 形 网 格 ” 上 的 效果 ， 这 些小 正方 形 把 邻接 着 单位 圆周 和 成 角 6 的 两 条 
射线 的 区 域 分 成 网 格 , 非常 神秘 的 是 , 这 些 “正方形 * 在 w 平面 上 的 象 吧 几乎 是 正 
方形 . 将 在 下 一 章 证 明 , 这 只 是 一 个 更 基本 的 神秘 的 推论 这 个 更 基本 的 神秘 就 是 
z= w=" 是 共 形 的 (然而 > =0 要 除去 , 图 上 把 以 0 为 中 心 的 小 圆 划 掉 就 表示 要 
除去 2 = 0)?. 事实 上 , 我 们 将 要 证 明 , 若 映 射 是 共 形 的 ， 则 任意 无 穷 小 图 形 都 被 映 


地 这 括号 中 的 话 是 译 者 加 的 ,其 实 下 一 段 就 讲 到 了 这 一 点 —— 译 者 注 
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为 相似 的 无 穷 小 图 形 . 


图 3-22 


既然 已 知 球 极 射影 是 共 形 的 , 我 们 因此 可 以 期 望 当 把 这 些 网 格 由 * 平面 转移 
到 z 球面 时 , 仍 会 得 出 “正方 形 " 网 格 . 由 图 3-22 的 左下 图 可 以 看 到 这 件 事 确实 发 
ET; 图 3-22 的 右 下 图 则 表示 , 当 我 们 由 w 平面 上 的 象 网 格 (EE) 转 到 w 球面 的 
象 网 格 时 , 也 发 生 同 样 的 现象. 可 以 相当 一 般 地 说 , C 上 的 任意 共 形 映射 都 会 在 工 
上 请 导出 一 个 共 形 映射 , 而 作为 其 结果 , 它 将 映 一 个 无 穷 小 正方 形 网 格 为 另 一 个 无 
SEA TERR. 

图 3-22 不 仅 表现 了 2 w = 2? 的 共 形 性 , 它 还 表现 出 存在 这 样 的 点 , 在 那 
里 共 形 性 被 破坏 , 很 明显 原点 处 的 角 8 会 加 倍 ; 更 一 般 地 说 z 瞩 w= sn 把 。 二 0 
处 的 角 增 加 到 n 倍 . 一 般 地 说 , 车 一 个 在 p 点 以 外 均 为 共 形 的 上 映射 在 p 点 的 共 形 
性 被 破坏 , p 就 称 为 映射 的 临界 点 . TE, 可 以 说 , z= 0 È zw = 2" 的 临界 点 . 

如 果 我 们 限制 在 C 上 , 则 此 点 是 此 上 映射 的 唯一 临界 点 , 然而 如 果 在 只 上 考虑 
诱导 映射 , 则 从 图 形 上 就 可 以 看 得 出 , 在 扩充 的 复 平面 上 , 在 无 穷 远 点 还 有 第 一 个 
临界 点 : 在 那里 角度 和 在 z = 0 处 一 样 , 也 扩大 n 倍 . BORE, 可 以 比 以 前 更 精确 地 
宣称 , 24 w = 2" 是 一 共 形 映射 , 但 有 两 个 临界 点 > =0 和 >= oo 

下 面 我 们 来 讨论 如 何 代数 地 研究 复 映 射 在 无 穷 远 处 的 性 态 . 复 反 演 将 把 二 ie 
转 使 得 N = co 的 一 个 邻 域 变 成 5 = 0 的 一 个 邻 域 . 所 以 , 为 了 考查 无 兹 远 点 附近 
NEA, 我 们 先 作 复 反 演 再 考查 原点 附近 的 性 态 . 从 代数 上 说 , ITEE TANN 
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究 f(z), 我 们 应 该 在 原点 附近 研究 F(z) = f/z). 例如 f(z) 在 无 穷 远 处 为 共 形 ， 
SAMS F(z) 在 原点 共 形 . 

例如 , 车 f(z) = (2 十 183/(z5 一 z), 则 F(z) = zs2(1 十 zB3/(1 一 z4), 它 在 原点 有 
ZER. 这 样 , 我 们 以 前 只 是 说 “ 当 2 趋 近 无 穷 远 时 f(z) 如 (1/27) 一 样 消逝 ", 我 
们 现在 可 以 {更 精确 地 ) 说 , f(2) 在 x = oo 处 有 二 重 根 . 

THEBES Pee ABA. PN, 若 f(z) = 
log(z), 则 F(z) = —log(z). 所 以 f(z) 不 仅 在 x = 0 处 有 一 个 对 数 支 点 , ETE z = co 
处 还 有 一 个 . 


3.4.5 球 极 射影 的 公式 * 


我 们 将 在 这 一 小 节 中 导出 把 C 中 z 点 的 坐标 与 其 在 E 上 的 球 极 射影 联系 
起 来 的 显示 的 公式 . 这 些 公式 将 会 在 研究 非 欧 几 何 时 用 到 , 但 车 不 打算 去 读 第 6 章 ， 
兄 过 这 一 小 节 也 无 妨 . 

一 开始 , 我 们 用 z 的 笛 卡 儿 坐 标 z= z + iy 来 描述 z. 类 似 地 , 设 (X,Y, Z) 是 
上 的 主 之 笛 卡 儿 坐 标 ; 这 里 取 X RY 轴 即 为 C 上 的 zx RHA y 轴 , 所 以 了 
轴 通 过 N. 为 了 能 自如 地 应 用 这 些 坐 标 , 先 请 检验 一 下 以 下 的 事实 , 看 看 你 对 上 面 
讲 的 是 否 都 清楚 了 : 3 的 方程 是 X +Y2+22 = 1, N 的 坐标 是 (0,0,1), 类 似 地 ， 
S = (0,0,-1), 1 = (1,0,0), ¢ = (0,1,0), 等 等 

令 r e C 的 球 极 象 是 3, 现在 来 求 用 球 极 象 的 坐标 (X,Y, Z) 来 表示 z = c+iy 
的 公式 . H 2 ih) C 作 垂 线 , 设 其 垂 足 是 z = X +iY. 很 明显 2 与 :对 x=0 方 向 
相同 , 故 

|z| ， 


=> —— i. 
| 
= 


现在 看 图 3-23a, ABR OAC 与 通过 N 和 : 的 垂直 平面 的 截 口 ; 注意 , 这 


个 截 口 也 一 定 包 含 2 Sz. 由 图 上 所 画 的 斜 边 为 wz 与 Nz 的 两 个 直角 三 角形 的 
REALL, 立即 可 得 [练习 ] 


ls| 2 
jz] 1-2 
于 是 就 有 第 一 个 球 极 射影 公式 
et iy= EE, (3.19) 


现在 用 这 个 公式 反 过 来 求 把 的 坐标 {X,Y 2) 写成 z 的 坐标 z= r+ iy 的 公 
式 , 因为 [练习 ] 


|z|? = — 
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图 3-23 
可 以 得 到 [练习 | 
.2 2r+i2y o d? -1 | 
a 1+ 2? + y2’ o +i R 


用 三 个 坐标 (X,Y, 2) 来 描述 D 虽然 时 常 是 方便 的 , 但 肯定 不 自然 , 因为 球面 
内 在 地 是 2 i. 如 果 我 们 代 之 以 更 自然 的 (2 维 的 ) 球 坐 标 (6,0) 来 描述 就 会 
得 到 一 个 特别 干净 的 球 极 射影 公式 . 

先 回忆 一 下 “9 量度 绕 7 轴 的 转角 , 而 和 = 0 是 通过 正 X 轴 的 垂直 平面 ; 故 
Xi C 中 的 点 z, 9 就 是 通常 的 由 正 实 轴 转 到 z 的 转角 , fA 目的 定义 则 如 图 3-23b 所 
示 , 是 点 N 和 = 在 卫 之 球 心 所 张 的 角 : 例如 赤道 平面 相应 于 $= (x/2), 我 们 规定 
Ogon. 

E z 是 坐标 为 (0,0) 的 点 3 的 球 极 射影 , 显然 有 z = re, 所 以 现在 只 需求 出 
作为 o 的 函数 的 7, 由 图 3-23b 很 明显 , 三 角形 N35 与 N0z 相似 [练习 |, 而 且 因 为 
Z£NS2 = (6/2), 立即 有 r+ = cot(d/2) [练习 ]. 所 以 , 新 的 球 极 射 影 公式 是 


z = cot(d/2)e". (3.21) 


我 们 将 以 两 个 应 用 来 说 明 这 个 公式 . 我 们 还 将 在 习题 8 中 说 明 如 何 用 这 个 公式 来 
对 球 极 射影 给 出 男 一 种 美丽 的 解释 , 那 是 应 归功 于 罗 哲 尔 . BPA. 

第 一 个 应 用 是 重新 导出 (3.18). 和 上 面 一 样 , 令 2 BE ERRA (6,0) 的 一 般 
点 , 而 主 是 当 卫 绕 实 轴 旋转 r 后 由 3 得 的 点 . 请 验证 一 下 (最 好 用 一 个 桔子 来 验 
证 ), 3 的 坐标 是 (fr 一 6, 0). 所 以 , 如 果 宇 是 3 的 球 极 射影 , 则 有 


= = cot E m 4 e m 1 i _ 1 


2 2 ~ cot(@/2) Ta 
这 就 是 (3.18) Å 
作为 第 二 个 应 用 , 先 回忆 一 下 , 位 于 球面 上 一 直径 两 问 的 两 点 (例如 南极 和 北 
极 ) 称 为 互 为 对 径 点 , 现在 证 明 
E 这 是 美国 的 习惯 ; 在 我 的 祖国 英国 , 站 与 o SIERRA, 图 3-23b 就 是 黄 国 习 情 /中 国 的 立 献 中 使 
用 的 是 英国 习惯 . - 一 译 者 注 ) 
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著 方 与 守 是 卫 的 对 径 点 , 则 其 球 极 射 影 p 与 9 之 间 有 关系 式 
q = —(1/p). (3.22) 


换 一 个 说 法 就 是 9 = 一 Tc(p), 其 中 C 是 单位 圆周 . 注意 , p 与 g 的 上 述 关 系 其 实 是 
对 称 的 (显然 本 应 如 此 ): p = —(1/q). 为 了 证 明 (3.22), 请 先 自行 验证 一 下 , 若 5 的 
坐标 为 (¢,0), W g HERE (x 一 6,x + 0). 证 明 的 其 余部 分 与 上 例 的 计算 几乎 完 
全 相同 . SE 6 给 出 一 个 初等 的 几何 证 明 . 


3.5 ”上 默 比 乌 斯 变换 : 基本 结果 


3.5.1 AA. 角度 和 对 称 性 的 保持 


由 (3.3) 我 们 已 经 知道 , 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 M(z) = H 可 以 分 解 为 如 下 一 
串 比较 初等 的 变换 一 个 平移 、 一 个 复 反 演 、 一 个 旋转 、 一 个 伸缩 和 第 二 个 平移 
因为 每 个 这 样 的 变换 都 保持 圆周 、 角 度 和 对 称 性 , 所 在 立即 可 得 以 下 的 基本 结果 . 


© KASMERRA FAW A. 

© 默 比 岛 斯 变换 是 共 形 的 . 

© 车 两 点 关于 一 国 周 对 称 , 则 它们 在 默 比 鸟 斯 变换 下 的 象 关于 此 圆周 的 
象 也 是 对 种 的 . 这 件 事 称 为 “对 称 原 理 ”. 


我 们 知道 圆周 C 将 被 映 为 圆周 一 一 当然 直线 现在 也 为 归于 “圆周 ”之 中 - 
但 被 C PHAM ARO? 我 们 先 来 给 出 一 个 有 用 的 思考 圆 盘 的 方法 . 设想 你 依 
递 时 针 方 向 经 看 C 行走 ; 你 的 运动 将 赋 给 C 一 个 所 谓 的 正 的 方向 . 有 正方 向 的 图 
周 把 平面 分 成 了 两 个 区 域 , 可 以 确定 圆 盘 这 个 区 域 必 在 你 的 左 侧 . 

现在 考虑 (3.3) 中 押 列 的 四 种 变换 对 圆 盘 以 及 包围 它 的 正 向 圆周 的 效果 . 平移 、 
旋转 和 伸缩 都 既 保 持 C 的 方向 , 又 把 C 的 内 域 映 到 C ZAC HAR. 然而 , 复 反 
演 对 C 的 效果 则 要 依赖 于 C 是 否 把 原点 包含 在 其 内 域 . 如 果 C 不 包含 原点 在 其 
内 域 , 则 C Cc 有 相同 定向 , WAC 的 内 域 被 映 到 C 的 内 域 , 看 一 看 图 3-24 就 
马上 能 明白 这 一 点 . E C 包含 原点 在 其 内 域 , 则 C 与 C 有 相反 定向 而 C 的 内 域 
被 映 为 C 的 外 域 . 车 C 通过 原点 , 则 其 内 域 被 映 到 有 向 直线 C 的 左 侧 , 见 图 3-25. 

总 结 起 来 , 有 


RSM RRR eH C 为 一 有 定向 的 园 周 ， 
而 且 使 C 左 侧 的 区 域 被 映 到 C 左 侧 的 区 域 (3.23) 


Tei C). 


3.5.2 ”系数 的 非 唯一 性 


要 想 确定 一 个 特定 的 默 比 乌 斯 变换 M(z) = 时 二 ,从 表面 上 看 似乎 需要 确定 四 
个 复数 a,b, c,d, 称 为 默 比 乌 斯 变换 的 系 教 ， 用 几何 的 话语 来 说 , 为 了 确定 一 个 特定 
的 默 比 乌 斯 变换 , 我 们 似乎 需要 知道 四 个 不 同 点 的 象 . 然而 这 是 不 对 的 . 
mR k 是 一 个 任意 的 (SES) 复数 , 则 
可 +b kaz + kb 
cz +d kez + kd? 
换 句 话说 , 把 系数 都 用 上 R, 会 给 出 同一 个 映射 ， 所 以 只 有 系数 的 比 才 起 作用 . 


为 只 需 三 个 复数 一 一 例如 (a/b), (b/c), (e/d) 一 就 足以 定 下 这 个 变换 . 我 们 猜想 
(以 后 还 要 证 明 )， 


= M(z) = 


存在 唯一 的 默 比 乌 斯 变换 , 把 任意 3 点 变 为 任意 3 个 其 他 点 。 (3.24) 


逐步 确立 这 一 结果 的 过 程 , 将 把 我 们 引导 到 默 比 乌 斯 变换 的 进一步 的 重要 性 质 
如 果 你 读 了 第 1 章 的 最 后 一 节 , (3.24) 可 能 会 向 你 融 起 警钟 ; 研究 欧 氏 几何 所 
需 的 相似 变换 也 是 由 其 在 三 个 点 上 的 效果 来 确定 的 . 事实 上 我 们 在 那 一 章 里 看 见 ， 
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这 种 相似 变换 可 以 用 形 如 f(z) = az +) 的 函数 来 确定 , 这 些 函数 其 实 也 是 默 比 乌 
斯 变换 , 只 不 过 是 特别 简单 的 一 种 . 然而 , 为 使 这 种 相似 变换 存在 , 象 点 必须 构成 一 


种 限制 , 这 就 为 更 灵活 的 非 欧 几何 开辟 了 道路 , 默 比 鸟 斯 变换 在 这 种 几何 中 起 “ 运 
动 " 的 作用 . 这 种 几何 是 第 6 章 的 主题 

现在 对 默 比 乌 斯 变换 系数 的 非 唯一 性 作 一 点 进一步 的 说 明 ， 记 住 在 本 章 之 始 
就 说 过 , 有 意义 的 默 比 乌 斯 变换 必 是 非 奇异 的 , 即 应 有 (ad - be) 4 0， 因 为 如 果 
(ad — be) = 0, 则 M(z) = 9223 把 整个 复 平面 压 成 单个 一 点 (a/c). 车 M 是 非 奇异 
的 , 我 们 可 用 上 = +1/ vad be 去 乘 它 的 系数 , 而 新 系数 满足 


(ad — be) = 1; 


这 时 就 说 默 比 乌 斯 变换 已 经 规范 化 了 . 在 研究 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 的 性 质 时 , 让 它 
具有 规范 化 的 形式 十 分 方便 . 然而 , 在 用 特定 的 默 比 乌 斯 变换 作 计 算 时 , 最 好 不 要 
把 它 规范 化 . 


3.5.3 PHA 


人 +b 
az 
ez +d’ err PE 


除了 能 保持 圆周 、 角度 和 对 称 性 以 外 , 还 是 一 一 的 满 射 . 意思 是 说 , Ree Sw 
平面 上 任 一 点 w, WE z 平面 上 必 有 一 点 (而且 仅 有 一 点 )z 被 映射 到 w. 我 们 可 以 
显示 地 找 出 道上 映射 w z= Mw) 来 证 明 这 一 点 .从 方程 w= M(2) PRH z 
并 以 w 表示 , 我 们 发 现 (Brod) MM! 也 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 

dz —b 


=e +a 


2 w = M(z)= 


M71(z) = (3.25) 


注意 , 车 M 已 规范 化 , 则 M-I 自 动 地 也 是 规范 化 的 . 
如 果 观 察 黎 曼 球面 上 的 诱导 映 银 , 就 会 发 现 非 奇异 的 默 比 乌 斯 变换 在 整个 : BR 
面 之 点 与 整个 w 球面 之 点 ( 即 包括 无 穷 远 点 ) 间 建 立 起 一 个 一 一 对 应 . 事实 上 ， 
Mico) = (a/c), M(—d/c) = 00. 


利用 (3.25) 可 以 检验 M-' (a/c) = 00 和 M1 (90) = —(d/e). 
其 次 , 考虑 两 个 默 比 乌 斯 变换 
tr prey 
Malz) = caz + da = | Male) = ciz +d 
的 复合 M = (M20 Mi) 经 简单 计算 即 知 MM 也 是 如 下 的 默 比 乌 斯 变换 [练习 ]; 


aiz + hy 


(a201 + bgey)z + (oa2b + badi) 


Miz} = (Ma0 M,)(z) = 
(z) ( 29 1)(z) {coal 二 dace) -一 (eohy we dadı) 


(3.26) 
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从 几何 上 看 很 清楚 , E M 5 Ma 都 是 非 奇异 的 , 则 M 也是. 在 代数 上 这 肯定 不 是 
显然 的 , 但 在 本 节 后 面 我 们 将 引入 一 个 新 的 代数 方法 使 之 成 为 显然 的 . 

如 果 你 该 过 “和 群 论 ", RETS 1 章 最 后 一 节 , 你 会 看 到 , 我 们 现在 已 经 确定 了 
以 下 结论 : 非 奇 异 默 比 乌 斯 变换 的 集合 在 复 念 下 成 为 一 个 群 . 因为 (i) 恒 等 映射 
E(z) = 2 属于 这 个 集合 ; (ii) 此 集合 中 两 个 元 素 的 复合 给 出 集合 中 第 三 个 元 素 ; (iii) 
集合 中 每 个 元 素 均 有 道 , 日 也 在 此 集合 中 . 

3.5.4 不 动 点 


为 了 证 明 (3.24), 下 一 步 是 来 证 明 : 车 有 一 个 默 比 乌 斯 变换 存在 , 把 三 个 给 定 
的 扩 晓 为 男 外 三 个 给 定 的 点 , 则 它 必 是 唯一 的 . 为 此 目的 , 我 们 现在 要 引入 默 比 乌 
斯 变换 的 不 动 点 这 个 极其 重要 的 概念 ， 一般 地 说 , 对 于 映射 f, 一 个 点 p 如 果 适 合 
fip) = p, B p RAHASIA, 这 时 我 们 也 说 p “被 映 到 自身 ”或 “保持 不 动 ”. 注意 ， 
在 恒 等 映 射 xm El = 2 F, 每 一 点 都 是 不 动 点 . 

于 是 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 Mie) 的 不 动 点 就 是 方程 


az +b 


z= M(z)= — =, 


的 解 . 因为 这 方程 只 不 过 是 变 了 样子 的 二 次 方程 , 故 有 
— KG MRRP ERS SRA, 最 多 有 两 个 不 动 点 . 


由 以 上 结果 可 知 , 车 已 知 一 默 比 乌 斯 变换 有 多 于 两 个 不 动 点 , 则 它 必 是 恒 等 映 
AY. 这 就 使 我 们 能 证 明 (3.24) 的 唯一 性 部 分 . OM 和 N 是 两 个 默 比 乌 斯 变换 , 同 
映 三 个 已 给 的 点 ( 设 为 g,7,s) 为 另外 三 个 已 给 的 点 . 因为 (N-o M) 也 是 默 比 乌 
斯 变换 ， 且 也 有 不 动 点 dr,s, 可 知 N'o M 是 恒 等 映 射 而 且 有 N = M. 证 毕 . 
我 们 现在 把 不 动 点 明显 地 写 出 来 . 若 Mi) 已 经 规范 化 , 则 下 式 


_ (a—-d)+Vlatad -4 
- 
给 出 了 它 的 两 个 不 动 点 导 与 上 _ [练习 . 在 (a +d) = +2 的 例外 情况 下 , 两 个 不 动 
M 重合 为 一 个 不 动 点 = (a — d)/2c, 这 时 的 默 比 鸟 斯 变换 称 为 是 抛物 型 的 . 
3.5.5 ”无 穷 远 处 的 不 动 点 


Fc #0, 则 两 个 不 动 点 都 在 有 限 平面 上 ; 我 们 现在 讨论 这 样 一 件 事 , 即 当 c = 0 
时 , 至 少 有 一 个 不 动 点 在 无 穷 远 处 . Hoc = 0, 则 默 比 乌 斯 变换 形 如 M(z) = Ac + B, 
而 我 们 已 经 讲 过 , 它 表示 复 平 面 的 最 一 般 的 “ 保 向 "相似 变换 ( 即 “ 共 形 的 "1. 若 记 
A = pe, 则 这 个 变换 可 以 看 作 是 由 一 个 以 原点 为 中 心 的 旋转 o, 一 个 以 原点 为 中 
心 的 伸缩 p, 最 后 还 有 一 个 平移 B 复合 而 成 . 让 我 们 在 歼 曼 球面 上 可 视 地 看 一 下 这 
个 变换 都 是 什么 . 


E4 (3.27) 
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图 3-26a BA C 上 的 旋转 zo es BSH 了 BRE RHA ARH 
E a( 图 上 画 的 是 a > 0 的 情况 ). E 上 的 水 平 贺 周 (EAR) 按 箭头 方向 旋转 成 其 
自身 , 所 以 称 为 此 变换 的 不 变 曲 线 . 图 形 让 我 们 形 单 地 看 出 , 这 种 旋转 的 不 动 点 是 
0 和 oo. 注意 , 经 过 这 些 不 动 点 的 (大 ) A (它们 与 不 变 圆 周正 变 , 因而 是 子午 线 大 
A 变 为 另外 的 子午 线 大 圆 . BPR EAM AM PRES eRe ih 
单 的 原型 


图 3-26 


图 3-26b 则 画 出 了 相当 于 C 中 以 原点 为 中 心 的 膨胀 z pz 在 三 上 诱 时 出 的 
变换 , 这 里 p> 1. 着 p <1, AC 上 的 压缩 , 而 了 上 的 点 则 向 南 而 不 是 向 北 运动 . 
仍然 很 清楚 , 不 动 点 是 0 与 oo, 但 图 3-26a 中 的 两 族 曲 线 的 作用 则 要 反 转 : 现在 不 
变 曲 线 是 过 两 极点 处 的 不 动 点 的 大 圆 (子午 线 大 图 ), 而 与 它们 正 交 的 圆 (AR) 变 
为 别 的 纬 圈 . 这 种 纯粹 的 伸缩 是 男 一 类 所 请 双 曲 型 默 比 乌 斯 变换 最 简单 的 原型 . 

3-26c 画 的 则 是 图 3-26a 的 旋转 与 图 3-26b 的 伸缩 合成 的 效果 . 这 时 不 变 曲 
线 是 图 上 画 出 的 “螺旋 " 形 的 曲线 ; 而 图 3-26a( 图 3-26b) 上 画 出 的 两 族 曲 线 作 为 整 
体 都 是 不 变 的 , 即 是 说 , 每 一 族 中 的 元 变 成 同一 族 中 的 其 他 元 . 这 种 旋转 加 伸缩 就 
是 斜 驴 默 比 乌 斯 变换 的 原型 , 椭 贺 型 和 双 曲 型 默 比 乌 斯 变换 是 其 最 重要 的 特例 . 


Bun, 图 3-26d NEB, 因为 在 C 上 不 变 曲线 就 是 平行 于 平移 方 向 的 直线 
族 , 2 上 的 不 变 曲线 则 是 在 oo 处 有 公共 切线 的 圆周 族 , 这 个 公共 切线 则 平行 于 C 
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中 的 不 变 直线 . 因为 oo 是 其 唯一 的 不 动 点 , 纯粹 的 平移 台 是 抛物 型 默 比 乌 斯 变换 
的 例子 . 
以 上 的 讨论 有 下 面 的 结论 ; 
-KLAKE oo 点 有 不 动 点 ， 当 且 仅 当 它 是 相似 变换 
M{z) = (az 十 如， 此 外 ,oo 是 唯一 不 动 点 ， 当 且 仅 当 Miz) 为 
一 平移 : M(z) = (2 +b). (3.28) 


以 后 我 们 将 用 此 来 证 明 : 每 个 默 比 乌 斯 变换 都 在 一 定 意义 下 等 价 于 图 3-26 的 4 种 
类 型 之 一 (而 且 只 等 价 于 其 中 之 一 )} 
3.5.6 Xhe 

EA) (3.24), 我 们 已 经 证 明了 , 者 能 技 到 一 个 默 比 乌 斯 变换 M 把 已 知 三 扣 ars 
变 成 另外 三 个 已 知 点 gprs, WM 是 唯一 的 这样, 余下 的 就 是 要 证 明 这 样 的 M 
确实 仔 在 . 

为 了 看 出 这 一 点 , 第 一 步 , 我 们 以 后 总 选 同样 三 个 点 r 第 二 步 则 是 写 出 
把 任意 q r,s 映 到 这 组 特定 的 grs 的 默 比 乌 斯 变换 ; 用 Miro 来 记 它 . 用 同 
样 的 方法 也 可 写 出 Mag. 由 群 性 质 , 现在 容易 看 到 


M = Mz ° Mors 


是 一 个 默 比 乌 斯 变换 , 它 先 把 g,r,s 变 为 q',7',s', 然后 再 变 为 grs, 其 就 是 所 求 的 
默 比 乌 斯 变换 

真正 巧妙 之 处 在 于 如 何 选取 g's," 使 得 写 出 Mrl) 成 为 易 事 . 我 们 本 不 想 
玩 帽子 里 变 出 兔子 的 戏法 , 但 不 妨 试 一 下 q = 0,7' = 1,s' = 00. 随 着 这 一 特殊 的 选 
择 , 也 出 现 了 一 个 特 吻 的 标准 的 记号 : 里 三 个 已 知 点 gor. RES 0, 1, {œ 的 唯一 
的 默 比 乌 斯 变 撞 记 必 (2,9, 7, s]. 

为 把 g BRE g = 0, s BRB s' = 00, [agr e) 的 分 子 分 母 分 别 会 有 因子 (2 - 9 
和 (z-s). 所 以 [z,q,7,s] = k (F54), 是 一 个 常数 , 最 后 因为 r 被 映 到 1, 所 以 


[rg r,s] = k (14) =1, 我 们 得 到 


(z —q)(r — 8) 
(z -s)(r —q@) 


其 实 这 个 结果 并 不 像 从 帽子 里 变 出 免 子 那么 怪 . 比 默 比 乌 斯 的 研究 还 早 约 200 
年 , 德 沙 格 " 就 发 现 了 这 个 式 子 在 射影 几何 中 的 重要 性 , 而 称 它 为 z,g,7, s( 依 这 个 次 


T Girard Desargues, 1591—1661, 法 国 数 学 家 . 一 一 译 者 注 


[z g 7, s] = 
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Po) iat. 关于 它 在 这 方面 的 意义 ,习题 14 中 有 简明 的 解释 , 但 是 我 们 请 读者 
参阅 Stillwell [1989, 第 7 Bt) 可 知 更 多 细节 与 背景 . 
现在 我 们 可 以 把 (3.24) 以 更 明显 的 形式 重 述 如 下 : 
唯一 的 变 grs HAHA GTS HRANE 2 ow = 
M(z) BF ABH: 


下 
—5)(F — g) = |w Ww, g , 4] [z,4, + 引 (z — s)(r —q) 


(3.29) 


在 每 个 具体 情况 下 , 很 容易 由 此 式 解 出 w 以 得 出 w = M(z) 的 显 式 , 但 我 们 没有 这 
样 做 . 

(3.29) 可 以 用 许 儿 有 助 的 方式 来 重 述 . 例如 , HRY SRR p grs 
SHA PpS 则 交 比 不 变 : ppr = pans. RERE pars 的 变 比 与 
paT 3 的 交 比 相等 , 则 前 四 点 可 用 一 个 默 比 乌 斯 变换 潜 次 喘 为 后 四 点 . 

回忆 一 下 (3.23), 我 们 也 可 得 出 以 下 结果 ( 见 图 3-27): 

令 C 为 z 平面 上 过 grs 的 唯一 圆周 ,而 这 三 个 点 按 其 定向 排 
列 . 类 似 地 , 令 C Aw papit gF S h-Aon. 这 
时 , 由 (3.29) seek Le RRR CAC, 而 且 将 位 于 CZ 
去 侧 的 区 域 映 为 位 于 局 志 侧 的 区 域 . 


ON Ef) BK 
比 乌 斯 变换 


图 3-27 


这 个 结果 肥 过 来 又 给 我 们 一 个 关于 交 比 的 更 生动 的 图 像 : w = [2,q,r,8] Ez 
在 这 个 唯一 的 默 比 乌 斯 变换 下 之 象 , 这 个 默 比 乌 斯 变换 把 过 gr, s 的 有 定向 圆周 映 
ARM, 而 把 这 三 个 点 分 别 上 映 为 0,1,ce. WE qr, s EC 上 有 正定 向 , WC 的 内 域 


i 


(3.30) 


CD 着 改变 这 个 议 序 特 得 到 弃 比 的 不 同 慎 . 不 幸 的 是 ， 对 于 应 该 接 哪 种 次 序 才 称 为 交 比 并 无 硬性 的 规定 . 
Hin, ANHELS Carathédary [1950], Penrose and Rindler [1984], Jones and Singerman 
[1987| 一 至， 但 与 同样 很 常用 的 Ahlfors [1979| 的 定义 则 不 同 . 

(Ahlfors 对 z grs 的 交 比 定义 为 ETHOS) Hif (2, ¢,r,9). EER 2 了 是 两 个 复数 之 比 ， 


ia— slig- 
其 长 度 是 leat? 角度 为 arg(z ~ q) — arg(z 一 s). 这 个 比 称 为 “ 单 比 ", 有 时 也 记 作 [z,q,a]. 于 是 
交 比 就 是 “ 单 比 "之 比 : [zgn = [zg s/l a], 所 以 又 称 “ 复 比 " 或 “ 非 调和 比 ", 它 的 许多 重 
要 性 质 都 可 由 这 个 儿 何 解释 来 说 明 .请 参看 本 章 习 题 16. 一 一 译 者 注 ) 
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——— 


被 映 到 上 半 平 面 ; HATER C 的 内 域 被 映 到 下 半 平 面 . 这 一 点 在 图 3-28 HM 
了 出 来 , 由 它 我 们 立即 导出 圆周 C 的 一 个 干净 的 方程 


一 点 卫 落 在 过 ,rs5 HRAC 上 , SARS 


Im|p, g,7, 3] = 0? 


此 外 , Hare AC LAER (eR 3-28 所 示 ), 则 卫 在 品 的 
内 域 当 且 仅 当 Imlp,gir 引 >0, 著 dirs 在 口上 有 负 定 向 , 则 不 
等 式 要 改 成 < 0. (3.31) 


习题 15 中 给 出 了 一 个 更 初等 的 证 明 . 


| 
Moon 
[= n fy al ir 
和 EEN Ok acest te Shae 
hy D L1 l C Li ee 
F 


图 328 


3.6 ”和 融 比 乌 斯 变换 作为 矩阵 *# 


3.6.1 “与 线性 代数 的 联系 的 经 验 上 的 证 据 


当 你 读 到 默 比 乌 斯 变换 的 群 性 质 时 , 你 可 能 会 感到 似曾相识 , 因为 我 们 得 到 的 
结果 引 人 注 目地 令 人 想到 线性 代数 中 和 矩阵 的 性 态 ， 但 是 默 比 乌 斯 变换 和 短 阵 至 少 
CESAR CASA IAL, ABA, 何以 默 比 乌 斯 变换 与 线性 代数 会 有 联系 ? 在 解释 其 理由 
之 前 , 我 们 先 把 相信 二 者 确 有 联系 的 经 验 上 的 证 据说 得 更 加 明白 一 些 . 

我 们 先 把 每 个 默 比 乌 斯 变换 M(z) 与 一 个 2 x 2 矩阵 [M] 对 应 起 来 : 


az+b _|@ b 
因为 默 比 乌 斯 变换 的 系数 是 非 唯一 的 , 其 相应 的 矩阵 自然 也 是 非 唯一 的 : 车 上 是 一 
非 零 常数 , 则 kM] 应 与 [M] 相应 于 同一 个 默 比 乌 斯 变换 . 然而 , 着 令 (ad - be) = 1 


@ 这 就 是 说 , p, gr,s 四 点 共 贺 的 充分 必要 条 件 是 jp, gra) 为 实 . 实际 上 , 由 上 一 个 脚注 , [p, gr, s] = 
ezaii 03), 这 里 Oy, ga 分 别 为 由 tp — s) 到 (p-a) ZH, 56 (r-a) H (r-a) Z 
MR, 上 式 取 实 值 当 且 仅 当 bi — ga = 0 或 x, 这 就 是 初等 几何 中 四 点 共 圆 的 条 件 . 请 参看 习题 15 
之 图 , BWER pgr s E, 其 逆 亦 真 .用 类 似 方 法 即 知 , pgr 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 它们 
的 单 比 [par] 为 实 , 这 一 点 说 明了 交 比 与 单 比 的 几何 意义 . 一 译 者 注 
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而 把 M) 规范 化 , 则 相应 于 同一 个 默 比 乌 斯 变换 恰 有 两 个 可 能 的 矩阵 ; 若 称 其 一 
为 [M], 则 另 一 个 为 [M]; 换言之 , 矩阵 可 以 确定 到 “相差 一 个 符号 ”. 这 个 看 来 平 
凡 不 足 道 的 事实 ,后 来 发 现在 数学 与 物理 中 却 有 深刻 的 含义 ; WEA Penrose and 
Rindler [1984, 第 1 Æ]. 

这 里 很 容易 发 生 混淆 , 所 以 给 出 警告 : 在 线性 代数 中 我 们 习惯 于 把 一 个 2 x 2 
矩阵 想 作 是 表示 R 中 的 线性 变换 — 而 且 也 应 该 这 样 想 . 例如 (1 -0) 就 表示 平 
面 旋转 (x/2). 就 是 说 , 当 我 们 让 它 作用 于 R 中 的 向 量 (5) 时 , 有 


ð 一 1 ry {į T Ein 
(2) 5) (2) me 
与 此 截然 不 同 的 是 , 相应 于 默 比 乌 斯 变换 的 矩阵 |” “| 之 元 一 般 是 复 教 , 因而 不 
能 看 作 是 R 中 的 线性 变换 . 即使 令 这 些 元 是 实数 , 也 不 能 看 成 R? 中 的 线性 变换 
例如 矩阵 (0 -1 相应 于 默 比 乌 斯 变换 M(z) = 一 (1/z), 它 肯定 不 是 C 中 的 线性 变 
换 . 为 了 避免 混淆 , 我 们 在 记号 上 采纳 以 下 规定 : KAMP ( ) APR (RC) 上 
的 线性 变换 , 而 方 括号 [] 则 表示 与 C EARE R RRMA E GEME 
一 般 地 为 复 的 ). 
尽管 有 这 个 警告 , 默 比 乌 斯 变换 与 表示 它 的 矩阵 之 间 却 有 惊人 的 平行 性 ; 


。 恒 等 默 比 乌 斯 变换 E(2) = * 对 应 于 恒 等 矩阵 [E] = f: “il 


。 具 有 矩阵 [M] = | ” “| 的 默 比 乌 斯 变换 M(z) SERALE ENA 
Ait, 因为 回想 一 下 M) 为 非 奇异 当 且 仅 当 其 行列 式 det[M] = (ad 一 be) 为 
看 一 下 (025), RATANU AER M- (e) HASRPETEAL a 
(注意 这 里 设 M 为 规范 化 了 的 ), 写 得 更 明白 些 , 有 
[M~*) = [M]. 
. 在 线性 代数 中 我 们 用 矩阵 之 积 来 作 其 复 人 台 , 事实 上 , RERA U E E 


而 来 的 ， 如 果 我 们 把 相应 于 默 比 乌 斯 变换 Mal) 和 Alfz) 的 矩阵 [M 与 
(M) HR, 则 可 得 到 


| as ba a, by “ty dod; + bec, dabi + bady 

Co do cl di Can + dzc) cab) + dadı | 

但 是 再 看 (3.26)! 上 式 就 是 复合 的 默 比 乌 斯 变换 (Mo Mile) 的 矩阵 . 所 以 , Kee 
岛 斯 是 阵 的 这 法 相应 于 默 比 岛 斯 变 撞 的 复合 : 
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MaA] = [Ma o MI. 


3.6.2 解释: 齐 次 坐标 


很 清楚 以 上 一 切 不 可 能 是 巧合 , 那么 , 究竟 发 生 了 什么 ?1! 答案 是 简单 的 , 然而 
也 很 微妙 . 为 了 理解 这 一 切 我 们 先 用 一 类 完全 新 的 坐标 系 来 描述 复 平面 . 我 们 不 再 
把 复数 用 两 个 实数 来 表示 : z = a+ iy, 而 把 它 写成 两 个 复数 31 Soh” 

z= 2. 
àa 

有 序 的 复数 对 [31,32] 称 为 复数 > 的 齐 次 坐标 . 为 使 这 讲 的 比 有 适当 定义 , 我 们 
要 求 [31,32] 7 [0,0], 对 每 一 个 有 序 对 [31 任意 , jz z 0, 恰 有 一 个 复数 z = (31/32) 与 
之 对 应 , 但 对 复 平面 的 每 一 个 点 n 有 齐 次 坐标 的 无 穷 集合 [kj ki] = klng] 与 之 
相应 , 这 里 的 大 是 一 任意 非 零 复 数 . 

形 如 [31:0] 这 样 的 复数 对 表示 什么 ? + 31 固定 而 go BF 0, 很 清楚 , 必须 把 
(31,0) GACH ASSIA. 所 以 , 复数 对 [31,32] 的 全 体 为 扩充 的 复 平 面 提供 了 坐 
标 . 引入 齐 次 坐标 就 在 代数 上 完成 了 引入 黎明 球面 对 于 几何 学 所 做 到 的 事 一 一 E 
免除 了 co 的 例外 的 作用 . 

正如 我 们 用 R 来 记 实 数 对 (zx,y) 之 集合 一 样 , 我 们 用 C 来 记 复数 对 [31,32] 
的 集合 . 为 了 凸显 R 与 CHEKA, 我 们 用 圆 括号 (2, y) 表示 R 之 元 , 而 用 方 括 
号 [31,32] 表示 C? 中 之 元 . 

正如 R? 中 的 线性 变换 可 以 用 实 2 x 2 错 阵 来 表示 一 样 , C? 中 的 线性 变换 则 用 
H 2 x 2 矩阵 来 表示 : 


el-[z]-f: A paee 

Re ma | c d 32 cji + dio l 

但 看 把 [31,32] 和 [w] 分别 看 作 CC 中 的 点 2 = (aa RERA w = (w/w) 
的 C? 齐 次 坐标 , 则 上 述 OC? 中 的 线性 变换 将 诱导 出 C 中 的 下 述 ( 非 线性 ) 变换 : 


_ ĝl 


r= = nhy = 
de tüz cai + dj 


这 正 是 最 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 ! 

我 们 就 这 样 解释 了 , PE C 中 的 默 比 乌 斯 变换 与 线性 变换 如 此 相似 一 一 它们 
就 是 线性 变换 , 只 不 过 它们 作用 于 C 的 齐 次 坐标 上 , 而 不 是 直接 作用 于 C 中 的 点 
E. 


D 请 读者 特别 注意 ， 以 下 使 用 了 不 同 的 学 体 来 表示 坏 同 的 概念 ， 除 了 上 耐 说 的 用 ( ) 表示 R? 中 的 
线性 变换 只 其 矩阵 ,而 用 [ ] 表示 ”中 屿 性 变换 及 其 短 阵 外 , Re 中 的 元 的 稍 卡 儿 学 标 用 通 带 的 拉丁 
字母 表示 ， 它 们 构成 的 向 量 用 相 诺 的 黑体 ; C2 中 的 元 (及 其 齐 六 坐标 ) 则 用 这 些 字母 的 手写 花 体 
(Fraktur) 表示 , 它们 质 戌 的 向 量 则 用 相应 的 黑人 表示. ea 


ml aj +bj2 _aļl3ı/32) +b az 十 
eji/g2)+d cstd 
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AAS LEE, 齐 次 坐标 首先 也 是 出 现在 射影 几何 中 , 因此 也 就 称 为 射影 坐标 . 要 
想 更 详细 地 了 解 这 个 思想 的 历史 , EA Stillwell [1989, 第 7 章 ]. 我 们 还 不 能 不 提 
到 , 近来 , 采用 齐 次 坐标 是 爱 因 斯 坦 相 对 论 的 巨大 的 概念 上 的 进展 (也 是 强 有 力 的 
新 计算 技巧 ) 的 关键 . 这 一 整套 开创 性 的 工作 应 归功 于 罗 哲 尔 ee. EA 
Penrose and Rindler [1984], 特别 是 其 第 1 章 . 


3.6.3 ”特征 向 量 与 特征 值 * 


上 面 把 默 比 乌 斯 变换 表示 成 矩阵 给 了 我 们 进行 计算 的 漂亮 而 且 实 际 可 行 的 方 
法 . Ri, 意义 更 为 重大 的 是 , 它 也 意味 着 我 们 在 发 展 默 比 乌 斯 变换 理论 的 过 程 中 ， 
突然 有 了 一 条 新 道路 , 可 以 通 向 属于 线性 代数 的 一 大 套 新 思想 和 新 技巧 . 

我 们 从 一 些 很 简单 的 事 开始 . 我 们 前 面 提 到 过 , 两 个 非 奇 异 默 比 乌 斯 变换 的 复 
合 仍 为 非 奇异 的 , 这 在 几何 上 是 很 明显 的 , 但 在 代数 上 则 远 非 如 此 . 我 们 的 新 观 抬 
改正 了 这 一 点 , 因为 只 需 记 住 行列 式 的 下 述 初 等 性 质 即 可 : 


det {[Mfa|[At]} = det [Mz] det [M1]. 


这 样 ， 如果 det|Ma] Æ 0, det Mi] 4 0, 自然 有 det{[Mo][Mi]} + 0, 这 就 是 我 们 
想 要 证 明 的 . EER SERNA Seas. AAR 
det[M2] = 1, det[M1] = 1, Wl) det{[Mo}[Mi]} = 1. 这 样 , 规范 化 的 2 x 2 矩阵 构成 一 
个 群 -一 一 非 奇 异 和 矩阵 的 整个 群 的 子 群 . 

作为 第 二 个 例子 , 考虑 C? 中 的 线性 变换 [M] = |2 8) 的 特征 向 量 , 特征 向 
量 的 定义 就 是 这 样 一 个 向 量 3 = (2), 其 “方向 ”在 变换 下 不 变 , 即 它 的 但 只 不 过 是 
原 向 量 的 倍数 Ag; 这 个 倍数 因子 A 称 为 此 特征 向 量 的 特征 值 . 换言之 , 特征 向 量 必 
满足 以 下 方程 : 


用 相应 的 C 中 的 默 比 乌 斯 变换 来 说 , 这 意味 着 z = (31/32) 被 映 为 M(z) = (X31/X32) 
= z, 所 以 
z= (51/32) 是 M(z) 的 不 动 点 , 当 且 仅 当 3 = | 3 | 为 [M] 的 特 
征 向 量 . (3.32) 
注意 , 这 种 方法 的 一 个 直接 的 好 处 是 , 在 有 限 远 不 动 点 和 oc 处 的 不 动 点 之 闻 
再 也 没有 实在 的 区 别 了 , 因为 后 者 只 不 过 是 对 应 于 形 如 [H] 的 特征 向 量 的 不 动 点 
而 已 . 例如 , 看 一 看 我 们 可 以 多 么 漂亮 地 重新 导出 : oo 为 不 动 点 当 且 仅 当 M(z) 为 
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一 相似 变换 . 若 oc 为 一 不 动 点 , 则 


fe i= Alea 
0 c d 0 C31 
这 样 c= 0, A= a WME M(z) = (a/d)z + (b/d), 即 为 一 相似 变换 . 

回想 一 下 , FER M] 表示 上 默 比 乌 斯 变换 Mz), WE [M] 之 元 全 乘 以 有 所 得 
的 矩阵 kM] 也 表示 这 个 变换 . 特征 向 量 承 载 了 关于 OM (2) 的 几何 信息 这 件 事 表现 
在 特征 向 量 与 具 的 选取 无 天 上. 事实 上 , 者 3 为 LM] 的 一 个 特征 向 基 (特征 值 为 
A), 则 它 也 是 kM] 的 特征 向 量 , 但 是 相应 于 另 一 特征 值 和: 

{Ek [MM 3} = kAj. 

既然 特征 值 确实 恢 赖 于 上 的 任意 选择 , 看 起 来 特征 值 与 映射 Mie) 的 几何 本 性 无 
K. 然而 , 令 人 十 分 惊奇 的 是 ; 若 [M] 是 规范 化 的 , 真实 情况 恰好 相反 ! 我 们 将 在 下 
一 节 证 明 ; 规范 化 的 答 阵 [M] 的 特征 值 完全 决定 了 相应 的 默 比 岛 斯 变 撞 jMW[z) 的 
几何 性 质 . 在 等 待 这 一 结果 时 , 让 我 们 对 特征 值 作 进一步 的 研究 . 

回忆 一 下 , [M] 的 特征 值 是 所 谓 特 征 方程 det{LM]- A[E]} =0 之 根 , 这 里 [E] 是 
te Ee f raf 利用 [M] 已 规范 化 这 一 事实 , 我 们 知道 特征 方程 如 下 [练习 ]: 


A -—(a+djA+1=0, 
它 可 以 与 为 【以 后 要 用 到 这 一 氮 ) 
和 > deg this. (3.33) 


关于 这 个 方程 , 我 们 注意 到 的 第 一 件 事 是 , 在 典型 情况 下 , 它 有 两 个 特征 根 A; 
H An MEENE (a+ d) 之 值 决 定 . 检查 一 下 特征 方程 的 系数 立即 可 得 出 


AiA 一 1 H Ay +Ag = la+d). (3.34) 
这 样 , 若 已 知 A, W Xe = (1/Ar). 强调 这 一 点 是 因为 如 果 只 从 特征 值 的 公式 
Àl, Ag = ; {(a + d) + y {a + d)? 一 a} 


来 看 , 这 件 事 并 不 显然 . 
线性 代数 爱好 者 会 很 快 地 认 出 , (3.34} 只 是 关于 nxn EPEN 的 特征 值 Mi, Xz,:… ， 
An 的 一 般 结果 


AyAg-:- Ay, = det N, Al t Ag te t An = tr 
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的 一 个 特例 , 这 里 trN = (N 之 主 对 角 线 上 元 素 的 和 ) AN 的 迹 . 为 了 今后 的 
应 用 , 回想 一 下 迹 函 数 的 以 下 的 很 好 的 性 质 : 车 NN 5 PRA xn EB, BI 


tr{NP} = tr{ PN}. (3.35) 


TE 2 x 2 APE RPP (RICERRA — A) 这 可 以 通过 直接 计算 来 证 明 [练习 ]. 
3.6.4 ”球面 的 旋转 作为 默 比 乌 斯 变换 * 

这 一 小 节 是 选读 的 , 因为 它 的 主要 结果 只 在 第 6 章 中 需要 . 此 外 , 在 第 6 章 里 ， 
可 以 用 一 个 好 得 名 也 简单 得 名 的 方法 得 到 同样 的 结果 ; 这 一 小 节 的 目的 仅 在 于 进 一 
步 说 明 默 比 乌 斯 变换 与 线性 代数 之 间 存 在 的 联系 . 

我 们 来 研究 C? 中 的 两 个 向 量 p Sq “ 正 交 ”可 能 是 什么 意思 .RR? 中 的 两 个 向 
Bp 与 q 为 正 交 当 且 仪 当 它们 的 点 积 为 0: 


D1 qi 
poq= i = mq + pag = 0. 
p2 q2 


所 以 对 于 C? 中 的 复 向 量 p 和 q, 采用 同样 的 规定 : A p-q = 0, 则 定义 与 q* 正 
交 " 似乎 也 是 很 自然 的 . 但 这 是 不 行 的 , 特别 是 , 我 们 希望 一 个 非 零 向 量 与 自己 的 
点 积 为 正 , 但 举例 来 说 , 我 们 有 [1] . [1| = 0, 看 来 , 点 积 并 不 适用 于 C. 

这 个 困难 的 标准 解决 方法 是 把 点 积 p. q HET TIAA (p,q) = Ba: 


(p,q) = (| 3 | 4 | j |) -ra + Paqo- 


我 们 不 能 说 明 何 以 这 才 是 “正确 * 推广 的 全 部 原因 , 但 是 应 该 看 到 , 内 积 也 具有 点 
积 的 以 下 的 很 好 的 性 质 : 


(p.p) > 0, M (p,p) = 0 当 且 仅 当 p1 = 0 = po; 


(p+q,t) = (p.r) + (qr) LR (ep + q) = (r, p) + {rq}. 
然而 , 它 不 是 可 交换 的 ; (q p) = (p,q). 
我 们 现在 约定 : 说 p Sq 为 “ 正 交 ”的 , 当 且 仅 当 
(p,q) = Pidi + Page = 0. 


如 果 用 点 了 = (p1/p2) 5 q = (41/92) (p, a 是 它们 的 齐 次 坐标 ) 的 语言 来 说 , 这 种 “ 正 
40" 的 意义 是 什么 ? 答案 很 信人 吃惊 . 因为 很 容易 验算 , 以 上 方程 表示 g = —(1/p), 
所 以 我 们 可 由 (3.22) 导出 : 


中 第 1 章 中 定义 的 点 积 【或 称 数量 积 ) 在 多 数 文献 中 也 称 为 内 积 . 在 有 必要 对 实 与 复 情况 加 以 区 分 时 ， 
则 称 R 中 的 内 积 为 欧 几 里 德 肉 积 , 而 称 C 中 的 内 积 为 厄 米 特 内 积 . 一 一 译 者 注 
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?中 的 两 个 向 量 为 正 交 , 当 且 仅 当 它们 是 歼 曼 球面 的 两 个 对 径 点 的 齐 次 坐标 . 


设 我 们 能 找到 C 中 一 个 可 以 类 比 于 旋转 的 线性 变换 [R] ABA, 相应 的 默 
比 马 斯 变换 Re 将 诱导 出 黎 曙 球面 了 上 的 什么 变换 ? 所 谓 “ 可 类 比 于 旋转 " 就 是 
JR [R] 保持 内 积 不 变 ; 

([R]p, [Rlq) = (p,q), (3.36) 


特别 是 , 这 种 LR) 把 工 上 的 每 一 对 正 变 的 对 径 点 , 变 为 另 一 对 正 变 的 对 径 点 . 我 们 
这 里 不 作 详 证 , 只 指出 因为 了 上 的 这 个 变换 也 是 连续 上 且 共 形 的 了 , 它 就 只 能 是 了 上 
的 旋转 . 

我 们 希望 得 到 的 内 积 的 不 变性 (3.36) 可 以 用 一 种 所 谓 共 未 转 置 2 运算 (用 上 标 
* 表示 ) 来 干净 利落 地 表示 . 一 个 扎 阵 或 向 量 的 共 氏 转 置 是 把 其 元 素 代 之 以 其 共 斩 
复数 , 再 把 行 到 对调: 

la ob i | & 
c d 7 bal 


因为 内 积 现在 可 以 用 通常 的 矩阵 乘法 表示 为 (p,q) = p*q, mH. {[Rjp}* = pR", 
我 们 看 到 , (3.36) 现在 可 以 写 为 


p” = 区 | = [Pp1, Pol, 而 [RR]* = 


po 


p*{(RI"[Ri}q = pq 
此 式 当 
RI"[R] = [E] (3.37) 


时 自然 成 立 , RERA ERT EEES BE. 
适合 (3.37) 的 矩阵 在 数学 和 物理 学 中 都 极为 重要 , 它们 称 为 本 矩阵 . 在 现在 的 
规范 化 的 2x2 给 阵 情 况 下 , 我 们 很 容易 发 现 最 一 般 适 合 (3.37) ERE R) 就 是 
WA: [R] = [R]! 的 矩阵 : 
a b 
-b a | | 


HE 


在 上 面 的 推导 中 虽然 留 下 了 一 些 信 人 丰满 的 空缺 , 我 们 终于 达到 了 一 个 重要 的 
真理 ; 整 曼 球 面 的 最 一 般 的 旋转 可 以 表示 为 以 下 形状 的 黑 比 乌 斯 变换 


QD DRE RMERN, METRE E 上 两 个 对 径 的 小 块 互相 对 调 , 但 保持 小 鼎 忆 外 的 点 不 动 . 如 果 它 
虽 是 连续 的 但 却 是 反共 形 的 ， 则 它 可 以 是 把 拇 一 点 瞻 为 其 对 径 的 点 ,或 觅 为 其 对 某 一 过 于 中 心 的 平 
面 的 反射 点 . 

D 这 个 运算 在 壕 个 数学 中 意义 重 太 , 而 且 时 常 称 为 伞 随 运算 , 所 以 这 里 使 用 件 随 (adijoint) 二 字 更 好 . 

一 一 译 者 注 


=| 的 | 
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R(z) = -一 一， (3.38) 


其 实 高 斯 早 在 1819 年 左右 就 最 早 地 发 现 了 它 . 
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3.7.1 ”主要 思想 


虽然 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 M (2) 之 分 解 为 较 简 单 的 变换 (3.3) 在 获得 新 结果 方 
面 是 有 价值 的 , 却 使 Miz) 看 起 来 比 它 原 本 的 状况 更 复杂 了 . 在 本 节 中 , 我 们 通过 
更 细致 地 考查 其 不 动 点 来 揭示 其 隐藏 着 的 简单 性 ; 这 使 默 比 乌 斯 变换 能 更 棚 棚 如 生 
地 可 视 化 . 在 这 个 过 程 中 我 们 将 对 前 面 提 到 的 默 比 乌 斯 变换 可 以 分 成 四 类 看 得 更 
加 清楚 , 每 一 个 M(2) 将 “等 价 于 * 图 3-26 所 示 的 四 种 类 型 变换 的 一 种 而 且 仅 只 一 
种 . 这 种 分 类 格式 背后 的 可 爱 的 思想 应 归功 于 克 莱 因 ， 

一 开始 , 设 M(z) 有 两 个 不 同 的 不 动 点 6, 5¢_. 现在 看 图 3-29 之 左 图 , 特别 
是 用 虚线 画 的 经 过 不 动 点 的 圆周 族 C,. 如 果 把 Mi 看 作 一 个 把 这 个 图 形 映 为 自 
身 的 映射 2 w= M(z), 则 C 中 的 每 个 图 周 将 被 映 为 Cl 中 的 另 一 个 园 周 .[ 为 什 


么 ?] 


再 看 图 3-29 WA. 设 p( 图 上 未 标 出 ) 是 过 i 与 的 直线 上 的 一 点 , 但 是 
位 于 连接 不 动 点 的 线段 之 外 . OK EU pAb, ype pE] 为 半径 的 圆周 , 则 
EBE 关于 KOR. 这样 KK 必定 正 交 于 C, 中 的 每 个 圆周 ( 见 图 3-9, 那里 的 q 
就 是 现在 的 p). 改变 p 的 位 置 就 得 到 一 族 这 样 的 圆周 , 记 为 Cj 图 上 的 实 线 |, 使 得 
EKE 关于 Ca 中 的 每 个 圆周 都 对 称 , 而 Ca 的 每 小 元 均 正 交 于 C 的 每 个 元 . 

现在 来 讲 主要 思想 : 对 图 3-29 SAAR ER F(z), 映 不 动 点 之 一 
(GEA EL) BO, 而 上 映 另 一 个 不 动 点 E) Boo. 图 3-29 之 右 图 画 出 了 左 图 在 此 默 比 
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乌 斯 变换 下 的 象 . 这 种 默 比 乌 斯 变换 最 简单 的 例子 就 是 
2 — £} 
F(z) = =r i 
[注意 , 我 们 没有 费心 把 它 规范 化 .] 因为 FP 是 默 比 乌 斯 变换 , 它 必 映 OC, 之 各 个 元 为 
经 过 0 与 oo 的 圆周 , 即 过 原点 的 直线 [ 右 图 虚线 ]. 此 外 , 因为 严 是 共 形 的 , 两 条 这 
样 的 直线 在 原点 所 含 的 角 必 等 于 Ci 中 相应 圆周 在 <， 处 所 售 的 攻 . 为 了 使 这 一 点 
更 容易 看 出 来 , 我 们 把 Ci 中 的 各 个 圆周 过 e 的 方向 都 画 得 均匀 地 分 布 , 使 每 两 个 
FASE a AAC FATA (2/86). 
作为 一 个 附 言 , 我 们 现在 对 正 交 于 C 的 圆周 族 C 的 存在 有 了 第 二 个 更 简单 
的 证 明 . 因为 图 上 画 的 以 原点 为 中 心 的 圆周 ( 实 线 ) 都 正 交 于 过 0 的 直线 , 所 以 它 
们 在 F PAS AEA FOC, 中 每 个 元 的 圆周 . 
其 次 , $ F= F(z) AG = Fiw) Az Mw = M(z) EF FRR, 我 们 现 
在 可 以 把 F 想 作 是 把 堪 图 的 默 比 乌 斯 变换 : w = Mle) 变 为 右 方 的 一 个 变换 
Poi = M(z). 更 明确 地 说 , 有 
w = F(w) = F(M[2]) = F(M[F-*(2))), 
所 以 T 
M = FoMoF"! (3.39) 


M 的 方法 可 知 , M 的 不 动 点 就 是 0 和 oo. 但 是 我 们 已 经 看 到 , 若 一 默 比 鸟 斯 变换 
使 这 两 点 不 动 , 它 只 能 是 如 下 形式 的 : 

M(Z) = mi, 
这 里 m = pel 只 不 过 是 一 个 复数 . 从 几何 上 说 , M 正 是 由 旋转 一 个 角 a 与 按 因 子 
昼 缩 复合 而 成 . 

这 个 复数 m 不 仅 构 成 了 对 M 的 完全 的 描述 , 而 且 我 们 马上 就 会 看 到 , 它 也 完 
全 地 刻 划 了 原来 的 默 比 乌 斯 变换 的 几何 本 性 . 数 m 称 为 Mie 的 来 子 . 

3.7.2 ”椭圆 型 、 双 曲 型 和 斜 驶 型 变换 

在 往 下 读 之 前 , 请 回忆 一 下 形 如 对 ( 习 = mz 的 默 比 乌 斯 变换 的 分 类 ([ 见 图 
3-26a,b,c}. 

如 果 M 是 椭圆 型 的 , 即 为 相应 于 m = eia 的 纯粹 旋转 , 就 称 M(z) Ad Ee 
Kiba wee. 因为 M 当 且 仅 当 它 把 每 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆周 映 为 自身 时 才 是 
一 个 旋转 , 所 以 M(z) 当 且 仅 当 它 把 Ca 中 的 每 一 个 圆周 都 映 为 自身 时 才 是 椭圆 型 
的 , 图 3-29 右 图 画 出 了 a = (x/3) 时 M 对 的 效果 . 在 左 图 中 可 以 看 到 M 的 相 
应 的 无 疑义 的 效果 : Cik: 点 沿 着 它 所 在 的 Cs 圆周 运动 , 一 直到 达 与 原来 过 z 的 
Ci MARA (r/3) 的 C, 圆周 为 止 . 
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图 3-30” 的 目的 是 给 这 个 默 比 乌 斯 变换 一 个 更 生动 的 形 鱼 . 每 个 有 阴影 的 “ 正 
方形 "都 被 M(z) 映 为 第 头 所 指 的 下 一 个 有 阴影 的 正方 形 — 有 一 些 正方 形 被 涂 
上 了 黑色 是 为 了 强调 这 一 点 . 这 个 图 除 一 点 以 外 可 以 看 作 是 典型 的 . 因为 我 们 取 了 
a = (7/3), 所 以 连续 映射 6 次 就 得 到 恒 等 映 射 , 所 以 我 们 说 M 具有 周期 6. 更 一 般 
的 情况 是 r= (m/nj2x, (m/n) 是 婚约 分 数 , 则 M 具有 周期 n. 当然 这 还 不 是 典型 
的 , 更 一 般 的 (a/2x) 为 无 理 数 , 则 不 论 施行 M 多 少 次 都 不 会 得 到 恒 等 映 射 ， 

如 果 M 是 双 曲 型 的 , 即 为 一 个 纯粹 的 伸缩 而 m = p A 1, 就 称 M(z) 为 双 曲 型 
Kirk A eR. 因为 当 且 仅 当 M 映 每 一 条 过 原点 的 直线 为 其 自身 时 它 才 是 一 个 忻 
缩 , ERS M{z) 映 每 一 个 Ci 圆周 为 其 自身 时 它 才 是 双 曲 型 的 . 图 3-31 MHT 
一 个 p > 1 时 的 这 种 变换 . 注意 , 如 果 我 们 对 任意 图 形 (例如 上， 附近 的 黑色 小 正方 
JÉ) 连续 地 施加 这 个 映射 ， 则 此 图 形 总 是 被 从 £， 排斥 出 去 , 最 终 被 吸入 上 _， 这 时 ， 
E+ 称 为 排斥 性 不 动 点 ,E_ 则 称 为 吸收 性 不 动 点 ;着 m =p <1, We, Ae 的 作用 
对 调 ， 


图 3-31 


中 图 上 的 困 影 和 黑色 区 域 是 受 Ford (1929, 19 页 | HARB. GER, 因为 疼 上 每 个 Ca M 
分 成 12 BR, UR “ 占 了 "人 /6) = 30°. 一 一 译 者 注 ) 
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BUA, 车 m = pete 为 一 般 的 复数 , 而 M 是 一 个 旋转 和 一 个 伸缩 的 复合 ，M 就 
Pp Ay tk RR rk a A, C, 圆周 与 Cs 圆周 均 是 不 变 的 , 图 332 上 则 画 出 了 
确 为 不 变 的 曲线 , 这 图 上 也 夯 出 了 对 6, 附近 的 小 正方 形 (黑色 小 块 ) 连续 施加 M 
的 效果 . 在 研究 这 个 图 形 时 , 注意 到 下 述 结 果 是 有 好 处 的 : 
具有 不 动 点 E MARS m= pe'* 的 插 驶 型 黑 比 鸟 斯 变 接 是 下 
面 两 个 变换 的 复合 (次 序 无 关 ): (I) RFA m= 而 不 动 点 为 。 (3.40) 
t+ 的 梢 团 型 黑 比 乌 斯 变 接 ; (ii) RF AmM=p MBSA CH 
双 曲 型 默 比 鸟 斯 变换 , 


图 3-32 


和 双 曲 型 变换 一 样 , 有 一 个 不 动 点 是 排斥 性 的 ， 另 一 个 则 为 吸收 性 的 . 图 3-32 
HHA a > 0,p > 1 的 情况 ; WR a 为 负 , 或 如 果 p < 1, 图 形 看 起 来 会 是 什么 
FE? 
3.7.3 ” 乘 子 的 局 部 几何 解释 

在 图 3-29 上 我 们 其 实 是 随心 所 谷地 选择 让 6, 而 不 是 上 OP RB 0, 在 这 个 
意义 下 , 我 们 关于 此 乘 子 m 的 定义 其 实 并 不 清楚 : 如 果 我 们 是 让 上 _ 被 映 到 0, 则 得 
到 的 m 的 新 值 与 现 已 算出 的 m 之 值 有 何 关系 ? 

注意 , (3.39) 可 以 写 为 (Fo M) = (M o f). 车 记 w= M(z), 再 回忆 一 下 下 的 


定义 , 我 们 就 有 
w — E4 r a F 
Ge: = m G a = | (3.41) 


[这 个 公式 常 称 默 比 乌 斯 变换 的 正规 形式 (normal form).) 在 其 中 将 ec, 与 £_ ERM 
等 价 于 将 £_ BRB) 0 而 且 将 e BRB) oo. 这 时 我 们 就 有 
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所 以 乘 子 就 从 m 变 为 (1/m), 而 这 两 个 值 都 同样 有 资格 被 称 为 “此 ” 乘 子 . 所 以 我 
们 要 把 自己 的 语言 弄 精 确 一 点 , 并 称 (3.41) 中 的 m 为 相应 于 上 HT, 有 时 也 就 
写作 m, 以 强调 这 一 点 . 用 这 样 的 语言 , 我 们 刚才 证 明了 的 就 是 : 相应 于 两 个 不 动 
SM RFR ARR. 我 们 试 着 更 从 几何 上 理解 这 件 事 . 

再 看 图 3-29, 其 中 相应 于 & HETE m = a, 现在 , 我 们 想 用 图 3-30 来 
更 直接 地 理解 它 而 不 借助 于 图 3-29 的 右 图 . 越 是 接近 E, C 中 的 圆周 就 越 是 像 以 
t， 为 中 心 的 同心 圆周 族 . 这 是 很 容易 理解 的 : (A) 当 我 们 考虑 上 的 越 来 越 小 的 邻 
B.C, 中 的 圆周 就 越 来 越 像 这 些 圆周 在 上 + 处 的 切线 ; (B) HEX, C 的 各 个 元 
都 与 C 之 每 个 圆周 正 交 . 

从 这 些 说 明 就 可 以 看 得 很 清楚 , (在 <. 的 无 穷 小 邻 域 中 )M 的 局 部 效果 就 是 以 
<， 为 中 心 旋 转 (x/3) 一 一 这 就 是 与 L HART my =e) 的 意义 . 当然 , 类 
羽 的 推理 对 上 _ 的 无 穷 小 邻 域 也 适用 , 但 由 图 3-30 可 知 , 绕 es 的 正 癌 旋 转 必 然 带 
来 绕 上 _ 的 大 小 相同 方向 相反 的 旋转 . 所 以 M E E 处 的 局 部 效果 是 旋转 -(T/3)， 
而 相应 的 乘 子 m- 就 是 e NS = (1/m.), 这 正 是 我 们 需要 的 解释 . 

如 果 看 图 3-31 就 会 看 到 在 双 曲 型 变换 情况 下 也 有 同样 的 现象 . 在 此 图 中 与 上 
相应 的 乘 子 是 m = p > 1, 这 一 点 可 以 解释 为 : 在 6 BCA, M 的 局 部 
效果 是 以 上 ,为 中 心 的 放大 — 我 们 马上 就 可 证 明 , “局 部 放大 因子 " 就 是 p. 从 此 
图 上 也 可 以 看 得 很 清楚 , 在 £_ 的 无 穷 小 邻 域 中 , M 的 局 部 效果 是 压缩 , 所 以 与 此 
点 相应 的 乘 子 是 实 的 而 且 小 于 1. 然而 还 不 清楚 , 这 个 乘 子 是 否 正 是 (1/p), 而 我 们 
知道 必然 是 这 样 的 . 这 当然 也 可 以 用 几何 方法 证 明 , 但 是 我 们 现在 不 去 证 明 它 , 而 
只 是 满足 于 说 明 , 我 们 原来 的 代数 论证 如 何 可 以 用 M 在 各 个 不 动 点 邻 域 的 “局 部 
效果 ”来 从 几何 上 重新 解释 . 

RANA Z= (z -ERW = (w —€,) 来 记 由 & 连接 到 z 点 以 及 由 £ 连接 到 
REA v= M(z) 的 复数 . 我们 已 经 指出 了 {而且 部 分 地 证 明了 ): 者 2 RAD, 
则 M 的 效果 就 是 把 Z 旋转 一 个 角 a 和 以 p 为 因子 伸缩 : 换言之 , W = mz. 为 了 
证 明 这 一 点 , 注意 (3.41) ASA 


Wo i 
3-" (et 1 
“4 2 趋 于 0 时, x Aw 二 者 都 趋 于 & ,所 以 上 式 右 方 的 分 数 最 终 等 于 m 这 样 W 
最 终 等 于 7, 这 就 是 需要 证 明 的 事 . 
当 读 完 下 一 章 后 , 可 以 再 回顾 一 下 我 们 这 里 做 的 事 , 能 看 出 来 , 这 只 是 微分 一 
个 复 函 数 的 例子 . 
3.7.4 ”抛物 型 变换 
我 们 现在 对 于 具有 两 个 不 动 点 的 默 比 乌 斯 变换 已 经 有 了 很 透彻 的 了 解 , 所 以 余 
下 的 只 是 要 处 理 M 只 有 一 个 不 动 点 上 的 情况 , 这 时 M 称 为 抛物 型 默 比 乌 斯 变换， 
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请 看 图 3-33 HAA, 但 暂 不 要 去 管 那里 的 箭头 , 我 们 在 这 里 画 出 了 两 族 圆周 : 
一 族 是 实 线 画 的 , 它们 都 通过 不 动 点 ¢, 而 且 是 沿 同一 方向 , 另 一 族 是 用 虚线 画 的 ， 
它们 也 都 通过 不 动 点 E, 但 是 沿 一 个 正 交 的 方向 . 注意 因为 这 两 族 圆周 在 é 处 是 正 
变 的 , 所 以 每 一 族 中 各 取 一 圆周 , 二 者 在 它们 的 第 二 个 交点 处 {由 对 称 性 ) 也 必 正 
交 . 图 3-33 的 右 图 画 出 了 , 当 我 们 用 默 比 乌 斯 变换 

G(z) = -一 

把 上 变 为 oo 后 , 这 两 族 圆周 将 变 成 什么 ? 很 清楚 , 这 两 个 正 交 圆 族 将 变 成 两 个 互相 
正 交 的 平行 线 族 (AY). 反 过 来 , 若 对 右 图 的 两 个 正 交 直线 族 施 以 G-1, 就 得 到 左 
图 的 两 个 过 上 的 正 交 圆周 族 . 


图 333 


和 前 面 一 样 , + € = G(Z) Ala = G(w) 为 z 和 w = M(z) 在 右 图 上 的 象 , 则 左 
图 的 默 比 乌 斯 变换 z= w= M(z) 必 在 右 图 诱导 出 另 一 个 默 比 乌 斯 变换 ZH = 
M(z), 其 中 O 
M=Go Mo G, 
因为 oo 是 M 的 唯一 不 动 点 , 由 此 导出 M 只 能 是 一 个 平移 ; 
M(z)=Z+T. 


现 设 右 图 上 的 箭头 表示 平移 T 的 方向 . 如 图 所 示 , 我 们 按照 T 画 一 个 网 格 , 则 每 一 
个 有 阴影 的 正方 形 被 M 映 到 下 一 个 有 阴影 的 正方 形 . 我 们 这 样 就 得 到 图 3-33 左 
图 上 原来 的 抛物 型 默 比 乌 斯 变换 M 的 作用 的 生动 的 形象 : 每 个 实 线 圆周 变 为 其 自 
身 ; 每 个 虚线 圆周 变 为 另 一 个 虚线 圆周 ; 而 阴影 区 域 都 变 成 第 头 所 指 方向 的 下 一 个 
阴影 区 域 . 

WR M(z) = 2245 是 规范 化 的 , 则 由 (3.27) 可 知 , M 当 且 仅 当 (a +d) = 42 
时 为 抛物 型 的 , 而 这 时 的 不 动 点 为 = (a — d)/2c. 现在 我 们 用 系数 来 表现 平移 T. 
因为 (GoM) =(MoG), M 的 所 谓 正规 形式 应 由 下 式 给 出 

l 1 


CE A 
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因为 M BR z= o A w= (ald 我 们 得 出 
f= — =e 
Ore 
这 里 + 号 的 取 法 与 (a +d 的 符号 一 致 . 
3.7.5 ”计算 乘 子 * 


我 们 已 经 看 到 乘 子 m 如 何 决定 默 比 乌 斯 变换 的 特性 , 现在 我 们 要 说 明 怎 样 由 
M(z) = st 的 系数 直接 决定 乘 子 m 的 特性 . 

假设 我 们 已 经 算出 了 不 动 点 H, 例如 使 用 (3.27) A, 因为 M BR z = oc 为 
w= (a/c), 由 正规 形式 (3.41) TNS & ARNT 
站 一 号 + 

a— ot 

例如 考虑 复 反 演 z 一 (1/z). 不 动 点 是 方程 z= (1/2) 之 解 , B £ = 土 1. 所 以 
相应 于 & = 1 WER m= -1 =e", 而 它 怡 好 与 相应 于 上 = -1 MRF (1/m) 
相同 . 所 以 , 复 反 演 是 椭圆 型 的 , 而 每 个 不 动 点 的 无 穷 小 邻 域 只 是 绕 该 点 旋转 x. 请 
用 计算 机 来 检验 一 下 这 个 预测 . 

如 果 你 愿意 , 可 以 直接 将 (3.27) 代入 (3.42) 来 求 出 m 的 完全 显示 的 会 式 . 如 
果 我 们 只 想 要 知道 默 比 乌 斯 变换 的 特性 , 则 可 如 下 进行 . 

结果 是 (我们 马上 就 来 证 明 )m 由 以 下 方程 与 规范 化 的 默 比 乌 斯 变换 相关 联 : 


Vm 十 -局 =a+d. (3.43) 


注意 , 这 个 式 子 的 对 称 性 意味 着 , 若 m 是 一 个 解 , 则 (1/m) 也 是 一 个 解 ; 当然 也 应 
该 是 这 样 . 我 们 不 必 去 管 如 何 由 (3.43) 解 出 m, 总 之 可 以 得 出 以 下 的 代数 分 类 : 规 
范 化 的 默 比 乌 斯 变换 jM[2) = 7 


m (3.42) 


椭圆 型 的 , 4 (a+ d) HRMAla + dj <2: 
di ey, SEM atd AS Ala + d) = +2; 
IHH, SHR S(o+d ALM Ala + dl > 2: 
oie), 当 且 仅 当 fa 十 中 不 为 实数 而 为 复数 ， 
提示 : 画 出 y =o + 1/z 的 草图 就 可 以 得 到 更 好 的 感觉 
为 了 漂亮 地 导出 (3.43), 可 以 使 用 矩阵 , 把 (3.39) 重 写 为 


[M] = (F)[M][F]~! = det[M] = det{[F][F] +} det[M] = det[M]. 


这 样 , 不 论 [F] 是 否 规范 化 的 , [M] 当 且 仅 当 [M] 为 规范 化 时 才 是 规范 化 的 , 因为 
M(z) = mz, 它 的 规范 化 的 矩阵 就 是 [练习 [入] = [VM]. 回忆 (3.35), 我 们 就 


(3.44) 
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可 导出 
Vin + = = tr {[FUIMILF]—"} = tr {[F][F] 2 M]} = riM] =a +d, 
3.7.6 ”用 特征 值 解释 乘 子 * 


若 M] 是 一 个 C? 中 的 线性 变换 , 我 们 在 (3.32) 中 已 经 看 到 , 它 的 特征 向 量 就 
是 相应 的 默 比 乌 斯 变换 Mz) 的 不 动 点 的 齐 次 坐标 . 我 们 还 说 过 , 车 [M] 是 规范 化 
的 , 则 其 特征 值 完全 决定 了 Mie) 的 特性 , 现在 我 们 可 以 更 进一步 指出 : 
# Mle) 的 一 个 不 动 点 表示 为 规范 化 蛤 阵 M] 的 一 个 特征 向 量 
【特征 值 为 和 ), 则 相应 于 此 不 动 点 的 率 子 mh m= 1/7 给 出 。 (3.45) 
在 证 明 它 之 前 , 我 们 先 以 复 反 演 z 0/2) 为 例 来 说 明 它 . 我 们 已 经 知道 , 这 
时 的 不 动 点 是 +1, 而 相应 于 它们 的 乘 子 均 为 m = -1, 我 们 可 以 容易 地 找到 规范 化 
矩阵 为 i JERS. 如 果 我 们 选 一 有 限 远 点 z 的 齐 次 坐标 向 量 为 | |, 则 相应 于 


不 动 点 = = +1 的 特征 向 最 是 | 二 | 因为 
0 4 a) a, 
i offi] ofa]? 


0 i 11 .| 31 
i 0 T Oe i 
Ay LETRI EEA A= i 这 是 与 (3.45) 相符 合 的 . 
回 到 一 般 情 况 , 比较 (3.38) 与 (3.43) 即 知 ym 与 A 满足 同样 的 二 次 方程 , 而 
可 以 立即 导出 (3.45) 的 绝 大 部 分 结论 : 互 为 倒数 的 m 的 两 个 值 等 于 互 为 倒数 的 》? 
的 两 个 值 . 然而 这 还 没有 告诉 我 们 X 的 哪个 值 等 于 m 的 哪个 值 , 而 且 这 里 的 思路 
{BRA ACHE. 下 面 则 是 一 个 更 透明 的 处 理 方法 . 
我 们 先 回想 一 下 线性 代数 中 的 一 个 适用 于 nx n 矩阵 的 标准 结果 : 
车 上 是 [4] 的 一 个 相应 于 特征 值 和 的 特征 向 量 , 则 e = [Ble 是 
[A] = [B[A][B)-! 的 特征 向 量 , 其 特征 值 仍 为 入 
这 很 容易 证 明 ， 
[Ale = {[B][A][B]-'}[Ble = [B]|A]e = [B]Ae = Xë. 


现在 回 到 图 3-29, 其 中 M 的 不 动 点 ERRET m) 被 > F= F(z) = 
二 入 WRB] M = (Fo Mo F7) 的 不 动 点 0. 用 C? 中 的 线性 变换 的 语言 来 说 , |M] 


eee E | W [F] EA 


[M] = (F\[M)[F}"* 
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的 特征 向 量 | 了 |. 线性 代数 的 结果 告诉 我 们 , 车 以 A, 记 | 对 | 的 特征 值 , 则 有 


[是 


这 个 结果 不 论 以 上 方程 的 任 一 个 矩阵 是 否 规 范 化 都 是 对 的 . 
现 设 [M] 是 规范 化 的 , 这 是 (3.45) 所 要 求 的 . 不 论 [F] 是 否 规 范 化 , 我 们 已 经 
看 到 [M] 当 且 仅 当 [M] 为 规范 化 时 才 是 规范 化 的 . 因为 M) = m+ 2 的 规范 化 


ERER M) = | YI + |. Bea 


[ol [v 9 0| 1 fo 
“lil o yya i vlil 


所 以 m+ = 1/42, 即 为 所 求证 . 


3.8 DRA 2 个 或 4 个 反射 *# 


3.8.1 引言 
回忆 一 下 , 由 (3.4) 可 知 对 圆周 KK 的 反 演 或 “反射 ” 可 以 写 为 


AZ+B 
Tki) = Gop 
由 此 可 见 两 个 任意 的 (对 于 圆周 或 直线 ) 的 反射 之 复合 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 . 因为 
两 个 默 比 乌 斯 变换 的 复合 仍 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 , 所 以 一 般 说 来 惕 数 个 反射 的 复合 
是 一 个 默 比 乌 斯 变换 ， 
在 本 节 中 , 我 们 将 利用 对 称 原 理 [ 见 3.5.1 节 开 始 处 关于 默 比 乌 斯 变换 的 基本 
性 质 第 3 点 | 证明, 反 过 来 
每 沾 非 斜 驶 型 黑 比 乌 斯 变换 可 以 表示 为 两 个 反射 的 复 各 ,而 土 
Oy A) EB th ERM AEA 4 个 反射 的 复合 . 
在 下 面 , 读 过 本 书 第 1 章 最 后 一 节 是 有 好 处 的 [但 非 必 不 可 少 ]. 
3.8.2 ”椭圆 型 情况 
考虑 图 3-34, 它 画 的 是 与 图 3-29 和 图 3-30 相同 的 椭圆 型 变换 . 回想 一 下 , 左 图 
是 一 个 默 比 乌 斯 变换 M, 再 用 F(z) = (2-2 -E)E E A E RI oA o, 
于 是 得 右 方 的 新 变换 , 它 是 一 个 纯粹 的 旋转 M =F 图 上 的 例子 是 a= (x/3) 
的 情况 , 而 毗连 于 直线 AARE “REE” 被 映 为 毗连 于 直线 B 的 深 色 “矩形 ". 
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正如 我 们 在 第 1 和 章 中 已 经 见 到 的 那样 ， 以 原点 为 中 心 旋转 角 a 等 价 于 对 任意 
两 条 在 0 点 处 交角 为 (ay/2) 的 直线 作 两 次 相继 的 反射 , 例如 对 图 上 的 直线 AAB 作 
反射 . 用 符号 来 号 就 是 

M = Ha o Ri. 

特别 是 , Re HURL 全 的 深 色 “矩形 * 变 成 紧 靠 着 A 的 另 一 侧 的 浅 色 E 
E, 然后 再 用 A, 把 它 变 为 靠 着 直线 BA WHE “EWE. 此 图 为 了 把 这 一 
点 表示 得 更 清楚 , 还 同时 夯 出 了 原来 的 深 色 “ 秆 形 * 中 的 一 个 空心 贺 点 和 一 条 对 角 
圆 强 在 每 一 步 映 射 中 的 象 . 


现在 想 一 下 这 对 图 3-34 的 左 图 意味 着 什么 . 对 称 原理 告诉 我 们 , 若 两 点 基于 直 
线 4 对 称 , 则 它们 在 默 比 乌 斯 变换 FO) 下 的 象 关 于 通过 不 动 点 的 圆周 A = FHA) 
也 对 称 . [回忆 一 下 图 3-29 中 这 样 的 圆周 族 当时 称 为 C) 这 样 , 右 图 的 对 4 的 反 
射 变 成 了 左 图 中 的 对 4 的 反射 ( 即 反 演 ), 对 于 B 的 第 二 个 反射 当然 也 如 此 . 所 以 
我 们 其 实证 明了 


著 Mf 是 一 个 椭圆 型 软 比 钼 斯 变换 , 而 相应 于 一 个 不 动 点 E HRT 
Æ$ m= M M = Inco Ia FPA BAAARR, 它们 通过 这 两 。 (3.46) 


3.3.3 MARR 

图 3-35( 请 与 图 3-31 比较 ) 则 对 双 曲 型 默 比 急 斯 变换 的 情况 画 出 了 类 似 的 结果 . 
这 里 , 与 上 相关 的 乘 子 是 实数 m = p, 右 图 上 的 变换 是 一 个 纯粹 的 伸缩 , M) = pz. 
和 对 于 旋转 一 样 , 一 个 伸缩 也 能 通过 两 个 反射 来 完成 : 若 ALB 是 任意 两 个 以 原点 
为 中 心 的 圆周 , rare 为 A,B 的 半径 , MAM ARH, Bot Bo 作 反射 就 
给 出 一 个 以 原点 为 中 心 的 伸缩, 而 伸缩 因子 为 六 这 里 

= = Jp. (3.47) 
A 
用 符号 表示 , 这 个 结果 [实际 上 与 (3.8) 相同 ) 说 的 就 是 
M = Ta oTi. 
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和 图 3-34 一 样 , 图 3-35 的 右 图 画 的 是 一 个 紧 靠 4 的 深 色 矩形 在 映射 的 第 一 步 下 的 
效果 . 和 前 面 一 样 , 把 对 称 原 理 用 于 PO? 即 知 左 图 上 原来 的 默 比 乌 斯 变换 可 以 写 为 


Af = Ip o IA- 


回忆 一 下 图 3-29, 知 4 与 B 同属 于 圆周 族 C, 其 每 个 元 均 与 过 不 动 点 的 圆周 
族 Ci EX. 那 时 , 我 们 指出 了 Cs 的 一 个 等 价 的 性 质 , 即 不 动 点 & 对 Ca 的 每 个 
元 都 是 对 称 的 ; 正 是 这 一 点 使 我 们 能 解释 何以 Zp oTa HE, 与 &_ 成 为 不 动 占 . 在 
图 3-34 的 情况 , E 为 不 动 点 是 明显 的 , 因为 每 一 个 反射 部 使 & 与 上 _ 不 动 ; 而 在 
现在 的 情况 下 , Ta 把 £4 与 &_ 对 换 , 然后 Te 又 把 它们 对 换 回来 , 净 效 果 是 i 均 
不 动 . 

在 椭圆 型 情况 下 , (3.46) 告诉 我 们 , SER OANA a 怎样 选 出 一 对 C, 圆周 . 在 
现在 的 双 曲 型 情况 , 相应 于 任意 已 知 值 p 又 怎样 选 出 一 对 Ca 圆周 呢 ? 238 
Ca 圆周 族 的 第 三 个 特征 性 质 : 它们 是 以 ia 为 极限 点 的 阿波 罗 尼 岛 斯 ” 圆 . 

这 个 名 词 反 映 了 阿波 轴 尼 乌 斯 的 一 个 了 不 起 的 发 现 : 若 一 个 动 点 z 到 两 个 定 
点 的 距离 之 比 为 常数 , W z 必 在 一 贺 周 上 运动 . 图 3-35 使 这 个 命题 很 容易 理解 . 
当 z 沿 4 运动 时 ,了 = F(z) 必 在 一 个 以 原点 为 中 心 而 半径 为 ra 的 圆周 A 上 运动 . 
但 是 这 个 ra 不 是 别 的 , IESE z 到 两 个 不 动 点 & 的 距离 之 比 , 因为 

[| 
ra = |3 =|F(z)|= et 

TER, 这 也 可 以 解释 “极限 点 ”这 个 名 词 : SEE ra 趋 于 0 时 , 阿波 罗 尼 乌 斯 
圆周 缩 为 极限 点 £4, 而 当 ra 趋 于 无 穷 大 时 , A 则 缩 为 另 一 个 极限 点 c. 以 上 的 讨 
论 还 有 一 个 副产品 , 它 通 常 在 几何 教 本 中 不 太 提 到 ; 定义 阿波 罗 尼 岛 斯 园 周 族 的 极 
限 点 对 此 族 中 的 各 个 圆周 都 是 对 称 的 . 

因为 出 现在 (3.47) 中 的 ra 和 ra 现在 纯粹 是 用 图 3-35 的 左 图 的 几何 来 表述 
的 , 我 们 就 解决 了 如 何 选取 Ca 中 的 一 对 圆周 的 问题 : 


D Apollonius of Perga, 生 座 年 下 详 , 的 为 公元 前 260—190, 是 杀 欧 几 里 德 以 后 的 俩 坟 的 几何 学 家 . 
译 者 注 
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# M 是 一 个 双 曲 型 默 比 乌 斯 变 接 ， 而 与 一 个 不 动 点 CL 相关 的 
$FE m=p, N) M=Tpol,, RP Af BAAR EL, AM 
PR ay Py a F ELME, A (rajra) = vp. 


3.38.4 ”抛物 型 情况 


图 3-36 是 由 图 3-33 稍 加 修改 而 得 , 它 表明 以 上 的 思想 如 何 可 以 用 于 抛物 型 变 
换 . 记 住 , 在 用 默 比 乌 斯 变换 z F = G(z) = 1/(z — E) 把 单一 的 不 动 点 上 BRB] cc 
以 后 , 右 图 的 新 变换 就 是 一 个 平移 M( 习 =F4+T. 


图 3-36 


如 在 1.4.3 节 的 三 反射 定理 中 讨论 过 的 那样 , M = Qa oHa, 其 中 A, B 是 两 条 
平行 直线 , 而 连接 复数 A,B HERE (7/2). 把 对 称 原理 用 于 默 比 乌 斯 变换 G-1， 
即 知 对 于 左 图 有 : 

一 个 具有 不 动 点 HMMA MRAM 可 以 表示 为 
M =IgoTa RE Af BARAT E AMA. 


3.8.5 总结 
为 了 不 使 细节 模糊 了 简单 性 , 我 们 把 以 上 结果 总 结 为 : 


一 个 非 斜 驶 型 的 默 比 乌 斯 变换 M, 恒 可 分 解 为 对 国 周 由 和 圆周 
BE 的 反射 , 其 中 Af BREST M 的 所 有 不 变 国 周 . 此 外 . 视 (3.48) 
Ajo B 为 相交 、 相 切 或 不 相交 , M 为 精 贺 型、 抛物 型 或 双 曲 型 . 


再 回忆 (3.40), 我 们 也 就 导出 了 : 一 个 笠 驶 型 黑 比 乌 斯 变 挽 M 恒 可 分 解 为 4 
MKF OA HB: 
M = {Ip o Ia} o {Ip 0 Ta} = {Tp 0 Ia} o {Ip ofa}, 


这 里 4 与 已 均 通 过 不 动 点 , A $ BNE Af BHER. 
我 们 要 强调 一 下 : 这 个 结果 讲 的 是 默 比 乌 斯 变换 分 解 成 的 反射 之 最 小 数目 . 若 
某 个 默 比 乌 斯 变换 可 以 分 解 为 4 个 反射 的 复合 , 并 不 意味 它 必 为 斜 驶 型 的 一 一 因为 
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有 可 能 把 反射 的 数目 进一步 减少 到 2 个. 例如, 设 4 和 B 是 两 条 在 0 处 成 角 (x/12) 
的 直线 , 而 A’ 和 B 则 在 0 处 成 角 ff/6, 这 时 , 默 比 乌 斯 变换 (My oR oMgoMa) 
是 旋转 (1/2), 而 后 者 又 可 化 为 对 成 角 (1/4) 的 两 条 直线 之 反射 . 请 自行 验证 一 下 ， 
分 解 式 (3.3) 表示 , 一 个 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 可 以 分 解 为 10 个 反射 ; 这 算 一 个 比较 
极端 的 例子 . 


3.9 ”单位 圆 盘 的 自 同 构 * 


3.9.1 ”计算 自由 度 的 数目 


复 平面 上 一 区 域 RR 的 自 同 构 就 是 由 玉 到 其 自身 上 的 一 个 一 一 对 应 而 且 共 形 
的 映射 车 R 是 一 圆 盘 (或 半 平 面 ), 我 们 显然 可 以 用 一 个 默 比 乌 斯 变换 M 把 它 
BOYES, 而 因 M 是 一 一 而 且 共 形 的 , 它 (由 定义 ) 应 为 一 个 自 同 构 .在 这 一 小 节 
里 , 我 们 要 求 出 单位 圆 盘 的 一 切 可 能 的 默 比 乌 斯 自 同 构 . 这 些 默 比 乌 斯 变换 至 少 有 
两 个 理由 是 重要 的 ; (i) 在 第 6 章 里 我 们 将 看 到 , 它们 在 非 欧 几何 中 起 中 心 的 作用 ; 
(ii) 在 第 7 ERIKAS, 它们 是 圆 盘 的 公有 的 上 自 同 构 ， 

LAP, C 表示 单位 圆周 , D 表示 单位 圆 盘 (C 也 包括 在 D A, 即 DD 恒 规 定 为 
为 闭 圆 盘 )，M 表示 一 个 由 DD 到 其 自身 的 默 比 乌 斯 变换 . 在 求 最 一 般 的 M 的 公式 
以 前 , 我 们 先 看 一 下 究竟 “有 多 少 " 这 样 的 默 比 乌 斯 变换 . 换言之 , 需要 多 少 个 实数 
(套数) 才能 定 出 一 个 特定 的 M? 

为 了 说 明 这 种 计算 确 为 可 能 , 我 们 先 来 证 明 , 所 有 默 比 乌 斯 变换 形成 一 个 6 eS 
BR. ALA, 先 在 C 中 选 定 3 个 点 , 则 存在 唯一 默 比 乌 斯 变换 把 这 3 个 点 上 映 为 3 
MERTEN w= utin 每 一 个 铺 点 需要 两 个 实数 (u Sv) 才能 确定 . 如 果 
把 3 个 原来 的 点 看 成 固定 的 , 3 个 象 点 是 可 以 自由 运动 的 , 则 为 了 确定 一 特定 的 默 
比 乌 斯 变换 就 需要 总 数 为 3x2=6 个 参数 . 这 个 事实 可 以 用 另 一 种 更 有 启发 性 的 说 
法 来 表述 , 即 是 说 , 最 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 的 集合 的 自由 度 为 6. 

回 到 原来 的 问题 , 很 清楚 , 着 加 上 D 必须 映 到 D 自身 这 一 条 件 , 将 损失 一 些 自 
由 度 . 事实 上 要 损失 一 半 : 


D 的 默 比 乌 斯 自 同 构 的 自由 度 为 3. (3.49) 


图 3-37a 是 看 出 这 一 点 的 方法 之 一 , 这 里 认为 qr, s 具有 固定 位 置 , WA TA 
由 运动 . 假设 Qs eC 上 诱导 出 的 方向 与 grs 诱导 的 方向 一 致 (图 中 即 如 此 )， 
由 (3.30) 知 , AER g,7,s Bl gr, s ME -BY D 的 自 同 构 z= Z= M(z) 是 

[z, 4,7, 4) = [zs; gq,7, 4]. 


因为 要 确定 grs ee a ER (Pea), 故 (3.49) 得 证 . 
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3.9.2 用 对 称 原 理 来 求 公 式 

# (3.49), 确定 一 个 M 要 三 bit 信息 . 但 是 我 们 不 一 定 非 要 通过 COC 上 三 点 的 
形式 来 提供 这 些 信 息 一 一 任意 三 个 等 价 于 三 个 实数 的 数据 都 一 样 管用 . 其 中 一 个 
特别 有 用 的 代替 物 则 如 图 3-37b 所 示 . 我 们 需要 确定 把 D 内 的 哪 一 点 a 映 到 原点 ， 
又 要 确定 把 C 上 的 哪 一 点 以 因此 lp = 1) BRB 1( 或 C 上 某 一 定点 ). 选 定 a 就 已 
用 了 两 个 自由 度 ; 再 指定 p 又 用 了 第 三 个 自由 度 . 

在 继续 完成 这 件 事 之 前 , 我 们 要 注意 (3.49) 的 另 一 个 推论 : 一 般 说 来 , 我 们 找 
不 到 一 个 默 比 乌 斯 自 同 构 既 把 内 点 a ER) 0, 又 把 另 一 内 点 映 到 另 一 指定 内 点 处 . 
这 样 的 要 求 相 当 于 对 M ET OEE, 而 (3.49) 告诉 我 们 只 能 提 三 个 条 件 . 这 就 
如 同 要 求 画 一 个 圆周 通过 四 个 任意 点 一 样 一 一 这 是 不 可 能 的 ! 然而 , 假如 我 们 运 
气 好 , 这 四 个 点 也 怡 好 在 同一 圆 上 , 则 通过 它们 的 这 个 圆 必 为 唯一 的 . 由 同样 的 理 
由 


HAARAA AAMEN EAA A SJA m M = N. (3.50) 


回 到 图 3-37b, HA CH M EJES, 对 称 原 理 告 诉 我 们 , 车 有 一 对 点 关于 
C 对 称 , 则 它们 的 象 也 这 样 . 我 们 现在 将 它 用 于 图 3-37b 上 的 关于 C 对 称 的 a 与 
(1/a). 因为 a RA 0, (1/5) 必 被 映 为 0 对 C 的 反射 点 oo. 所 以 , M 必 具 以 下 形 


式 
M(z) =k (5) 
其 中 卡 为 常数 . 最 后 , AA p=M(1) ECE, M 


I1—al 
ja — 1| 


1 = |p| = |k a= e. 


所 以 p 的 选取 等 价 于 由 的 选取 . FHA o BA a 来 标志 这 个 变换 , 我 们 发 现 D 的 

最 一 般 的 默 比 乌 斯 自 同 构 是 

= — ü 

gz — 1 
注意 Mile) = ettz = eittia 只 不 过 就 是 令 D SAL 0 旋转 (x +o), 一 般 

的 默 比 乌 斯 自 同 构 Me 就 可 以 解释 为 M? 继 以 旋转 一 个 角度 由 从 这 个 观点 看 来 ， 


M?(z) = e'*( 


j- (3.51) 
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这 个 变换 真正 有 意思 的 部 分 是 M, 所 以 简 记 它 为 Me, 我 们 在 第 2 章 习 题 3 中 曾 
要 求 你 用 代数 方法 研究 其 性 质 . 
3.9.3 ”最 简单 的 公式 的 几何 解释 * 

可 以 把 我 们 关于 分 类 的 技巧 的 全 部 家 当 用 来 研究 


z— ü 
az 一 】 


M,(z) = 


(3.52) 


的 几何 意义 . 在 习题 26 中 , 我 们 要 请 你 自己 来 试 一 试 . 

在 这 里 , 可 以 说 我 们 想 要 “ 赤 手 室 类 ”地 来 弄 清 M 的 意义 . 这 样 做 可 能 更 有 
启发 性 , 而 且 一 定 是 更 有 趣 的 几何 游戏 ! 我 们 从 这 一 点 开始 : Ma 具有 把 a 与 0 对 
调 这 个 性 质 : AM Mala) = 0, ME M,(0) = a, 根据 (3.50), 它 是 具 此 性 质 的 仅 有 
的 默 比 乌 斯 变换 , 所 以 , 如 果 我 们 能 用 几何 方法 作出 一 个 将 a 与 0 对 调 的 默 比 乌 斯 
自 同 构 , BA, 我 们 作出 的 一 定 就 是 Ma. 

在 图 3-6 中 就 已 解释 过 , 对 任 一 正 交 于 CHEAT MRT, 必 映 D 为 其 自 
身 , 而 DD 被 J 分 成 的 两 部 分 被 互相 对 调 , 见 图 3-38. 现在 , 一 件 明显 需 作 的 事 是 找 
出 一 个 J 使 工 将 a 与 0 对 调 . 显然 J 的 圆心 g 必 位 于 连接 a 与 0 的 直线 LE, 
BEERE? 


图 3-38 


我 们 可 以 使 用 早 前 用 过 的 同样 的 对 称 原理 来 回答 这 个 问题 . 因为 a 和 (1/0) 关 
FOC AMR, 它们 在 T 下 的 象 也 应 关于 C Z3% (O = C 对 称 ， 因 为 我 们 要 
3K Tz(a) = 0, 即 知 工 7(1/a) = co. 但 是 被 Ty 映 到 无 穷 远 处 的 点 就 是 J 的 圆心 , 故 
q = (1/a). 

当然 , T 是 一 个 反共 形 映 射 , 要 想得到 共 形 的 默 比 乌 斯 自 同 构 , 就 必须 将 它 与 
另 一 个 反射 相 复 合 . 然而 我 们 已 经 成 功 地 把 a 与 0 对 调 , 所 以 第 二 个 反射 就 必须 让 
这 两 点 保持 不 动 . 明显 的 (而 且 是 唯一 的 ) 选择 是 对 工 反射 . 这 样 , 以 下 就 是 我 们 对 
Ma 的 几何 解释 : 

Ma = Mr o Ty. 


附带 请 注意 , 这 些 反 射 的 次 序 并 无 关系 [练习 ], 也 可 写作 Ma = Ty oz. 
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很 清楚 , 不 动 点 & 就 是 J 与 工 的 交点 , 所 以 它们 关于 C 对 称 . 因为 这 两 次 反 
射 是 发 生 在 过 工 与 J 这 两 个 正 交 的 圆周 上 , 所 以 Ma 是 椭圆 型 的 , 而 与 &; 相应 的 
RPA m = ef = -1. 这 样 Ma 在 内 部 的 不 动 点 上 + 的 无 穷 小 邻 域 中 就 是 旋转 一 
个 mm. Ma 把 a 与 0 对 调 这 一 事实 就 可 以 看 成 M。 为 对 合 的 : (Ma 0 Ma) = E 这 个 
一 般 事实 的 特例 , 而 且 Ma 把 每 一 对 点 z 和 Mala) 也 互相 对 调 . 最 后 还 要 注意 ，M。 
也 可 以 表示 为 (Ip oly), 这 里 V 与 J 是 任意 的 通过 & 而 且 正 交 于 C 的 圆周 . 
所 有 这 一 切 都 表示 在 图 3-39 E, 其 上 还 画 出 J 了 一些 不 变 圆 周 , 以 及 Ma 对 一 个 “ 正 
方形 ”的 效果 


我 们 将 在 第 6 章 中 再 回 到 一 般 的 默 比 乌 斯 自 同 构 的 几何 学 上 来 , 但 是 我 们 在 
这 里 要 提醒 , 这 些 自 同 构 只 能 是 柄 圆 型 、 抛物 型 或 双 曲 型 的 . 这 是 由 于 (由 自 同 构 
的 作法 ) 它们 必 使 C 为 不 变 , 而 斜 驶 型 默 比 乌 斯 变换 则 没有 不 变 圆周 . 说 得 更 准确 
些 , 我 们 将 在 第 6 章 中 用 Ma 的 上 述 解 释 来 从 几何 上 证 明 


车 定义 更 三 2cos-1lal, W M? 是 
(i) WEH, 如 果 | 由 二 更， 
(ii) 抛物 型 的 , 如 果 | 中 = Ë, (3.53) 
(iii) Muh E ij, 如 果 jol > 更. 
习题 27 是 一 个 代数 证 明 . 
3.9.4 ”介绍 黎 显 映射 定理 


RS 1851 年 的 博士 论文 中 包含 了 许 争 深刻 的 新 结果 , 其 中 最 著名 的 就 是 以 下 
的 定理 , 它 现 以 黎 概 映射 定理 普 称 于 世 : 


任意 单 联通 区 域 RR{( 除 全 平面 外 ) 都 可 以 一 一 地 共 形 映 为 性 意 另 
外 一 个 这 类 区 域 5. (3.54) 


我 们 将 在 第 12 章 中 详细 讨论 它 , 现在 我 们 只 想 指出 黎 曼 的 结果 与 我 们 刚才 讲 的 圆 


盘 的 自 同 构 的 某 些 联系 . 

首先 要 提 到 , 为 了 一 般 地 证 明 (3.54), RAR 5 为 单位 圆 盘 这 一 特例 证 明 
它 即 可 , 因为 如 果 Fn 是 由 R 到 DD 的 一 一 共 形 映射 , F 类 似 地 是 由 5 到 D 的 一 
一 共 形 映射 , 则 Foo FR 就 是 所 求 的 由 R 到 S 的 一 一 共 形 映射 

E M 是 D 的 任意 自 同 构 , M M oe Fr 显然 是 男 一 个 由 RB D 的 一 一 共 形 
映射 . 事实 上 , 每 一 个 这 种 映射 必 为 这 种 形式 . 因为 车 Fh 是 任意 另 一 个 这 类 映射 ， 
Fro Fp 就 是 D 的 某 一 自 同 构 M, 这 时 Fn = Mo Fr. 

所 以 由 RB S 的 一 一 共 形 映射 的 数目 等 于 由 OR 到 D 的 这 种 映射 的 数目 , 而 
后 者 叉 等 于 D 的 自 同 构 的 数目 . 我 们 在 前 面 说 过 : 我 们 将 在 第 7 章 中 证 明 , 这 些 
自 同 构 正 是 默 比 乌 斯 自 同 构 Mo, 而 它们 构成 一 个 3 参数 族 . 这 样 , (3.54) 就 意味 
着 ,在 在 一 个 3 参 救 的 由 四 到 号 的 一 一 而 且 共 形 的 映射 之 族 . 


3.10 J 题 


1. 在 图 3-40 中 , 证 明 p 5 六 关于 图 中 的 圆周 对 称 . 图 中 虚线 严 赂 地 讲 并 非 图 的 
一 部 分 , 它们 只 是 辅助 性 和 提示 性 的 . 


图 3-40 


i 


. 1864 $p AEREE, (Charles-Nicholas Peaucellier, 1832—1912) 因为 
RA- Ti fj Pe ARE RE EARE, 这 个 装置 可 以 把 (例如 活塞 
的 ) 直线 运动 转化 为 (例如 飞轮 的 ) 圆周 运动 . 图 3-41 MMS 6 Ree 
心 圆 点 处 , 而 o 处 则 固定 (EHRE. ARREA 1, 其余 4 RIKA r. Al 
用 虚线 圆周 证 明 p= Ik{p), 这 里 K 是 以 o 为 中 心 、 半径 为 vE- r 的 圆周 . 
请 自己 做 一 个 这 样 的 装置 (例如 用 很 硬 的 纸板 做 杆 , 用 图 钉 锐 接 ) 来 验证 反 演 的 


图 3-41 


D 在 许 名 数学 书 上 称 为 鲍 蹇 里 耶 反 注 器 ,一 一 PATE 
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性 质 . 特别 是 试 着 让 p 沿 一 直线 运动 . 


. $ 5 为 一 球面 , p 为 不 在 5 上 之 点 . 解释 为 什么 Isip) 可 以 作为 任意 三 个 通过 


p 而 且 与 S 正 交 的 球面 之 第 二 个 交 扩 的 构造 出 来 . 用 这 个 作 图 法 解释 3 维 对 
称 性 的 保持 . 


. 直接 由 (3.17) 导出 (3.22). 
. 考虑 以 下 的 两 步 走 的 射影 : 先 用 球 极 射 影 如 通常 作法 奢 样 把 CC Ae Be ER 


mE 上 , 再 用 球 极 射影 把 DY 映 回 C, 但 是 第 二 次 是 从 南极 而 非 北极 投影 . 净 效 
Bec 上 某 个 复 函 数 > 一 f(z). f HA? 


, 图 3-42a 和 图 3-42b 均 为 袭 曙 球面 的 垂直 截面 . 


(i) 证 明 图 3-42a 中 的 三 角形 p0N 和 Nog 相似 , 由 此 导出 (3.22). 
(ii) 图 3-42b 就 是 图 3-21b 稍 加 修正 , 证 明 三 角形 z0N 与 Noz 相似 , 由 此 导 
出 (3.17). 


图 3-42 


(i) 用 计算 机 台 出 几 个 以 原点 为 中 心 的 圆周 在 指数 映射 z 一 e 下 在 C 上 的 
象 . 解释 这 些 象 曲线 关于 实 轴 明 显 的 对 称 性 . 
(ii) 现在 用 计算 机 在 歼 曼 球面 上 而 非 C 上 作出 这 些 彰 曲 线 , 注意 其 惊人 的 新 
对 称 性 ! 
(iii) 用 (3.18) 解释 这 些 额 外 的 对 称 性 . 


. 本 题 是 对 (3.2) 的 讨论 的 继续 . 若 由 空间 一 点 p 发 出 一 闪光 , 我 们 宣称 每 条 光 


线 均 可 用 一 复 教 来 表示 . 以 下 是 建立 这 种 对 应 关系 的 间接 方法 . 我 们 再 次 选择 
时 间 与 空间 的 单位 使 光速 为 1, 在 1 个 单位 时 间 后 , 由 发 出 的 光 的 球面 一 一 
由 光 的 粒子 即 光子 构成 一 一 成 为 一 单位 球面 ， 这样, 每 个 光子 均 可 等 同 于 黎 
SRM A, 于 是 可 以 通过 球 极 射影 等 同 于 一 复数 . 实际 上 , 着 光子 的 球 坐 
标 是 (o,0), W (3.21) 告诉 我 们 相应 的 复数 是 z = cot(o/2)e™. 

ge het (I Penrose and Rindler [1984,13 页 |) 发 现 了 下 面 的 由 光线 到 
相应 复数 的 惊人 的 直接 方法 , 而 不 必 借 助 于 黎 曼 球面 . 设想 把 p 从 {水 平 的 ) 复 
平面 垂直 向 上 提升 1 个 单位 高 . 在 发 出 闪光 的 一 瞬间 , + C( 沿 着 方向 @ = 0) 
以 光速 (=1) E p 运动 . 把 由 p 向 (由 分 方向 发 出 的 光子 五 的 速度 分 解 为 重 直 与 
平行 于 并 的 分 量 . 这 样 找 出 FEB) CORSE fe). Poe Seth F E z = cot(o/2)e" 
AEE C. 令 人 惊奇 的 是 : 彭 罗 斯 的 作法 等 价 于 球 极 射 影 ! 


本 


1 


= 


— 
— 
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. 托 勒 密 为 了 分 析 天 文 数据 需要 准确 的 三 角 函 数 表 , 就 是 用 正弦 和 余弦 的 加 法 公 


式 来 作 的 . 图 3-43 说 明 他 是 怎样 发 现 这 些 关 键 的 加 法 公式 的 , 两 图 上 的 圆周 半 
径 均 为 1. 

(i) 在 图 3-43a 中 证 明 A = 2sinb, B= 2cos0. 

(ii) 在 图 3-43b 中 把 托 勒 密 定 理 用 于 图 上 的 四 边 形 , 由 此 导出 


sin(@ + @) = sin f cos @ + cos f sin g. 


. 本 题 的 目的 是 了 解 下 面 的 结果 : 


任意 两 个 不 相交 且 不 同心 的 圆周 可 以 用 适当 的 默 比 岛 斯 变 撞 映 
为 同心 圆周 . 
() Æ A, B 是 此 题 中 的 两 个 圆周 , 证 明 必 存在 一 对 点 £4 关于 A 和 B 均 为 对 
称 . 
(ii) 由 此 导出 , 若 F(z) = (2 一 Ez — €_), WI F(A), F) 为 所 求 的 同心 圆 
周 . 


. 本 题 给 出 上 题 的 结果 一 个 更 直观 的 证 明 . 作 两 个 不 相交 不 同心 的 圆周 4 与 B, 


各 用 不 同 的 颜色 , 然后 作 直 线 L 通过 它们 的 圆心 . Ap lg id BALHA. 
(i) 用 相应 的 颜色 画 一 个 新 图 以 表示 A, B, L g 对 任 一 个 以 p 为 中 心 的 圆周 的 

反 演 象 A, BLL, 7, 作为 第 一 步 , KHER L =L. 

(i) 现在 对 你 的 图 再 加 作 圆 周 K, 其 中 心 在 了 而且 与 4 交 成 直角 , 然后 令 g 
AH KILAZA. 

(iii) 再 作 一 个 新 图 , 表示 出 K, L, h 对 任意 以 9g PU Pa ARRS K, L, h. 

(iv) 利用 反 演 的 反共 形 性 质 , 导出 A, B 是 以 k 为 中 心 的 同心 圆 . 
因为 两 次 反 演 的 复合 为 一 默 比 乌 斯 变换 , 这 样 就 证 出 了 上 题 的 结果 . 


. 图 344i 上 面 了 两 个 不 相交 不 同心 的 圆周 4 和 B, 还 有 一 串 圆周 Cy, Ca, 它 


们 一 个 接 一 个 地 相 切 , 而 且 都 切 于 4 和 OB. 如 你 会 想到 的 那样 , 这 个 链条 不 会 
HO”: Cy 与 Ci 部 分 重 选 而 不 相 切 , 图 3-44ii 表明 这 种 不 能 封口 并 非 不 可 避 
免 . 给 出 和 不同 的 另 一 对 A 和 B, 就 可 能 就 得 出 一 个 封口 的 链条 : Cn 与 CL 相 
切 . 图 上 m = 5, 但 车 考虑 4 和 B 为 同心 圆周 这 一 特例 , 容易 看 到 n 取 任 意 值 
都 是 可 能 的 , 只 要 4 和 B 选 得 正确 . 
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第 3 章 攀比 外 斯 变 摘 和 反 演 


图 3-44 


斯 坦 纳 ? 令 人 非常 吃惊 地 发 现 , 若 以 某 种 方式 选 定 Ci 后 能 使 此 链 封口 , 则 
任意 选择 Ci 时 , 它 仍 然 封 口 , 而 且 所 得 的 链条 总 含有 相同 个 数 的 相 切 圆周 , 请 
用 习题 10 的 结果 对 此 加 以 解释 . 

i) + PP 为 放 在 平坦 的 桌面 Q 上 的 球面 , > Si, Sa 是 一 串 一 个 与 下 一 个 
相 切 的 与 P 同样 大 小 的 球面 . FT 5 球面 都 与 PA gQ 相 切 , 证 明 Se 
必 与 相 切 , 而 我 们 得 到 一 个 由 6 个 球面 环绕 P 构成 的 “项 链 ". 

(ii) + A,B,C 为 三 个 球面 (大 小 不 必 相 同 ), 彼此 两 两 相 切 . 和 前 一 部 分 一 样 ， 
令 51,52,:.. APRE (现在 大 小 不 等 ) 一 个 接 下 一 个 地 相 切 , 而 且 均 
5 A,B,C 相 切 . 惊人 的 是 , Ss 恒 与 5, AW ( 见 上 题 ), 形成 一 条 紧 贴 着 
A,B,C 的 封口 的 “项 链 ”. 先 以 A,B 的 切 点 为 中 心 作 反 演 来 再 求助 于 (i) 
来 证 明 这 个 结果 . 

(iii) 中 的 六 球 链 称 为 “ 宗 蒂 六 球 链 ” (Soddy's Hexlet), 它 是 由 业余 数学 家 索 蒂 ”发 
现 的 (没有 用 反 演 ! )， 关 于 素 带 六 球 链 的 进一步 资料 可 以 参看 Ogilvy 
(1969). 索 幕 的 专业 是 化 学 , 1921 年 他 因 关 于 同位 素 的 贡献 获得 诺 贝 尔 化 
学 奖 ! 


. 图 3-45 有 4 个 共 线 点 abcd 以 及 由 这 些 点 到 一 观测 者 的 光线 (它们 一 定 共 


面 ), 设想 这 些 共 线 点 位 于 复 平面 上 , 而 观测 者 则 从 其 上 方向 下 俯视 它们 . 证 明 
变 比 [a,b,c,d] 可 以 纯粹 由 这 些 光 线 的 方向 来 表示 ; 更 准确 地 说 , 有 

sin & sin *y 

sinf sing 


[a, b,c, d] = — 


设 这 个 观测 者 (在 自己 和 C 之 间 的 任意 位 置 上 ) 放 一 张 “ 玻 璃 画布 ", 并 且 作 一 
KERA. 就 是 说 , 对 C 之 任意 点 p, 他 在 画布 上 画 一 个 点 p', 即 由 p 到 他 的 
眼睛 的 光线 与 画布 的 变 点 , 利用 上 式 证 明 , BR Le AMR SA 
度 都 受到 扭曲 , 但 是 共 线 点 的 交 比 不 变 : [a',b',c', d= [a,b, c,d]. 


DD Jakob Steiner, 1798—1863, $8 Bet: JL Se. 一 一 译 者 注 


(@ Frederich Soddy, 1877 一 1956， 美 国 化 学 家 . 一 一 译 者 注 
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图 3-45 


图 3-46 


如 图 3-25 那样 , 把 交 比 [z gr, s) 看 作 一 个 默 比 乌 斯 变换 . 
(i) 用 几何 方法 解释 何以 在 [z,d,m,sl 中 重新 排列 grs 会 得 出 6 个 不 同 的 默 
比 马 斯 变换 . 
(ii) 著 I(z) 是 使 1 不 动 而 将 0 与 oo 对 换 的 默 比 乌 斯 变换 , 用 几何 方法 解释 
To [z,9,7,8] = [z, #3,7,q| 
(iii) 车 J(z) 是 把 0,1,oo 分 别 变 为 1, oo,0 的 默 比 乌 斯 变换 , 用 几何 方法 解释 
为 什么 Jo [z,¢,7, 3] = [2,8,9,7].. 
(iv) 简 记 y= [zq r s), 说 明 为 什么 (i) 中 讲 的 6 个 默 比 乌 斯 变换 可 以 表示 为 
y, Joy, Joy, ToJoy, Joloy, IoJoloy. 
(v) 证 明 I2) = (1/2) J(z)=1/(1— 2). 
(vi) 由 此 导出 变 比 的 6 个 可 能 的 值 是 
1 ] 一 l 


Xa a Ts, | — KX, 1 EB á 
x l-x x! x 


. 用 几何 方法 证 明 , E a,c 位 于 圆周 K E, bd 关于 K 对 称 , MA (a, b,c, d) 位 于 


单位 圆周 上 . [提示 : 作 两 个 圆周 , 分 别 通过 a,b,d 与 b,c,d. 再 把 [z b, c, d) 看 成 
一 个 默 比 乌 斯 变换 .| 

定义 一 个 圆周 的 曲率 即 为 其 半径 的 倒数 , $ M(z) = 4) 已 规范 化 , 用 (3.3) 
来 几何 地 证 明 M 映 实 直线 为 一 圆周 , 其 曲率 为 


| 一 


2tm( a 
2c Im(~) 
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19. 设 M(z) = 24) 已 规范 化 . 
(i) 利用 (3.3), 作 一 个 图 来 表示 依次 作 这 些 变换 对 一 族 同 它 圆 周 的 效果 . 注意 ， 
鱼 圆 周一 般 地 并 不 是 同心 的 . 
(Gi) 由 此 导出 , 当 且 仅 当 原来 的 同心 圆周 族 以 g = —(d/e) 为 中 心 时 , SAAT 
是 同心 的 . 写 出 这 些 银 圆周 的 中 心 . [注意 它 并 不 是 原来 的 圆心 之 象 : M(q) 
EAA! | 
Gii) 由 此 几何 地 证 明 , DEA jez +d) = 1 的 圆周 Iu 被 M 映 为 同样 大 小 的 
圆周 . 进一步 证 明 mr 的 每 一 段 绝 都 被 映 为 大 小 仍 与 之 相同 的 象 弧 . 因此 
Ty ERA M KF EEA. 
关于 等 度 圆 周 的 应 用 , 请 参看 Ford [1929] 和 Katok [1992]. 
20. (i) 证 明 每 一 个 形 如 
M(z) = 其 中 加 > jal 
的 默 比 乌 斯 变换 都 可 以 重 写 为 以 下 形式 ; 


1); 其 中 lal < 1 


M(z) = e'*( 
(ii) 用 第 一 个 式 子 的 矩阵 表示 证 明 这 种 默 比 乌 斯 变换 的 集合 在 复合 运算 下 成 
群 . 
(iii) 用 这 种 变换 的 圆 盘 自 同 构 解释 来 对 它们 成 群 这 一 事实 作出 几何 解释 . 
21. (i) 用 和 矩阵 表示 来 代数 地 证 明 , 如 下 的 默 比 乌 斯 变换 


二 2 a) 
R(z) = ne 其 中 la| + |b?| =1 
之 集合 在 复合 运算 下 成 群 . 
Gi) 利用 3.6.4 节 末 属 所 给 的 关于 这 些 函 数 的 解释 ( 即 (3.38)) 来 几何 地 解释 


(i) 

22. $ H A—AA MH, RELAY r- y= 1, WER zz ow = 2? RAY 
Re(w) = 1. 此 直线 在 复 反 演 w 一 (1/w) FASEA? 回 到 第 2 章 图 2-90, F 
出 复 反 演 映 H 为 一 双 纽 线 ! 

[提示 : 把 复 反 演 看 成 z 一 Vv (1/32).| 

23. 由 > = (1/2) 为 对 合 的 这 一 简单 事实 ， 导 出 这 个 映射 是 椭圆 型 的 , 而 且 乘 子 
Ay —1. 

24. (i) 利用 对 称 原理 证 明 , 把 上 半 平 面 映 为 单位 圆 盘 的 最 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 必 


M(z)= ef (2 一 =), 其 中 Ima > 0. 


= 
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(ii) BAAR Ss) Fa RRES EREE A M 之 
逆 , 记 此 逆 为 N(z), 用 MM 的 矩阵 形式 证 明 
az — ae? 


N(z) = M- (2) = a 


i = 


(ii) 解释 为 什么 由 对 称 原 理 可 得 N (1/2) = N). 
(iv) 用 直接 计算 证 明 (i 中 所 给 的 w 的 公式 确实 满足 fii) 中 的 等 式 . 
25. $ M(z) 为 上 半 平 面 的 最 一 般 的 默 比 乌 斯 自 同 构 . 
(i) 注意 到 M 映 实 轴 为 其 自身 , 再 用 (3.29) 证 明 M 的 系数 均 为 实数 . 
(ii) 考虑 miMa), 由 此 导出 对 这 些 实 系数 的 唯一 限制 是 其 行列 式 为 正 : (ad 一 
be) > 0, 
(ii) 用 几何 与 代数 两 种 方法 解释 为 什么 这 些 默 比 乌 斯 变换 在 复合 运算 下 成 群 . 
(iv) M 的 自由 度 是 名 少 ? 为 什么 是 这 样 的 ? 
26. 重新 考虑 (3.52) 
(i) 用 (3.44) 证 明 M, 是 椭圆 型 的 . 
(ii) 用 (3.43) 证 明 其 两 个 乘 子 的 为 m= 一 1.. 
(iii) 计算 箱 阵 之 积 [Ma] [Ma] 而 由 此 验证 Me 是 对 合 的 . 
(iv) 用 (3.27) 计算 Ma 的 不 动 点 . 
(v) 证 明 上 一 部 分 的 结果 与 图 3-38 是 相符 的 . 
27. 用 (3.44) 来 验证 (3.53). 
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4.1 5| 言 


在 研究 了 复数 的 函数 以 后 , 我 们 现在 转 到 这 种 函数 的 微 积 分 . 

知道 一 个 通常 的 实 函数 的 图 像 就 完全 地 知道 了 这 个 函数 , 所 以 , 理解 曲线 就 是 
理解 实 函 数 , 微分 学 中 对 事物 最 关键 的 洞察 就 是 : 如 果 把 一 个 平常 不 甚 古怪 的 曲线 
放 到 一 个 显微镜 下 面 , 并 用 倍数 越 来 越 高 的 镜头 去 考查 它 , 它 的 每 一 小 段 看 起 来 就 
像 一 条 直线 . 车 把 它 延 长 , 这 些 无 穷 小 的 直线 段 就 是 曲线 的 切线 , 其 方向 描述 曲线 
的 局 部 性 态 . 把 曲线 看 成 f(z) 的 图 像 , 这 些 方向 就 用 导数 f(x) 来 描述 . 

虽然 有 无 法 画 出 复 函 数 图 像 的 事实 , 我 们 在 本 章 中 将 会 看 到 , 仍然 可 以 用 通常 
导数 的 复 的 类 似 物 一 一 即 “ 伸 扭 ” 来 描述 复 映射 的 局 部 性 态 , 


4.2 一 个 令 人 迷惑 的 现象 


在 整个 第 2 章 中 我 们 见证 了 一 个 非常 奇怪 的 现象 . 每 当 我 们 把 一 个 熟知 的 实 
函数 推广 为 相应 的 复 函 数 时 , 这 个 映射 总 是 把 无 穷 小 正方 形变 为 无 穷 小 正方 形 . E 
今 这 只 是 一 个 纯粹 的 来 自 经 验 的 观察 , 其 基础 是 用 计算 机 来 画 映 射 的 图 像 . 在 本 章 
中 , 我 们 则 要 探讨 这 个 现象 的 理论 上 的 依据 . 

我 们 现在 回头 来 更 仔细 地 看 一 个 如 z= w= z? 这 样 简单 的 映射 . 我 们 已 经 知 
W, 它 把 以 原点 为 中 心 的 圆周 |z| =r RARA |w| =r?, 而 把 射线 arg(z) = 6 BR 
射线 arg(w) = 20. 它 的 一 个 显然 的 推论 就 是 :z 平面 上 的 这 些 圆周 与 射线 的 交角 为 
直角 这 一 事实 , 在 映射 下 仍 得 保持 , 这 就 是 说 , 它们 在 w 平面 上 的 象 仍 以 直角 相交 . 
正如 图 4-1 所 示 , 由 这 些 圆周 与 射线 所 成 的 无 穷 小 正方 形 网 格 被 映 为 由 无 穷 小 矩形 
所 成 的 象 网 格 . 但 是 这 并 不 能 解释 为 什么 这 些 象 矩形 必定 仍 是 正方 形 ， 
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我 们 马上 就 要 解释 , 无 穷 小 正方 形 得 以 保持 这 一 事实 , 是 另 一 事实 的 一 个 推论 ， 
BD zo w = 2? 处 处 保持 两 条 曲线 在 2 点 相交 的 交角 , 特别 是 任 一 对 正 交 曲线 被 映 为 
另 一 对 正 交 曲线 . 但 是 两 个 临界 点 z = 0 Al = oo 要 除外 , 在 那里 角度 要 加 倍 . 为 了 
给 出 另 一 个 例子 , 我 们 先 把 这 个 映射 分 解 为 其 实 部 与 虚 部 . 记 = = artiy w = utinv, 
我 们 得 到 
utiv=w = 2" = (x + iy) = (x° — y*) + ry. 
这 样 , 新 的 坐标 可 由 老 的 坐标 表示 为 
u= rT" -y 
v= 2ry. 
现在 (暂时 ! ) ERREF C 中, 而 把 (4.1) 简单 地 看 成 是 一 个 由 R? 到 R? 的 映 
射 , 如 果 我 们 让 点 (x, wy) 沿 着 方程 为 2? —y? = const. 的 直角 双 曲 线 滑 动 , 则 由 (4.1) 
可 以 看 到 , 其 鱼 在 一 条 垂直 直线 u= const. 上 运动 . 类 似 于 此 , 水 平 直线 v= const. 
的 原 银 是 另 一 族 方程 为 2xy = const. 的 直角 双 曲 线 . 因为 这 两 族 v 平面 上 的 直线 
和 它们 在 x 平面 上 的 原 银 (HATH) 都 是 正 变 的 , 所 以 这 个 映射 保持 它们 的 变 
角 不 变 . 这 个 性 质 我 们 称 之 为 xz 一 2? 的 共 形 性 , 这 个 名 词 (还 有 反共 形 ) HENS 
在 3.2.4 中 讲 过 , 下 面 还 要 细 说 . 
图 4-2 使 得 这 两 双 曲 线 本 身 确 为 正 交 在 几何 上 看 得 很 清楚 了 . 我 们 还 可 以 用 
计算 来 验证 这 一 点 , 只 需 记 住 , 如 果 两 曲线 在 一 个 交点 上 的 斜率 之 积 为 -1, 则 它们 
在 此 点 正 变 , 对 这 两 个 双 曲 线 方 程 作 隐 国 数 徽 分, 我们 得 到 


z? — y" = const. = x — yy’ = 0 = y' = 4+(z/y), 


(4.1) 


2ry = const. > y + zy’ = 0 > y' = —(y/z). 
所 以 这 两 类 双 曲 线 在 其 一 交点 上 斜率 之 积 为 -1, 即 所 求证 . 


| 
转机 出 是 
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很 清楚 , 我 们 可 以 这 样 做 下 去 , 一 对 曲线 又 一 对 曲线 地 去 分 析 映 射 的 效果 , 但 
是 我 们 真正 需要 的 是 , 用 一 个 一 般 的 论证 来 证 明 如 果 两 条 曲线 以 任意 角 (而 不 一 
定 是 (x/2)) 相交 , 则 它们 在 映射 (4.1) FHRA p HWX. 要 想得到 这 样 一 个 论 
证 , 我 们 还 是 继续 装 作 是 生活 在 构造 不 那么 丰富 的 R 中 (而 不 是 生活 在 我 们 的 C 
家 园 中 ), 并 且 研 究 由 平面 到 平面 的 一 般 上 映射 的 局 部 性 质 . 
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4.3 ”平面 映射 的 局 部 描述 
4.3.1 引言 


看 看 图 4-3 就 很 清楚 , 为 了 确定 任 一 已 知 映射 共 形 与 否 , 只 需 对 于 很 接近 于 变 
点 g 处 发 生 了 什么 事 作 局 部 的 研究 . 为 了 把 这 一 点 看 得 更 清楚 , 要 看 到 , 为 了 想 量 
度 角 o 甚至 只 是 为 了 定义 它 , 我 们 需要 画 出 这 两 条 曲线 在 g 点 的 切线 [图 中 的 虚 
线 ], 再 量度 其 间 的 角 . 只 要 把 q 与 曲线 上 很 邻近 的 p 点 联 起 来 , 我 们 就 画 出 了 一 条 
切线 的 近似 ， 当 然 , p 离 9 越 近 , K gp 对 真正 的 切线 就 逼近 得 越 好 . 因为 在 这 里 我 
们 只 美 心 方向 与 角度 (而 不 是 位 置 ), 我 们 连 切线 本 身 也 可 以 不 管 , 而 直接 用 与 它 同 
方向 的 无 穷 小 向 量 p RE. 类 似 于 此 , 在 作 了 映射 以 后 , RAD Q M P H 
位 置 并 无 兴趣 ; 我 们 宁可 只 去 描述 Q 点 处 新 切线 方向 的 无 穷 小 连接 向 量 OP. 我 们 
称 此 无 穷 小 向 量 QP 为 向 量 GP ZR. 注意 , 这 个 说 法 不 管 昕 起 来 多 么 自然 , 这 里 实 
际 上 已 经 用 了 * 银 ” 这 个 词 的 新 含义 , 即 它 不 再 是 表示 位 置 的 点 的 “Re, 而 是 表示 
方向 的 向 量 之 “ 铺 "， 


图 4-3 


我 们 现在 概述 一 下 总 的 步骤 . 给 出 了 一 个 如 (4.1) 那样 的 映射 , 它 描述 的 是 由 
点 到 其 象 点 的 映射 , 我 们 想 去 找 出 它 所 诱导 出 的 , 由 点 g 发 出 的 无 穷 小 向 量 到 由 象 
点 日 发 出 的 象 向 量 的 上 映射. 从 原则 上 说 , 我 们 可 以 将 后 一 上 映射 用 于 ob 和 98, 并 给 
出 它们 的 象 QP 和 OS, 这 样 就 得 出 了 这 两 条 象 曲线 在 Q 点 处 的 交角 . 


4.3.2 JET HERT 


考虑 图 44. 正如 我 们 已 经 讨论 过 的 那样 , 图 上 画 的 过 4 点 的 曲线 的 方向 可 由 
无 穷 小 向 量 (dz) 来 描述 , 无 穷 小 象 向 量 ds) 则 给 出 过 Q 的 象 曲线 的 方向 , 我 们 可 
以 决定 (de) 的 分 量 如 下 ; 


(© Jacobian 一 词 使 用 比较 视 乱 , AR MES, ARR, BMA, 
例如 本 书 用 它 来 刻 划 以 上 所 述 向 基 间 的 映射 元 QP, 这 个 爱 射 是 线性 的 , 映 一 向 景 为 另 一 向 量 的 
线性 变换 自然 用 类 阵 来 表示 ， 有 时 , 在 积分 的 变换 中 Jacobian 是 指 两 个 有 符号 的 面积 之 比 , 因此 自 
然 是 行列 式 ， 我 们 在 谋 立 中 一 律 分 别 说 明 是 雅 可 比 矩阵 或 雅 可 比 行列 式 ， 原 书 则 一 刍 是 捐 年 阵 ， 为 方 
便 读 者 参阅 其 他 立 献 , 在 此 作 了 以 上 说 明 . 一 一 译 者 注 
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du= 由 于 沿 (运动 而 产生 的 w 的 总 变化 量 
= (由 于 在 x 方向 的 运动 dr 而 产生 的 wu 的 变化 量 )++ 
{由 于 在 y 方 向 运动 dy 而 产生 的 4 的 变化 量 ) 
= (u 对 z 的 变 率 }(z 的 变化 量 dr) + (u 对 y 的 变 率 )(y 的 变化 量 dy) 
= (du)dr + (Du)dy, 


MA (i) th v, 
| yy | Gs) i 
| oily — pga dv 
a ua Ro AAW p ali 
| Mn. din 
十 一 一 一 他 -一 ae eee 


图 4-4 
这 里 2. = D6z, SS. 类 似 地 , 可 知 垂直 分 量 dv 为 
dv = (0,v}dzr + (O,uj}dy. 
因为 这 些 式 子 对 dz Al dy 为 线性 的 可知 ( 设 这 些 偏 导 数 不 全 为 0) 无 穷 小 向 量 
(H) 被 一 个 线性 变换 映 为 其 象 和). 这 句 话 的 一 般 意义 将 在 后 面 讨论 , 目前 , ER 
味 着 我 们 的 映射 的 局 部 效果 可 以 用 一 个 称 为 雅 可 比 延 阵 的 矩阵 J 来 描述 . 这 样 


dz 加 du _J dz 
dy cht dy fe 


J= Opt Oyu | (4.2) 
dv dv 


我 们 现在 转 到 具体 的 映射 = 一 z2, 或 更 确切 地 说 , 是 由 此 抽取 出 来 的 IR? 的 映 
射 . 车 对 映射 (4.1) 计算 (4.2), 有 


om | 2r —2y ) l 
2y 22 
如 果 我 们 转 到 极 坐 标 , 则 此 和 矩阵 的 几何 效果 还 可 看 得 更 清楚 , 在 点 z = re 处 
{最 好 还 是 说 在 fr cos 9,7sin9) 处 , 因为 我 们 暂时 还 处 于 R 中 ), 我 们 有 


( cos@ —siné 

J = 2r : 

sing cosg 

因子 2r 的 效果 就 是 把 所 的 向 量 均 按 此 因子 伸缩 . 这 显然 不 会 影响 到 两 个 向 量 的 变 
fi, 余下 的 矩阵 你 大 概 已 经 熟悉 了 , 就 是 旋转 一 个 和 8, 所 以 也 不 会 影响 问 基 之 间 的 


交 和 .既然 这 个 变换 的 两 步 都 保持 角度 ( 既 包括 大 小 又 包括 方向 ) 不 变 , 我 们 就 在 
事实 上 验证 了 前 面 宣布 的 结果 : 净 变 换 是 共 形 的 


而 雅 可 比 和 矩阵 J 为 


170 第 4 章 ”微分 学 : 伸 捏 的 概念 


4.3.3 {PTAA RES 


我 们 已 经 看 到 , z 一 2? 对 无 穷 小 同 量 的 局 部 效果 就 是 : 先 伸缩 , 再 旋转 ， 这 种 
类 型 的 ( 即 局 部 效果 由 这 样 两 步 构成 的 ) 变换 从 现在 起 将 是 我 们 主要 关心 的 , 所 以 ， 
专门 设计 一 个 很 生动 的 新 词 来 描述 它 , 对 我 们 将 是 十 分 有 好 处 的 . 

车 由 g RAW DAA) A (gp 等 ) 在 生成 其 在 Q 点 的 象 时 , 其 长 度 发 生 
同样 倍数 的 放大 , 我 们 就 说 这 个 映射 的 局 部 效果 是 向 量 的 伸缩 , 伸缩 的 因子 则 称 为 
该 映射 在 g 点 的 伸缩 率 . 另 一 方面 , 如 果 它 们 经 历 了 同样 大 的 旋转 , 我 们 就 说 此 映 
射 的 局 部 效果 是 把 这 些 向 量 扭转 一 个 角 , 这 个 转角 则 称 为 此 映射 在 g 点 的 捏 转 度 . 
一 般 地 说 , 我 们 将 要 与 之 打交道 的 映射 , 对 于 无 穷 小 向 量 局 部 地 是 既 伸缩 (amplify) 
又 扭转 {twist) 一 一 所 以 我 们 就 说 这 种 变换 局 部 地 是 一 个 伸 担 [amplitwist)， 这样 说 
来 ,“ 伸 扭 ” 就 是 { 保 癌 ) 相似 的 同 闵 语 , 只 不 过 , 说 伸 捏 讲 的 是 无 穷 小 癌 量 的 变换 ， 
说 保 向 相似 则 没有 这 样 的 限制 . 

我 们 可 以 就 已 经 分 析 过 的 具体 情况 , 即 (4.1) 来 说 明 这 个 新 的 用 语 . 请 看 图 4-5, 
映射 z 2? 局 部 就 是 一 个 伸缩 率 为 2r, 扭转 度 为 8 的 伸 扭 , 这 个 图 相当 一 般 地 使 
我 们 清楚 了 : 车 一 映射 局 部 地 是 一 个 伸 扭 , 则 它 自动 地 为 共 形 的 一 一 向 量 之 间 的 
A hap RR. © 


回 到 图 4-1 和 图 4-2, 我 们 现在 就 懂得 了 为 什么 无 穷 小 正方 形 被 映 为 无 穷 小 正 
方形 . 事实 上 , 只 要 z 关 0, 则 z 点 处 的 任意 形状 的 无 穷 小 区 域 将 被 “ 伸 扭 "( 既 伸缩 
又 扭转 ) 为 2? 处 的 相似 图 形 . 注意 , 我 们 于 此 又 把 我 们 的 用 语 推 前 了 一 步 : 以 后 我 
们 可 以 自由 地 把 “ 伸 扭 ”作为 动词 来 用 , 意 为 对 一 无 穷 小 几何 对 象 既 伸缩 又 扭转 . 

目前 我 们 所 有 具有 的 是 一 个 局 部 为 伸 扭 的 简单 映射 ， 为 了 体会 伸 扭 概念 是 基本 
到 何 种 程度 的 概念 , 我 们 必须 回 到 C, 而 且 从 头 来 起 展开 复 微分 学 的 思想 . 
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44.1 重新 考察 实 导数 


”在 通常 的 实 的 微 积 分 中 , 我 们 有 一 个 很 强 有 力 的 手段 使 一 个 由 R 到 及 的 函数 


二 但 是 在 下 面 的 讨论 中 , 会 过 到 伸缩 率 为 0 的 情况 , 这 时 共 形 性 按 其 本 义 来 说 已 经 没有 意义 了 , 我 们 则 
说 共 形 性 过 到 了 临界 点 , 一 一 EAE 
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FR 了 可视化 , 即 看 作 y = flx) 的 图 像 的 斜率 . ME 4-6a, 不 六 的 是 由 于 我 们 
没有 对 于 四 维 空间 的 想象 力 , 我 们 就 画 不 出 一 个 复 函 数 的 图 像 , 所 以 无 法 以 任何 一 
种 显然 的 方式 来 推广 导数 这 个 特殊 的 概念 . 


ia 


图 4-6 


为 了 成 功 地 进行 推广 , 第 一 步 我 们 简单 地 把 两 个 坐标 轴 拆 散 , 使 图 4-6a 变 成 图 
4-6b. 注意 , 我 们 把 两 个 R 都 画 在 水 平方 向 上 , 预示 着 它们 将 仅仅 被 看 作 两 个 复 平 
面 的 实 轴 . 

其 次 , 继续 前 一 节 的 精神 , 我 们 看 到 P 描述 的 是 : z 点 的 无 穷 小 向 量 按 怎 
样 一 个 因子 加 以 伸缩 才能 得 到 它 在 f(z) 处 的 象 . 用 更 为 代数 化 的 语言 来 说 , fa) 
就 是 这 样 一 个 实数 , 初始 向量 一 定 要 琵 上 它 才 能 得 到 其 象 : 


F(s) 一 二 一， ， (4.3) 


如 果 f'(x) > 0( 图 4-6b 就 是 这 样 的 ), ER dz 的 象 是 正 的 df, 如 果 f'(x) <0, 
则 无 穷 小 象 向 量 df 是 负 的 , 而 且 如 图 47 那样 指向 左 方 . 这 时 , 可 以 这 样 来 得 到 
df: 先 把 dz 按 因子 if'(z)| 伸缩 , 再 旋转 一 个 n 如 果 我 们 把 a) 看 作 是 C 的 实 
CA, 则 当 f(r) > 0 时 , argi] = 0, 而 当 f(e) < OM, arg[f’(z)] = x. 
这 样 , 不 论 户 (z) 是 正 还 是 负 , 我 们 看 到 f 对 r 处 的 无 穷 小 向 量 dz 的 局 部 效果 都 
是 先 按 因子 o) 伸缩 , 再 旋转 一 个 角 arg[ 站 (x)]. 

WATT FR, 我 们 现在 打算 把 “导数 * 概念 推广 到 CC 中 的 映射 

| oc i 


fi 
EFE 


图 4T 


4.4.2 35H 


考虑 复 映 射 f(z) 作用 在 由 > 点 发 出 的 无 穷 小 复数 (请 记 住 , 复数 就 是 平面 向 
E) 上 的 效果 . CHS ( 即 连接 两 个 象 点 的 复数 ) 将 是 由 ffz) 发 出 的 一 个 无 穷 小 复 
数 . 现在 的 图 48 就 是 图 46b 或 图 47 的 推广 . 在 右 方 我 们 用 黑 稍 头 来 画 复 数 的 
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$, 我 还 把 2 处 厚 来 的 向 量 用 空心 箭头 画 在 不 同 的 黑 的 象 箭头 一 起 以 便 比 较 , 现在 
需要 的 不 仅 是 一 个 伸缩 , 还 要 一 个 旋转 .从 图 48 上 看 起 来 我 们 必须 把 空心 箭头 长 
度 放 大 到 2 倍 , 再 旋转 (30/4). 把 这 个 情况 与 实 函 数 情 况 对 比 , 在 实 函 数 情 况 下 旋 
转角 只 能 是 0 或 n 在 复 函数 时 , 我 们 需要 的 则 是 任意 角度 的 旋转 . 


f 
A 


oa 


图 48 
尽管 如 此 , 我 们 仍旧 可 以 写 出 完全 类 比 于 (4.3) 的 代数 方程 , FAD 4b ae 5 ae 
转 ” 正 是 乘 以 复数 的 几何 意义 . 所 以 , 复 导数 f'{z) 可 以 这 样 来 引入 , 即 它 是 这 样 一 
个 复数 , RMA CAR : 点 处 的 无 穷 小 复数 , 才能 得 到 这 个 无 穷 小 复数 在 f(x) 
APS: 
f(z} I= (4.4) 
这 里 和 (4.4) PATA 4-0b 和 图 4-8 模仿 下 来 的 一- 见 图 不 必 识 
T.. 要 想 得 出 正确 的 效果 ，j(z) 的 长 度 必 须 为 伸缩 因子 , 而 f(z) 的 辐 角 必须 为 旋 
转角 . 例如 在 图 4-8 的 2 点 我 们 应 有 fe) = 2ei3w4), 按照 第 1 章 的 精神 ,我们 甚 
至 不 必 区 分 局 部 变换 与 代表 它 的 复数 . 
ASR f(z), 我 们 一 直 注 视 着 > 点 一 个 特定 第 头 的 鱼 , 但 是 , {与 及 的 情况 不 
lal) 这 种 箭头 现在 可 能 有 无 穷 多 个 可 能 的 方向 . 如 果 我 们 关注 的 第 头 与 图 上 画 的 那 
个 方向 不 同 , 又 当 如 何 ? 
我 们 马上 就 遇 到 了 麻烦 , 因为 一 个 典型 的 了 ”映射 将 要 如 图 49 那样 行事 . 很 清 
楚 , 不 同 的 箭头 伸缩 因子 会 不 同 , 类 似 于 此 , 每 个 箭头 要 达到 自己 的 象 也 可 能 需要 
旋转 不 同 的 角度 才 行 ， 虽 然 我 们 仍 可 在 (4.4) 中 使 用 一 个 复数 来 描述 箭头 的 变换 ， 
但 对 不 同 的 箭头 它 必 须 是 不 同 的 数 . 所 以 找 不 到 一 个 单一 的 复数 来 使 所 有 的 箭头 
都 旋转 同样 的 角度 . 在 能 够 找到 一 个 复数 使 得 (4.4) 成 立时 , 就 认为 它 是 了 在 > 点 
的 这 种 导数 , 并 记 它 为 Hiao”. 但 是 这 样 一 来 , 我 们 就 走 到 了 一 个 看 来 前 景 阴暗 的 
D 我 们 很 快 就 可 以 型 清 图 4-9 的 某 些 细节 , 例如 无 穷 小 贺 被 映 为 无 穷 小 梢 圆 . 
@ 在 本 书 里 , 导数 的 定义 是 两 个 向 量 的 比值 {向量 表示 为 复数 时 ， 是 有 比值 的 )，(4.3) 式 和 (4.4) 式 就 
是 这 个 意 压 。 而 且 作 者 把 它们 右 方 的 向量 称 为 象 向 量 时 ， 还 特意 提 到 ,“ 彰 ”这 个 字 意义 已 经 有 了 变 
化: 原来 时 表示 位 置 的 点 【 银 点 ), 现在 是 表示 方向 的 向 量 (0R. 这 件 事 意 义 重大 . 按照 我 们 的 习 
惯 , 这 些 向 量 应 该 分 别 记 作 dz, dw, 所 以 本 书 的 讲法 用 我 们 习惯 的 表述 方法 就 是 :映射 2 w = fie) 
在 = hea Te, HEFE- AA AAR PMA AA dw = Adz RA, 而且 点 就 
A Sk, ie fl (2) — A 这 具 不 过 是 实 函 数 情 况 下 通过 微分 来 定义 导数 的 思路 在 复 情况 下 的 推广 . 
如 果 再 把 dz dw 分 别 写成 Az, Aw, 表 注 意 到 作者 一 再 强调 的 不 要 把 微分 与 差分 割 型 开 来 , B 
即 就 会 看 到 我 们 熟知 的 “导数 就 是 差 商 的 朴 限 *， 由 于 这 个 合 题 深入 信心, 虽 热 必 者 没有 明 ah bh He LE 
是 Hee fk ea, 例如 在 9.3.2 节 的 (9.11) 式 的 证 明 中 ), 我 们 仍然 把 它 提出 . 作者 没有 提 ， 
看 来 是 为 了 强调 可 视 屁 ,把 力量 花 在 几何 实质 上 , 而 不 花 在 形式 推导 上 , AMTEAR ERRE, 
也 是 希望 读者 理解 , 对 微分 学 的 讲法 , 绝 非 只 能 用 人 们 热 悉 的 传统 形式 推导 .一 译 者 注 
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绝地 : 典型 的 CC 中 的 映射 干脆 就 是 不 能 微分 的 . 


F A) O amm CO OA 
Roald : i x j = Aji PER ay 


还 有 一 点 要 说 明 , 即 伸 缩 因 子 ( 即 伸缩 率 ) 可 能 为 0. 这 时 本 来 已 无 法 定义 旋转 
fa { 即 扭 转 度 ), 但 我 们 仍然 认为 9 有 导数 , 但 导数 为 0:f"(z) = 0. 或 者 说 伸 捏 
为 0. 这 就 好 比 0 是 没有 辐 角 的 , 但 我 们 仍然 认为 0 是 一 个 复数 一 样 . 这 是 一 个 重 
要 情况 . 上 面 说 到 的 共 形 性 遇 到 临界 点 也 是 同样 的 . 所 以 以 下 讲 到 伸 扭 时 都 包括 f 
的 伸 扭 { 即 导 数 ) 为 0, 讲 到 共 形 性 时 都 包括 可 能 有 临界 点 的 情况 .~ 
44.3 ”解析 函数 

我 们 可 以 用 禅宗 的 方式 ”来 处 理 这 个 情况 . 即 是 说 , 从 今 以 后 , 我 们 几乎 只 集 
中 于 那 种 可 以 微分 的 非常 特殊 的 上 映射 “这 种 函数 称 为 解析 的 . 由 前 面 的 讨论 可 知 : 


p 点 处 的 解析 映射 就 是 那些 其 局 部 效果 是 一 伸 扭 的 映射 : 即 在 
p 的 某 个 开 邻 域 的 每 一 点 处 , 由 一 点 发 出 的 无 穷 小 复数 都 按 同样 
的 伸缩 率 和 访 转 度 被 伸缩 与 旋转 . 


解析 映射 的 效果 可 以 从 图 4-10 上 看 到 , 它 与 图 4-9 形成 鲜明 的 对 比 . 对 于 这 样 的 映 
I FAET ee TS, 或 者 如 琳 你 愿意 , 不 妨 说 导数 就 是 代表 伸 扭 的 复 


数 . 


D 这 一 段 话 基 译 者 加 的 . 一 一 译 者 注 

D 近年 来 样 家 的 思想 在 西方 套 有 影响 , 但 在 它 的 故 多 一 一 中 国 , 数学 界 的 人 们 却 很 少 谈论 它 . 老实 说 ， 
也 不 知道 西方 人 说 的 “ 辜 " 是 否 原 汁 原味 . 其 实 作者 的 意思 很 清楚, 对 于 一 个 复 函 数 f(z) 在 何 时 有 
导数 存在 的 条 件 和 不 必 云 管 ， 在 我 国 流 行 的 复 分 析 教 村 中 总 要 花 一 定 简 幅 去 该 论 fiz) 的 连续 性 和 可 
微 性 等 , 而 本 书 作 者 却 认为 真正 本 古 的 是 反 昕 几何 实质 的 伸 扭 所 以 译 者 认为 不 妨 借 用 陶 铀 明 的 诗 
名 "其 中 有 真意 , aA ae a” 来 说 明 这 个 情况 . “真意 ”在 于 几何 , 惧 些 如 可 微 性 等 的 细节 只 是 A, 
而 且 不 一 定 能 尽 驶 “ 走 意 "， 所 以 “于 脑 趟 去 管 它 ! ”这 个 说 明 是 否 要 当 , 应 请 读者 指教 .同样 , 下文 
讲 的 “可 以 微分 ”的 “精确 ” 的“ 言 ”也 十 必 去 管 了 .但 是 我 们 不 要 以 为 必 者 “完全 不 管 " 这 些 事 . 请 
看 本 章 4.6 W, 其 中 对 于 为 什么 不 能 只 看 “一 点 处 ”的 解析 性 作 了 很 好 的 儿 何 解释 . 一 一 AAE 

@ 更 叭 确 地 说 ,是 集中 于 那 种 在 一 点 【全 如 p 点】 的 任意 小 开 邻 域 中 每 一 点 都 可 以 微分 的 非常 特殊 的 
映射 . 这 个 附加 语 的 备 要 性 在 4.6 节 里 会 讲 到 . 一 一 译 者 注 


174 第 4 章 微分 学 : 伸 捏 的 概念 

这 时 你 可 能 相当 合理 地 担心 , 不 管 这 种 映射 多 么 有 趣 , 它们 也 太 奇 怪 了 ， UE 
于 其 中 不 能 包括 任何 我 们 熟悉 或 有 用 的 函数 ， 然 而 , 艇 不 惊人 的 映射 ; z 却 给 
了 我 们 一 线 希 望 , 因为 我 们 已 经 证 明了 它 局 部 地 确 为 伸 扭 , 因而 对 我 们 选中 的 解析 
函数 集合 颁发 了 准 入 证 . 事实 上 , 令 人 吃惊 的 是 , 我 们 将 在 下 一 章 发 现 , 我 们 在 本 书 
中 史 到 的 函数 基本 上 都 是 解析 的 ! 当然 我 们 在 许多 插图 中 看 见 的 小 “正方形 * 被 映 
为 小 “正方 形 ” 已 对 此 提供 了 大 量 经 验 的 证 据 . 

或 者 应 该 强调 一 下 ,所 有 我 们 近来 得 到 的 图 片 讲 的 都 是 局 部 性 质 ， 因 此 也 就 
是 讲 的 无 穷 小 箭头 和 图 形 . 例如 由 图 4-10 可 以 看 到 , 任意 解析 蟾 射 都 是 映 无 穷 小 
圆周 为 其 他 无 穷 小 圆周 ; 然而 这 并 不 意味 着 , 这 种 映射 整体 地 也 映 圆 周 为 圆周 图 
4-11( 它 的 中 心 部 分 就 是 图 4-10) 表明 一 个 事实 , 即 车 我 们 从 一 个 无 穷 小 圆周 开始 然 
Bie Beek, 它 的 象 一 般 地 会 扭曲 起 来 而 与 圆周 豪 无 相似 之 处 .当然 , RIES 
斯 变换 给 出 了 一 个 重要 的 例外 , 因为 它们 精确 地 保持 各 种 大 小 的 圆周 . 事实 上 可 
以 证 明 , 默 比 乌 斯 变换 是 仅 有 的 具有 这 种 性 质 的 变换 . 


4.4.4 简短 的 总 结 


我 们 将 在 本 书 中 研究 的 主要 类 别 的 映射 是 解析 映射 ( 即 复 可 微 映 射 )， 虽 然 以 
后 会 看 到 其 中 包括 了 几乎 所 有 有 用 的 函数 , 它们 仍然 是 很 特殊 的 . 它们 对 以 z 为 中 
必 的 无 穷 小 圆 盘 的 作用 , 简单 地 就 是 , 先 把 这 些 圆 盘 平 移 到 f(z) 处 , 再 加 以 伸缩 和 
扭转 “伸缩 率 ” 就 是 放大 的 因子 , 而 “扭转 度 ” 就 是 旋转 的 和 度 . 然后 的 局 部 效果 
就 如 密码 一 样 完 全 放 在 一 个 复数 f'(z) 中 等 待 我 们 去 解密 , 这 个 数 就 是 矿 的 导数 ， 
而 我 们 宁可 称 之 为 f AAH. 


f (zl = 7 在 z 的 伸 扭 = {伸缩 率 ) expli( 扭 转 度 )] = | ljeti, 


要 想得到 z 点 处 的 一 个 无 穷 小 复数 的 象 , 只 需要 用 f(z) 去 乘 它 就 行 了 .? 
最 后 还 有 两 点 . 我 们 {在 “导数 " 一 词 以 外 ) 还 引入 了 一 个 词 “ 伸 担 ", 因为 它 含 
义 较 深 , 而 且 使 以 后 推理 更 易于 解释 . 然而 , 初次 接触 这 门 课 的 学 生 应 该 明白 , 在 所 
O 我 们 附加 规定 只 要 “ 体 缩 率 " 为 0, 尽管 “扭转 度 " 无 法 定义 , 我 们 仍 说 了 的 伸 扭 ( 即 是 导数 ) 为 0 
而 上 式 仍 成 立 . —— 详 者 注 
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有 其 他 书 上 只 用 导数 一 词 ,其 次 应 该 注意 , 这 两 个 词 只 在 以 下 情况 下 (与 第 1 章 比 
BO 是 同 义 语 : 即 复数 在 用 它 来 滋 各 个 点 时 可 以 等 同 于 产生 一 个 相似 变换 . 这 样 一 
来 , 举例 来 说 ,“ 进 行 微分 ”与 “进行 伸 扭 " 并 不 是 一 回 事 ; 前 者 讲 的 是 求 一 函数 的 
导数 这 一 行动 , 后 者 讲 的 则 是 对 一 无 穷 小 几何 图 形 “伸缩 与 扭转 ”这 一 行动 . 


4.5 “一些 简单 的 例子 


在 下 面 的 例子 中 我 们 都 把 作为 象 的 C 放 在 原来 的 COMET. 

例 1 zoz+e. 

ERRIA z 作 平移 c. 正如 在 图 4-12a 中 看 到 的 那样 , 由 z 发 出 的 复数 之 长 
不 变 , 所 以 伸缩 率 为 1, 同样 很 清楚 , 因为 没有 诱导 出 旋转 , 所 以 扭转 度 为 0, 从 而 


(z +e) = (z + dH = 1-2" = l. 


这 与 我 们 熟知 的 实 的 微分 公式 (r+) = 1 完全 一 致 . 

例 2 z=Az. 

WE 4 = ae, 则 它 代 表 把 按 因子 a 的 伸缩 与 旋转 一 个 和 角 a 组 合 起 来 . 从 图 
4-12b 看 得 很 清楚 , 从 z 点 发 出 的 任意 向 量 (特别 是 无 穷 小 向 量 ) 和 平面 上 的 > 点 
一 样 , 都 经 历 了 相同 的 伸缩 与 扭转 . 所 以 


(Az) = (Az) RR = A. 


虽然 它 的 含意 比 实 的 微分 公式 (Ar) = 4 更 丰富 , 形式 上 却 完全 相同 . 

例 3 zor, 

我 们 前 面 的 研究 己 经 揭示 了 , 这 个 映射 在 点 z = re 处 局 部 地 也 是 一 个 伸 捏 ， 
其 伸缩 率 为 2r, 而 扭转 度 为 8. 所 以 


jal f [b] 0 


a 
ka 2 YW 
| 、 kK 
人 


图 4-12 
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(22)' = (DREH = (RR cE) — 2reia — 2z. 


虽然 >=0 时 , PREN 0, 扭转 度 没有 意义 , 我 们 仍 说 f 的 伸 扭 ( 即 导 数 ) 为 0. 再 
一 次 注意 到 , 这 个 结果 形式 上 与 通常 的 微分 公式 (1°) = 2z 完全 一 样 . 下 一 章 我 们 
还 会 给 出 这 个 事实 的 直接 的 复数 与 图 示 的 证 明 . 

Gl 4 2-2. 

ER AA RST fe RSET, 很 清楚 , 它 不 可 能 是 解析 的 , 因为 我 们 已 经 看 到 , 如 
果 一 个 映射 局 部 地 是 一 个 伸 扭 , 它 必 自动 地 是 共 形 的 . 图 4-13a 精确 地 找 出 了 麻烦 
所 在 . 从 图 上 我 们 看 到 , 任意 的 发 自 2 点 的 复数 在 z 处 的 象 与 原来 的 复数 长 度 相 
同 , 所 以 伸缩 率 为 1. 问题 在 于 这 样 一 个 事实 : 角度 为 由 的 箭头 一 定 要 旋转 -20 才 
能 达到 其 象 箭头 的 角度 —o. 所 以 , 不 同 的 箭头 必须 旋转 不 同 的 量 (这 就 不 是 扭转 ) 
使 得 在 这 里 不 会 有 伸 捏 . 


图 4-13 
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46.1 3B 


在 图 4-5 中 我 们 已 经 清楚 地 看 见 , 任何 一 个 局 部 为 伸 扭 的 映射 必 自动 地 是 共 形 
的 . 用 复 微 分 的 语言 我 们 可 以 把 这 一 点 重 述 为 所 有 解析 函数 都 是 共 形 的 , 所 以 自然 
地 产生 一 个 问题 , 即 逆 命题 是 否 为 真 ， 是 否 每 一 个 共 形 映射 都 是 解析 的 ? 或 者 换 一 
个 方式 来 问 , 是 否 每 一 个 共 形 映射 都 不 会 比 伸 扭 更 复杂 ? 如 果 确 是 这 样 , 这 两 个 概 
念 就 是 等 价 的 , 我 们 就 会 有 一 个 新 的 途径 来 辨认 解析 函数 或 者 对 它 进行 推理 . 这 真 
是 一 个 诱 人 的 前 景 ! 

要 想 排 除 这 一 可 能 性 只 需要 发 现 一 个 函数 , 它 是 共 形 的 然而 其 局 部 效果 不 是 一 
个 伸 扭 就 可 以 了 . 图 4-13b LSS SEA AA, 在 考虑 共 形 性 时 , 要 考虑 一 
个 映射 是 否 不 仅 保 持 角 的 大 小 而 且 保 持 其 方向 是 包 么 重要 . z 一 = 不 是 解析 的 , 但 
是 它 也 不 是 上 述 猜 想 的 反例 , 因为 它 是 反共 形 的 . 

我 们 已 经 看 到 , 虽然 复 共 辆 确 有 伸缩 率 , 但 它 不 是 解析 的 , 因为 它 没有 扭转 度 . 
现在 我 们 来 考虑 一 个 函数 , 它 确 有 扭转 度 , 但 仍然 不 是 解析 的 , 这 一 次 是 由 于 它 没 
有 伸缩 率 . 这 种 映射 在 一 个 特定 点 处 的 效果 可 见 图 4-14, 左 方 的 三 条 曲线 各 以 等 角 
fj/3 H2, 右 方 它们 的 象 也 如 此 . 但 是 此 图 明显 地 表现 出 , 我 们 处 理 的 并 非 一 个 伸 
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H. 假想 切 于 原 复数 的 无 穷 小 复数 先是 被 扭转 了 , 但 后 来 并 未 伸缩 , 而 解析 消 数 本 
当 如 此 . 现在 它 却 按 不 同 的 因子 伸缩 ， 尽 管 如 此 , 开始 时 的 扭转 保证 了 两 曲线 之 间 
的 角 大 小 与 方向 均 得 保持 : 这 个 映射 在 这 一 点 处 真正 是 共 形 的 . 


4.6.2 ”在 整个 区 域 中 的 共 形 性 


如 果 我 们 坚持 在 孤立 点 上 的 共 形 性 , 这 种 反例 是 一 定 存在 的 (我 们 已 经 画 出 了 
一 个 ! ), 但 是 如 果 我 们 要 求 映 射 在 整个 区 域 中 都 是 共 形 的 , 这 种 非 解析 的 事 是 不 会 
发 生 的 . 设想 我 们 有 一 个 区 域 , 使 在 其 中 (i) 映射 是 共 形 的 , (ii) NAB AAR 
的 , 使 每 一 个 无 穷 小 直线 段 被 映射 为 一 无 穷 小 直线 段 . 事实 上 , 重新 检验 一 下 图 4-3 
就 会 看 出 , 必须 预先 假设 (ii) 成 立 , 否则 (i) 可 能 是 没有 意义 的 . 因为 如 果 由 了 到 p 
的 曲线 的 无 穷 小 的 直 的 一 段 不 是 映 到 过 @ 的 另 一 段 同 种 类 的 曲线 , 则 可 能 连 在 Q 
处 的 交角 都 无 从 谈 起 , 哪里 谈 得 上 它 是 否 等 于 o W? 

现在 看 图 4-15. 在 共 形 的 区 域 中 画 一 个 大 的 ( 即 非 无 穷 小 的 ) 三 角形 abe 还 有 
EHS ABC. 注意 , 虽然 三 角形 ab 的 直 边 完全 扭曲 了 而 生成 但 ABC 的 曲 边 , 这 
个 “三 角形 ”的 三 个 角 却 与 原来 的 三 角形 的 角 完 全 一 样 . 现在 想象 三 角形 abe 缩 成 
此 区 域 中 的 一 个 任意 点 . 当 我 们 这 样 做 时 , 它 的 不 断 收 缩 着 的 铺 的 边 也 越 来 越 像 直 
线 [这 是 由 Gi) 才 得 出 的 ], 而 在 此 过 程 中 角 总 与 原来 的 三 角形 的 角 相 和 等， 这样, 这 
区 域 中 任 一 个 无 穷 小 三 角形 都 被 映 为 另 一 个 无 穷 小 相似 三 角形 ， 因 为 象 三 角形 只 
不 过 大 小 及 其 在 纸 面 上 排列 的 方位 不 同 (这 一 点 从 图 4-15 上 也 看 得 很 清楚 ), 它 确 
实 是 由 原 三 角形 经 伸 扭 而 得 . 
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图 4-15 
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我 们 这 样 就 证 明了 我 们 想得到 的 共 形 与 解析 映射 的 等 价 性 ; 


一 个 映射 在 一 点 了 局 部 地 为 一 个 仲 担 , 如 果 它 在 的 一 个 无 穷 
小 邻 域 中 是 共 形 的 . 


由 于 这 个 原因 , f 在 p 点 “解析” 的 准确 的 定义 就 是 : f' 在 p 的 一 个 无 穷 小 邻 域 中 
各 点 都 存在 . 

由 这 个 结果 我 们 立即 可 以 导出 , 例如 z (1/2) Æ a #0 处 是 解析 的 , 因为 我 
们 已 经 几何 地 证 明了 它 是 共 形 的 . 由 同样 的 证 据 , 更 一 般 地 还 可 以 得 到 , 所 有 默 比 
乌 斯 变换 ( 除 在 奇 点 外 ) 都 是 解析 的 . 

不 需 另 外 费事 , 只 要 注意 距离 而 不 是 角度 , 还 可 以 得 到 进一步 的 等 价 性 . 我 们 
刚才 看 到 的 是 , 一 个 映射 不 可 能 在 一 个 区 域内 只 有 扭转 度 而 没有 伸缩 率 . 为 了 研究 
Hw, 设 只 知道 一 个 映射 在 某 区 域内 有 伸缩 率 ， 从 这 一 观点 出 发 重新 研究 图 4-15. 
与 前 面 的 情形 不 同 , 现在 没有 任何 先 验 的 理由 使 得 象 ABC 仍 能 表现 出 任何 与 原来 
图 形 共 同 的 特征 . 但 是 当 我 们 实行 上 面 那 种 收缩 过 程 时 , 昼 缩 率 的 局 部 存在 就 开始 
显现 出 来 了 . 

当 三 角形 变 得 很 小 时 , 我 们 可 以 把 它 的 两 个 边 , 例如 ab 和 ac, 看 成 发 自 同一 个 
顶点 a 的 无 穷 小 箭头 . 虽然 我 们 关于 角度 一 无 所 知 , 我 们 确实 知道 这 两 个 箭头 都 经 
历 了 相同 的 伸缩 而 生成 其 象 AB 和 AC. 但 是 阁 我 们 对 其 他 的 顶点 之 一 也 作 同 样 
的 推理 , 就 立刻 发 现 , 为 了 不 出 矛盾 , 这 三 个 边 必 定 经 历 同 样 ” 的 伸缩 , 从 而 我 们 又 
一 次 得 知 象 三 角形 与 原 相 羽 形 相似 . 

然而 这 一 次 我 们 只 知道 无 穷 小 象 三 角形 的 角度 的 大 小 与 原 三 角形 相同 . 如 果 二 
者 的 方向 也 相同 , 则 和 象 三 角形 是 由 原 三 角形 经 伸 扭 而 得 , 这 和 前 面 是 一 样 的 . 但 是 
nA AMT RY, 则 我 们 不 仅 要 把 原 三 角形 加 以 伸 扭 , 还 要 翻转 . 这 种 “ 翻 
转 ” 可 以 通过 对 任意 直线 作 反 射 而 得 ; 特别 是 , 我 们 可 以 使 用 对 实 轴 的 反射 z z. 
OPE, 如 果 f(z) 是 一 个 映射 , 而 我 们 知道 在 p 的 一 个 无 穷 小 邻 域 中 具有 伸缩 率 , 则 
或 者 f(z), 或 者 f(z), E p 点 为 解析 . 

有 意思 的 是 , 在 上 面 的 论证 中 使 用 三 角形 并 非 随 意 为 之 是 很 关键 的 . 例如 使 用 
矩形 就 是 不 行 . 其 第 一 个 根据 就 在 于 ; 共 形 性 肯定 可 以 保证 , 一 个 无 穷 小 矩形 仍然 
映 为 男 一 个 无 穷 小 矩形 . 然而 象 矩形 的 长 宽 比 在 原则 上 可 以 与 原 矩 形 的 长 宽 比 大 
不 相同 , 从 而 不 可 能 通过 伸 扭 从 原 矩 形 得 出 . 请 试 一 下 找 出 它 无 效 的 第 二 个 论证 . 

从 计算 角度 来 处 理 以 上 的 问题 , 可 见 Ablfors [1997, 73 页 ] 


人 我 们 讲 的 “同样 * 是 措 伸 缩 率 的 变化 与 abe 的 云 小 是 同 昼 的 无 穷 小 ， 如 果 把 “同样 ”型 解 为 准确 地 
WE, 则 在 把 我 们 的 论证 推广 到 有 窗 焦 分 布 的 顶点 所 成 的 网 格 忆 后 , KER See Re 
RAE. 

D EBREA EE: 阿尔 柱 斯 , Bate, 上 海 科技 出 版 社 1984, 所 说 的 章节 见 中 译本 “2.5 JER”, 75 
页 . —— 译 者 注 
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46.3 ” 共 形 性 与 艇 野球 面 


我 们 在 前 一 章 讨 论 了 一 个 挛 生 的 问题 : “怎样 使 一 映射 在 复 平 面 的 无 穷 远 部 分 
的 效果 可 视 化 ? 亦 即 把 有 限 远 点 抛 向 距离 无 穷 远 处 的 映射 效果 如 何 ? ”我 们 的 回答 
是 把 两 个 复 平面 (原平 面 和 象 平面 ) 都 代 以 黎 曼 球面 , 我 们 这 时 就 能 看 得 见 两 个 球 
面 而 不 是 两 个 平面 之 间 的 映射 . 这 种 作法 的 成 功 很 大 程度 上 依赖 于 一 个 事实 , 就 是 
我 们 把 平面 上 无 穷 远 的 时 不 可 及 的 那 一 部 分 挤 成 了 球面 上 的 一 个 点 ， 它 并 不 依赖 
于 我 们 选取 什么 方法 准确 地 做 到 这 一 点 . 那么 , 为 什么 我 们 要 坚持 使 用 球 极 射影 而 
不 用 其 他 方法 呢 ? 前 一 章 中 已 经 出 现 了 好 几 个 理由 , 但 是 现在 的 讨论 表明 了 , A 
个 难以 抗拒 的 理由 就 是 : 球 极 射影 是 共 形 的 . 

只 是 到 现在 我 们 才能 充分 体会 到 这 一 点 , 因为 我 们 已 经 看 到 , 解析 函数 是 平面 
上 的 共 形 映射 , 图 4-16 表明 , 球 极 射影 的 共 形 性 使 我 们 能 把 它 直接 变 成 关于 黎 曼 球 
面 的 如 下 命题 : 


球面 间 的 映射 当 且 仅 当 为 共 形 时 才 表示 解析 函数 . 
ANI tE 
NR ~、 vv (A=) 
Hia gA 


图 4-16 


我 们 把 球面 与 平面 分 开 来 画 是 为 了 加 强 这 样 一 个 思想 : 我 们 有 权 让 平面 逐渐 
淡出 我 们 的 思想 , TBR Ee bh ET Ee. WAY, 到 了 现在 ， 
我 们 已 经 能 把 复 分 析 看 作 只 不 过 是 研究 球面 间 的 共 形 映射 . 但 是 在 关于 擎 曼 曲 面 
的 研究 中 还 表明 了 , 为 了 把 多 对 一 的 函数 及 其 逆 的 整体 研究 也 纳入 我 们 的 研究 之 
中 , 还 必须 把 共 形 映射 的 概念 扩大 到 更 一 般 的 曲面 , 例如 环 面 之 问 的 共 形 映射 . 


4.7 it 界 点 


4.7.1 ” 挤 压 的 程度 

再 回 到 映射 2?, 并 且 注 意 到 在 xz — 0 Ab (2?) = 2z = 0. 像 这 样 使 导数 为 0 的 
点 称 为 临界 点 . 回想 一 下 , 这 与 我 们 在 前 一 章 中 对 “临界 点 ”一 词 的 定义 是 不 同 的 ， 
那里 我 们 是 把 临界 点 定义 为 一 个 本 来 共 形 的 上 映射, 共 形 性 遭 到 破坏 的 点 . 但 这 两 个 
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定义 并 非 互 不 相 容 . 如 果 一 个 解析 映射 的 导数 f(z) 在 2 = p 处 不 为 0, 我 们 知道 ， 
f E p 处 是 共 形 的 , 所 以 共 形 性 只 能 在 (e) = 0 处 但 到 破坏 , 以 后 我 们 还 将 证 明 
其 道 , 即 若 fp) = 0, M f Ep 点 不 可 能 是 共 形 的 , 虽然 这 件 事 并 不 显然 . 总 之 , 这 
两 个 定义 是 等 价 的 . 

用 伸 扭 的 语言 来 说 , 临界 点 可 以 同样 地 定义 为 伸缩 率 为 零 的 点 ， 这 就 暗示 本 ， 
一 个 解析 映射 在 以 某 临 界 点 为 中 心 的 无 穷 小 圆 盘 中 的 效果 是 “把 它 挤 压 成 单独 一 
SSA. 对 引号 里 的 话 不 能 单 就 字面 来 理解 , 而 应 该 理解 如 下 . 

设想 此 圆 盘 (半径 为 o 是 这 样 小 , 以 至 于 要 放 到 显微镜 下 血 才 看 得 见 . wN 
用 一 套 放大 倍数 越 来 越 大 的 镜头 Lo, Li, Lo Lace REC. WME Lo 的 倍数 是 
i/e? = 1, 所 以 其 实 并 不 比 用 肉眼 看 更 强 . 男 一 方面 , Li 之 放大 的 倍数 1/2, ME 
已 经 足够 强大 使 我 们 确实 能 用 它 看 见 圆 盘 了 . 镜头 La 更 了 不 起 , 它 可 以 放大 1/27 
倍 , 使 得 甚至 显微镜 下 的 圆 盘 的 一 小 部 分 就 大 得 完全 盖 满 了 目镜 .” 

让 我 们 再 回 到 L 使 我 们 又 重新 看 见 整 个 圆 盘 , 同时 也 看 见 当 以 变换 = 一 2? 
作用 于 它 时 发 生 了 什么 事 . 它 不 见 了 ! 在 最 好 的 情况 下 , 我 们 可 能 看 见 单独 一 个 点 
位 于 临界 点 的 象 的 位 置 上 . 正 是 在 这 个 意义 下 , 我 们 说 这 个 映射 是 挤 压 . 然而 如 宁 
我 们 再 安 上 Lo, 就 会 看 到 我 们 错 了 : 这 个 点 并 不 是 一 个 点 , 而 是 男 一 个 以 a2 APE 
径 的 圆 盘 . 

对 这 个 特殊 的 映射 , 用 Ls 就 可 以 看 见 了 这 个 圆 盘 还 没有 完全 被 压 蔡 ， 然而 在 
另 一 个 映射 的 临界 点 处 , 可 能 甚至 L 的 倍数 也 不 够 用 , 而 需要 一 个 更 强大 的 镜头 ， 
例如 Lm 才能 显示 出 圆 盘 的 象 并 不 只 是 一 个 点 . 整数 m 恰好 可 以 度量 在 临界 点 处 
挤 压 的 程度 . 


4.7.2 ” 共 形 性 的 破坏 


在 解析 函数 的 临界 点 处 , 除了 有 局 部 的 挤 压 以 外 , 我 们 还 说 过 (但 尚未 证 明 }) 其 
共 形 性 也 受到 破坏 . 在 我 们 的 例子 里 也 可 以 看 到 这 一 点 . 当 oz? 映射 作用 到 一 对 经 
过 临界 点 z = 0 的 射线 上 时 , 它们 之 间 的 角 不 再 保持 ; 事实 上 是 加 了 一 倍 . 这 是 一 
个 一 般 的 性 质 . 事实 上 我 们 将 要 证 明 一 个 映射 在 非常 近 于 临界 点 处 , 其 性 态 基 本 上 
由 2"(m > 2) 给 出 . 在 临界 点 z = 0 处 的 角 不 但 未 被 保持 , 结果 反而 被 乘 以 m. 我 
们 说 z = 0 是 一 个 (m 一 1) 阶 临界 点 以 量化 这 种 奇异 性 态 的 程度 号 . 要 注意 , 这 里 的 
m 和 前 一 段 的 m 是 一 样 的 : 想 要 看 见 象 就 必须 悚 用 镜头 Lm. 
尽管 发 生 了 共性 形 在 临界 点 被 破坏 的 事 , 我 们 还 是 会 继续 大 胆 地 说 “z” 是 共 形 
的 ” 这样 的 话 . 上 暗地里 有 一 个 约定 , 就 是 容许 其 中 有 临界 点 , 在 讲 共 形 性 时 , 就 不 管 
其 中 还 有 临界 点 了 . 事实 上 在 整个 前 一 节 里 我 们 都 作 了 这 样 的 约定 , 因为 在 那里 我 
T 按 这 样 的 糯 比 , 我 们 可 以 说 , 本 章 乃 至 以 后 全 书 , 北大 部 分 图 形 都 表示 透 过 51 ARE. F 
如 图 4-10 画 了 一 个 小 圆周 被 伸 握 为 男 一 个 圆周 ， 但 是 如 果 我 们 用 Lz 而 不 是 Li RS OR 


A’. #23, ESHA. 4H, ORR), Cee. 
@ 我 们 定义 其 阶 为 (m 一 1) 而 不 是 m 的 理由 在 于 , 正 是 (m 一 1) 适当 地 反映 了 导数 的 根 的 重 数 . 


4.7 i 界 点 181 


们 只 关心 典型 的 点 . 我 们 以 后 会 看 到 , 临界 点 在 一 种 准确 的 数学 意义 下 是 “稀少 而 
区 互相 远离 的 ", 这 只 是 我 们 眼下 对 它们 很 少 注意 的 一 种 借口 ， 然 而 只 在 我 们 集中 
注意 函数 在 其 定义 域 的 某 一 块 中 的 性 态 时 , 才 可 以 安全 地 绕 过 这 个 问题 . 当 我 们 研 
究 黎 曼 曲面 时 , 我 们 会 试 着 把 所 有 这 些 部 分 信息 拼 成 关于 映射 的 整体 图 像 . 而 要 做 
到 这 一 点 , 临界 点 将 起 关键 的 作用 . 它们 起 这 样 的 作用 还 因为 一 个 映射 在 这 类 点 的 
邻 域 中 的 特别 性 态 还 有 一 个 侧面 , 我 们 现在 就 要 转 到 这 个 侧面 去 . 

在 上 一 章 里 我 们 讲 过 临界 点 位 于 无 穷 远 处 的 可 能 性 . 特别 是 我 们 考虑 了 z 一 
2”. 我 们 曾 就 m = 2 的 情况 在 黎 曼 球面 上 画 了 经 过 原点 的 两 条 直线 的 球 极 射影 象 
(图 3-22), 而 且 由 此 看 见 了 ,在 z=0 与 := 处 的 角 都 被 乘 以 m. 由 此 我 们 断定 
oo 是 2™ 的 一 个 阶 数 为 (fm — 1) 的 临界 点 , 而 与 原点 一 样 . 事实 上 , 除 in = 2 外 , 我 
们 还 不 知道 2” 是 理 处 处 都 是 共 形 的 ! 然而 在 下 一 章 里 , 我 们 会 看 到 , 它 除 了 在 我 
们 讨论 过 的 两 个 临界 点 处 以 外 , 确实 处 处 都 是 共 形 的 . 


4.7.3 支点 


APEH R 到 REKAM Ri) 的 情况 . 我 们 从 小 在 求解 极 大 极 小 问题 时 , 就 
知道 了 求 Ra) = 0 的 点 的 重要 性 . 图 4-17 上 画 的 是 一 个 普通 的 y = Rio) 的 图 像 ， 
并 且 强 调 了 在 临界 点 ef 在 那里 Ro = 0) 附近 的 性 态 的 另 一 个 方面 . 在 一 个 使 
Rit) 对 0 的 典型 点 + 的 上 方 , 图 像 或 者 向 上 走 或 者 向 下 走 , 使 此 函数 局 部 地 是 一 对 
一 的 , 但 在 c 点 附近 , 它 显然 是 二 对 一 的 . 

复 映 射 也 有 可 以 与 此 类 比 的 意义 . 典型 的 情况 是 f(z) 40, 所 以 z 的 一 个 无 穷 
小 邻 域 被 伸 扭 为 w = f(z) 的 一 个 无 穷 小 象 邻 域 , 而 这 两 个 邻 域 显然 处 于 一 对 一 的 
对 应 中 . 然而 , 车 flo) = 0,( 按 我 们 早 前 说 过 的 那样 ) 在 近 于 zo Sh, 函数 的 性 态 与 
zm 相同 . 着 一 点 沿 闭 轨 道 绕 过 z, CARE m 倍 的 速度 绕 过 wo = fi), 而 对 应 
于 wo 附近 的 一 点, 应 有 m 个 原音 点 在 zo 附近 . 这 样 wo 是 一 个 fm — 1) MEA. 
我 们 的 结论 是 : 一 个 一 定 阶 数 的 临界 点 被 映 到 同 阶 的 支点 上 . 


,y= Ray: 


图 4-17 


我 们 是 从 与 实 函数 的 类 比 开 始 来 介绍 这 个 思想 的 , 但 是 我 们 也 应 注意 到 一 个 重 
要 的 差别 . 一 个 实 函 数 R(x) 当 R(x) AO 时 必然 是 一 对 一 的 , 但 是 { 与 复 函数 不 
同 ), 当 R'(z) =0 时 , 它 不 一 定 是 多 对 一 的 . 例如 za 的 图 像 在 原点 是 平坦 的 , 然而 
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在 此 点 的 一 个 无 穷 小 邻 域 中 仍然 是 一 对 一 的 . 与 此 形成 对 比 的 是 , 复 映 射 > 一 a? 
在 原点 附近 是 三 对 一 的 , 这 是 由 于 有 复 立 方 根 存在 . 


4.8 ” 柯 西 - 黎 曼 方程 
4.8.1 515° 


在 结束 本 章 时 , 我 们 试 着 对 于 复 函 数 在 平面 映射 中 占据 了 什么 样 的 等 级 作 一 展 
望 . 这 样 做 的 一 个 好 处 是 , 我 们 会 发 现 刻 划 解 析 函 数 的 另外 一 种 【 除 伸 扭 和 导数 以 
外 , 这 是 第 三 种 ) 方法 , 就 是 用 它 的 实 部 和 虚 部 来 刻 划 解析 性 . 

第 一 件 事 是 应 该 认识 到 , 我 们 早 前 说 的 “一 般 ” 映射 (zx,y) 一 (u,v) 其 实 并 不 
那么 “一 般 ". WATER LA, 案板 是 一 个 平面 , 就 是 原 有 的 RR’. 面 度 也 占据 了 
案板 的 一 部 分 , 也 是 一 个 平面 区 域 , 就 是 作为 象 平面 的 R 的 一 部 分 . 对 这 一 块 面 
皮 作 各 种 “操作 ”, Be, 或 切 , BT, 都 是 把 案板 上 原来 的 (zx,y) 处 的 那 一 小 块 面 
皮 移 到 另 一 处 (u,v), 因此 就 是 一 个 “一般” 的 映射 (2, y) 一 (u,v). 例如 把 面皮 切 
成 两 半 而 且 各 放 一 处 . 这 里 的 映射 就 比 我 们 以 前 思考 过 的 要 “一 般 " 得 多 , 因为 它 
甚至 不 保有 最 起 码 的 连续 性 , 就 是 说 , 在 切口 两 侧 各 取 一 点 . 不 论 我 们 把 这 两 个 点 
RAS Zit, 这 两 点 的 象 总 是 远 远 地 分 离开 的 . 

哪怕 我 们 仍 坚持 要 有 连续 性 , 所 得 到 的 映射 仍然 比 我 们 考 虚 过 的 映射 更 为 一 般 . 
例如 在 括 饺 子 皮 时 , 先 捆 住 面皮 的 一 点 (u,v) = (0,0), 固定 在 案板 的 一 点 (x,y) = 
(0.0) 处 , 然后 再 用 挫 面 杖 把 面皮 从 这 一 点 向 远 处 失 开 . 例如 , 把 面皮 的 大 小 杆 成 两 
倍 大 , 这 肯定 是 连续 的 , 因为 面皮 上 两 个 原来 连 在 一 起 的 地 方 , 所 来 所 去 仍然 是 连 
在 一 起 的 . 现在 出 现 的 问题 是 : 在 这 一 点 作 两 个 方向 相反 的 无 穷 小 箭头 , WME T 
以 后 必然 一 个 向 “ 东 ”，, 一 个 向 “ 西 ", 两 个 箭头 所 经 历 的 映射 就 大 不 相同 了 . 所 以 这 
个 映射 在 显然 的 直观 的 意义 上 是 不 可 微 的 (这 里 还 谈 不 上 复 微分 那么 微妙 的 意义 ). 
HEARERS Re PAA [x,y) = (0,0) 处 稍 远 , 映射 却 在 真正 的 意义 上 是 
可 微 的 , 而 可 以 用 雅 可 比 年 阵 来 处 理 . 

在 折 选 面皮 时 出 现 另 一 类 有 趣 的 映射 ， 例 如 做 千 层 饼 就 要 把 面皮 先 折 再 揪 很 
多 次 . 但 我 们 不 妨 以 登 信 为 例 . 这 时 , 书桌 代替 了 案板 , 信纸 代替 了 面皮 .2 作为 一 
个 映射 , 在 中 部 是 桌面 一 点 对 应 于 信纸 的 三 点 , 所 以 是 三 对 一 上 映射 , 而 在 折 口 到 信 
纸 两 头 , 即 无 折 登 部 分 , 恰 为 一 对 一 , 而 在 折线 处 确实 又 失去 了 可 微 性 ， 在 折线 以 


D 这 一 节 列 举 了 一 些 日 常生 活 中 的 例子 , 由 于 中 国 太 的 生活 习 民 与 西方 人 不 辐 , BEREEDEN, 所 
以 在 翻译 这 一 小 节 时 , 译 者 在 交 字 上 作 了 较 太 的 政 动 他 其 意 立 更 明白 一 些 ， 一 一 译 者 证 

@ 西方 公信 [特别 是 公务 商务 函 性 ) 的 “规矩 ”和 中 国人 不 同 , 例如 正文 疝 下 , 先 从 信 头 超过 173 8E 
向 上 一 折 , Bok, 再 在 离 信 尾 超过 1/3 处 向 上 一 折 , 成 为 一 个 压 平 了 的 S 形 , 而 且 信 头 正面 (包括 
印 有 收 件 人 姓名 地 址 的 heading) 向 上 . 折 好 以 后 的 信纸 宽度 与 原 信 纸 以 及 信封 一 样 ， 高 度 略 小 于 信 
SERRE, 不 必 再 折 妈 可 装 六 信封 ,而 且 收 件 人 姓名 地 址 怡 好 落 在 信封 的 “窗口 ”中 , 不 必 再 打印 信封 ， 
这 样 的 信 打 开 也 很 方便 : PEs SPAS a a} PT. 一 一 评 者 注 
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外 , MU Feats AT AE BY ER PE op a 

HOT GRO i, 把 一 个 面团 (不 一 定 很 平 ) 在 某 个 方向 一 挫 , 一 折 , 换 一 个 方 
HERAT, 再 把 它 揉 团 , 如 此 反复 . 然而 如 果 限 制 考虑 某 一 区 域 而 把 折 口 、 边缘 等 
排除 在 外 , 则 原来 讲 过 的 用 雅 可 比 矩 阵 作 分 析 还 是 可 以 应 用 的 . 因为 这 样 的 映射 实 
际 上 已 经 相当 一 般 了 . 我 们 希望 以 上 的 讨论 足以 揭示 (作为 真正 意义 上 连续 而 且 可 
微 的 上 映射 ) 在 映射 的 演化 的 阶梯 上 已 经 碟 得 相当 高 了 . 所 以 , 并 不 奇怪 , 这 些 映射 就 
其 局 部 歼 休 而 言 是 出 奇 地 简单 , 当然 不 会 简单 到 如 伸 扭 那样 . 

那么 , 伸 扭 (解析 映射 ) 在 这 个 演化 的 等 级 上 处 于 什么 位 置 呢 ? 


4.8.2 ”线性 变换 的 几何 学 


我 们 再 在 离开 早 前 的 研究 的 地 方 回 到 这 种 研究 上 来 ， 一 个 映射 的 局 部 效果 就 
是 完成 如 同 密码 一 样 藏 在 雅 可 比 和 矩阵 (4.2) 中 的 线性 变换 . 如 果 能 够 先 理解 均匀 的 
线性 变换 CHIT EAE) 这 就 行 了 . 但 是 这 时 我 们 需要 记 住 一 件 事 : 我 们 的 分 析 
仅 只 局 部 地 有 效 , 而 真正 的 线性 变换 事实 上 是 各 点 不 均匀 的 . 

考虑 一 个 均匀 的 线性 变换 对 一 圆周 C 的 效果 . 因为 圆周 的 笛 卡 儿 方 程 是 二 次 
A, 由 线性 变换 引起 的 坐标 变换 将 使 象 曲线 具有 另 一 个 二 次 式 的 方程 , 所 以 , 象 曲 
线 互 是 一 个 圆锥 曲线 . 又 因为 没有 一 个 点 被 送 到 无 穷 远 处 , 它 必 定 是 一 个 酉 园 . 见 
图 4-18, 并 请 与 图 4-9 比较 , 图 4-9 面 的 就 是 一 个 非 均匀 变换 对 于 无 穷 小 圆周 的 效 
R, 也 就 是 现在 的 结果 的 局 部 效果 . 

我 们 刚才 使 用 的 是 关于 线性 的 代数 陈述 . 基本 的 几何 事实 则 是 : 如 果 我 们 先 把 
两 个 向 量 相 加 再 作 映 射 , 或 者 先 对 两 个 向 量 各 作 有 映射 然后 再 相 加 , 这 是 没有 区 别 的 . 
请 自己 验证 以 下 两 个 推论 . 

。 平行 直线 被 映 为 平行 直线 . 

© 直线 段 的 中 点 被 映 为 象 直线 段 的 中 点 . 

我 们 现在 把 这 两 个 事实 应 用 于 E. 


& 
fos a ay 
my. 
o o 
党 党 ， 
E] 4-18 


因为 圆周 C 的 直径 都 被 圆心 平分 , 所 以 其 象 作为 E 的 弦 必 定 都 经 过 共同 的 中 
RA. 从 而 C 的 中 心 被 映 为 Bd. 用 同样 的 粗 黑 线 来 画 象 D 以 及 C 的 被 映 为 
E 的 长 轴 D 的 直径 d. 现在 考虑 C HEET d ARER (虚线 ), 它们 的 象 必 为 OE 
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的 一 族 平行 强 而 且 DD 平分 它们 . 因此 它们 必 为 垂直 于 D 的 平行 线 族 . 所 有 这 一 切 
都 总 结 在 图 4-18 P. 
现在 很 清楚 
局 部 线性 变 撞 就 是 在 d 方向 必 一 个 拉 仲 , 在 与 它 重 直 的 方向 上 
Ea- Hi, 最 后 再 必 一 个 扭转 . 
在 这 个 结果 中 再 考虑 自由 度 也 是 有 意义 的 . 因为 雅 可 比 矩 阵 有 四 个 独立 元 素 , 要 确 
定 我 们 的 变换 也 就 只 需要 4 bit 信息 : 这 就 是 (ia 的 方向 , (ii) 在 此 方向 上 的 拉 伸 因 
T. (iii) 垂直 方向 上 的 拉 伸 因 子 ， (iv) 扭转 . 
如 果 最 后 还 想 化 到 解析 函数 , 只 需 令 这 两 个 拉 伸 的 因子 相等 . 这 样 就 明显 地 把 
目 由 度 的 数目 由 4 下 降 为 3. 然而 由 于 我 们 现在 在 各 个 方向 都 产生 了 相同 的 伸缩 
d 的 方向 的 选择 也 就 无 关 紧 要 了 , 而 我 们 只 剩 下 了 两 个 真正 的 自由 度 ; 伸缩 率 与 捏 
转 度 . 
现在 请 注意 , 我 们 得 到 了 以 下 的 结果 : 
一 个 保持 方向 的 映射 ， 当 且 仅 当 它 把 无 穷 小 圆周 变 为 无 穷 小 图 
周 时 , 才 是 共 形 的 . 
如 果 一 个 保持 方向 的 映射 能 够 保持 圆周 , 则 它 特别 地 也 能 保持 无 穷 小 圆周 .所 以 必 
为 共 形 的 ”我们 现在 不 需要 前 一 章 的 详细 证 明 就 看 到 了 : 菊 比 钼 斯 变换 的 共 形 
性 /解析 性 仅 依赖 于 它们 保持 回 周 . 


4.8.3 AA- REDE 


OR BATTER H SE REA HAER EAE Be aS, 就 
会 得 到 刻 划 解析 函数 的 另 一 种 方法 . 因为 我 们 已 经 知道 用 复数 去 乘 就 能 生成 所 需 
的 线性 变换 , 如 果 考 虑 什么 类 型 的 矩阵 作用 于 向 量 ( 即 复数 ) 时 相应 于 用 复数 去 乘 
E, 就 能 很 容易 地 回答 这 个 问题 . 用 (a + ib) ER z = (z + iy) 时 , 我 们 得 到 的 线性 
变换 是 : 

(x + iy) + (a+ ib)(a + iy) = (ax — by) + i(ba + ay). 


这 就 相当 于 把 Re Pa Bee 
a —b ig 
nee (4.5) 


T Du yt 
dy Əv 


全 Sommerville [1914, 237 页 | 上 有 这 个 事实 的 另 证 . 


Pe SIET EHER (4.2) 


比较 , 于 是 知道 为 了 使 J 的 效果 化 为 一 个 伸 扭 , 它 应 与 (4.5) 相同 , 即 
du = 十 外， ry = —Oyu. (4.6) 


CES AN 柯 西 - 黎 曼 方程 . 这 些 给 了 我 们 辨认 解析 函数 的 第 三 种 方法 . 然而 ， 
和 深 藏 于 其 后 的 伸 扭 概念 一 样 , 应 该 在 一 点 的 某 个 无 穷 小 邻 域 中 满足 这 些 方程 , 才 
断定 映射 在 此 点 为 解析 [见习 题 12]. 

因为 (a + ib) 起 伸 扭 的 作用 , 比较 (4.5) 与 (4.2) 就 给 出 两 个 关于 导数 的 公式 


f! = 0,u + id,v = Örf, (4.7) 
f = dyv —id,u = —id,f. (4.8) 
作为 一 个 例子 , 考虑 = 24 如 果 把 它 乘 开 , 就 会 得 到 一 大 堆 很 难看 的 东西 ， 
utiv = (x — Bey) + i(3z y — y”). 
然而 , 分 别 微分 其 实 部 与 虚 部 , 我 们 得 到 


nu = 32? — By? = +4, 
dv = bry = —d,yu. 


所 以 , 柯 西 - 黎 曼 方程 得 到 满足 . 这 样 , uw A 的 特殊 形状 并 非 难 看 , 而 是 恰好 保证 
了 此 映射 是 解析 的 . 利用 (4.7) 式 , 我 们 就 可 以 算出 其 伸 扭 为 


(23) = 3(z2 — y?) + i6ay = 32°, 


它 和 通常 的 微 积 分 中 的 公式 是 一 样 的 . 请 验证 (4.8) 式 也 给 会 出 同样 结果 . 
在 下 一 章 里 我 们 要 割断 与 R 连接 的 脐带 , 而 发 现 怎样 直接 求助 复 平面 的 几何 
来 更 好 地 理解 以 上 的 结果 . 


49 J 题 


L 用 柯 西 -黎明 方程 验证 * 一 三 不 是 解析 的 . 

2. 映射 z 一 23 作用 在 一 个 无 穷 小 图 形 上 , 考查 它 的 象 , 发 现 了 这 个 图 形 被 旋转 了 
x, 其 线性 尺度 放大 了 12 倍 . 这 个 图 形 原 来 位 于 何 处 ? [有 两 种 可 能 性 ]. 

3. 考虑 映射 zc Oz) = 27/2. 把 z 写成 极 坐 标 形式 , 并 求 出 9 的 几何 效果 . 从 一 
个 典型 的 2 点 出 发 , 用 两 种 不 同 颜色 画 两 个 等 长 的 小 箭头 : 一 个 平行 于 z, 另 
一 个 垂直 于 2. 再 从 Q(z) HRB Oa. 由 此 导出 : 2 并 不 生成 一 个 伸 
捏 .| 你 的 图 应 以 两 种 方法 显 出 这 点 .| 
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4. 


aq A 


oo 


= 8 


10. 
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图 419 表示 一 条 曲线 的 加 上 阴影 的 内 域 被 一 解析 函数 映 到 象 曲线 的 外 域 . = 


z 以 道 时 针 方 向 绕 左 边 图 的 曲线 运动 , 问 其 象 uw 怎样 绕 其 象 曲线 运动 ? [提示 : 
从 z 出 发 画 一 些 无 穷 小 箭头 , 其 中 应 包括 一 个 沿 运动 方向 的 箭头 


解析 的 


图 419 


. BR f(a +iy) = (2? +y”) +ily/a), 找 出 被 f 映 为 (a) 水 平 直线 , (b) 垂直 直线 


的 曲线 并 画 出 其 草图 . 注意 , 从 你 的 答案 来 看 , J 应 是 共 形 的 . 用 两 种 方法 证 明 
它 其 实 不 是 : (i) 显示 地 找 出 一 些 曲 线 使 其 交角 没有 被 保持 ;(ii) FT REN 
程 


. 继续 上 题 , 证 明 怎样 选取 o 都 不 能 使 Flz + iy) = (2? + y?) + iv 成 为 解析 的 . 


(i) 令 g(z) = 342i, 然后 用 几何 方法 解释 为 什么 g'(z) = 0. 
(i) 证 明 车 一 解析 函数 在 某 连 通 区 域 上 的 伸缩 率 恒 为 零 ( 即 f'e) = 0), 则 此 
函数 在 此 区 域 上 恒 为 常数 . 
(iii) 给 出 一 个 简单 反例 证 明 , 若 此 区 域 是 由 不 连通 的 分 量 构成 的 , 则 以 上 结论 
不 成 立 . 


. 用 图 形 解释 为 什么 若 f(z) 在 某 个 连通 区 域 上 解析 , 则 以 下 的 每 个 条 件 均 使 它 


变 为 一 个 常数 . 
(i) Ref(z)=0, 
(ii) |f(z)| = cost, 
(ii) 不 仅 f(z) 而 且 FC) 都 解析 


. 用 柯 西 - 黎 曼 方程 对 前 两 题 给 出 严格 的 计算 证 明 . 


不 把 一 个 映射 用 其 实 部 与 虚 部 来 写 (ASA J= ut iv) 而 用 其 长 度 与 角度 
写成 
f(z) = Re 
有 时 更 为 方便 , 这 里 吾 与 亚 是 = 的 函数 . 证 明 刻 划一 个 解析 函数 了 的 方程 现 
在 成 为 
BR=RBV WR R= 一 Rao 


. 我 们 现在 约定 , 4u 和 w 适合 柯 西 - 黎 曼 方程 时 就 说 “= wu 二 iv 适合 柯 西 - 黎 


BHR. 证 明 : 车 f(z) 与 g(z) SHAH REE, 则 其 和 与 积 亦 然 . 


12. 对 不 为 零 的 z, > f(z) = fle + iy) = cy/Z. 


(i) 证 明 ; 当 > 趋 近 实 轴 或 虚 轴 的 任意 点 (包括 原点 ) 时 ，ffz) 趋 近 o. 

(ii) 在 定义 J EAH LA 0 以 后 , 证 明 柯 西 - 黎 曼 方程 在 原点 也 满足 . 

(iii) 尽管 如 此 , WEAR f 在 0 处 甚至 不 可 微 , 更 谈 不 上 解析 ! 为 证 这 一 点 , 找 出 
从 0 出 发 而 指向 eie 方向 的 无 穷 小 箭头 的 象 . 由 此 导出 尽管 了 在 0 处 确 
有 扭转 度 , 但 却 没有 伸缩 率 . 


. 验证 z 一 e* 满足 柯 西 - 黎 曼 方 程 , 并 求 出 (e). 
. 贺 出 一 个 无 宠 小 洽 形 在 解析 映射 下 的 象 的 草图 , 然后 由 此 导出 , 面积 的 局 部 放 


大 因子 是 伸缩 率 的 平方 . 考 音 雅 可 比 和 矩阵 的 行列 式 以 重新 导出 这 个 事实 . 


. 定义 5 为 由 下 式 给 出 的 正方 形 : 


a-b<Re(z)<a+b 与 —b<Im(z) <b (b> 0)， 


(i) 就 5<a 的 情况 画 一 个 典型 的 5. 现在 作出 它 在 映射 > 一 es FRR 5 的 
草图 . 
(ii) 由 你 的 草图 导出 S 的 面积 , 并 写 出 S 的 面积 与 5 的 面积 之 比值 A. 
(ii) 用 前 两 题 的 结果 , 回答 当 5 趋向 零 时 A 趋向 什么 ? 
(iv) 由 (ii) 中 得 到 的 结果 求 lim A, 再 验证 它 与 (ii) 中 得 到 的 几何 结果 一 致 . 


. 考虑 复 反 演 映 射 J{z) = (1/2). 因为 工 是 共 形 的 , 它 的 局 部 效果 必 为 一 个 伸 扭 


通过 考虑 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆 弧 之 章 导 出 |(1/z)"| = 1/|z|?. 


. BBR RIB Iz) = (1/2). 


(i) Bz=rc+iyMl=u+ia, Ae Sy RH u Fv. 
(ii) 证 明 柯 西 - 黎 曼 方程 除 在 原点 外 处 处 满足 , 因此 了 除 在 原点 外 恒 为 解析 的 . 
(iii) 求 出 雅 可 比 和 矩阵 , 把 它 用 极 坐 标 表 出 , 从 而 求 出 工 的 局 部 几何 效果 . 
(iv) 用 (4.7) 证 明 伸 扭 为 —(1/27), 这 与 通常 微 积分 的 结果 一 样 , 且 与 前 题 一 致 ， 
由 此 证 实 (iii) 的 结果 . 


. 回忆 第 3 章 的 习题 19, 在 那里 证 明了 默 比 乌 斯 变换 


az +6 

cz+d 

当 且 仅 当 原来 的 圆周 族 ( 称 为 F) 以 g = -idjo 为 中 心 时 , AAR BE 

同心 圆周 族 . $ p = jz 一 g| 为 由 g 到 z 的 距离 , 于 是 下 之 元 为 p= const. 

(i) 考虑 F 的 一 个 元 素 到 F 中 一 个 比 它 无 穷 小 地 较 大 的 元 素 的 正 交 的 连接 
HE, 学 出 M 的 伸缩 率 在 天 中 的 每 一 个 圆周 上 均 分 别 为 常数 . 由 此 推出 
M" AA p 的 函数 . 

(ii) 考虑 一 个 无 穷 小 图 形 之 章 , 并 令 此 无 穷 小 图 形 从 远离 q 的 某 点 开始 运动 
到 很 接近 q 处 , 由 此 导出 , 在 行程 的 某 一 点 处 音 与 原音 合同 . 

(iii) 综合 以 上 结果 , 导出 有 一 个 特殊 的 元 Im, 使 Ar 上 的 无 穷 小 图 形 被 映 为 
位 于 过 圆周 MOn) 的 合同 的 铺 图 形 上 , 回忆 一 下 , 这 个 In 称 为 M 的 等 


M(z) = 
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RAAB 3 章 习 题 19). 
(iv) 用 前 一 部 分 解释 为 什么 MUn 与 Tw 半径 相同 . 
(v) 解释 为 什么 In- = Mlm). 
(vi) BM 已 规范 化 . 用 习题 16 的 思想 证 明 M 的 伸缩 率 为 
|M'(2)| = ae 
19. 考虑 图 4-20 中 的 映射 f(z) = 24, 左 方 是 一 个 质点 沿 直线 x = 1 的 一 线段 向 上 
运动 , 右 方 则 是 其 象 fip) 的 路 径 . 
(i) 再 画 一 幅 这 样 的 图 , 通过 考虑 当 p 点 继续 上 行 时 p 的 长 度 与 角度 , 从 而 延 
(HSER 
(ii) 证 明 A = isec*(m/8). 
(iii) 求 出 堪 图 上 p 的 两 个 位 置 ( 称 之 为 b 与 bo), 使 它们 被 映 到 右 图 上 的 自 交 
A B, 并 把 这 两 个 位 置 在 你 的 图 上 标 出 来 . 
(iv) 假设 已 知 f(z) = 423 这 个 结果 , 求 出 by 与 bs 处 的 扭转 度 . 
(v) 用 前 一 部 分 证 明 (在 右 图 B Ab) hR AABN. 


图 421 


(i) 用 几何 方法 证 明 , 车 : 由 8 增加 dg 而 沿 双 纽 线 运动 , 则 = 2? 沿 右 方 的 
圆周 移动 一 个 距离 Ade. 

(ii) 利用 (z2) = 2z, 用 几何 方法 导出 ds = 2d8/r. 

(iii) 利用 r? = 2cos 26 这 一 事实 , 用 计算 证 明 


rdr = 241 — (rt /4)dð. 
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(iv) Os 表示 连接 原点 到 双 纽 线 上 的 z 的 线段 之 长 . 由 前 两 部 分 导出 


a dr 


由 于 这 个 原因 , 此 积分 称 为 双 纽 线 积分 . 
21. (i) 推广 正文 中 的 论证 , 证 明 在 3 维 空间 中 线性 变换 的 效果 就 是 把 空间 在 三 

个 互相 垂直 的 方向 上 加 以 拉 伸 (一 般 是 按 三 个 不 同 的 倍数 )， 然后 再 把 空 
间 加 以 旋转 . 

(ii) 由 此 导出 , 一 个 把 3 维 室 间 映射 为 其 自己 的 映射 , 当 且 仅 当 它 映 无 穷 小 球 
面 为 无 穷 小 球面 时 , 才 是 伸 扭 . 

(iii) 导出 对 球面 的 反 演 保持 两 条 相交 的 空间 曲线 所 依 的 角 的 大 小 . 

(iv) 导出 球 极 射影 是 共 形 的 . 
附注 : 与 平面 共 形 映射 之 丰富 成 为 鲜明 对 比 , 刘 维 尔 " 和 麦克 斯 韦 & 互 相 独 
立地 发 现 了 : 空间 中 仅 有 的 保持 角度 不 变 的 上 映 射 就 是 反 演 , 以 及 几 个 反 演 
的 复合 . 


(Ò Joseph Liouville, 1809--1982, 法 国 数 学 家 . 译 者 注 
@) James Clerk Maxwell, 1831—1879, 伟大 的 苏格兰 物理 学 家 -一 译 者 注 
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5.1 柯 西 一 黎 曼 的 真面目 
5.1.1 引言 


我 们 在 前 一 章 里 是 从 研究 结构 较 简单 的 有 R? 领域 中 的 映射 开始 , 来 研究 C 中 
的 解析 函数 的 引 人 注 目的 本 性 的 . 特别 是 , 雅 可 比 矩 阵 为 我 们 提供 了 一 条 对 解析 函 
数 的 特征 作 柯 西 - 黎 曼 刻画 的 不 太 费力 的 途径 ， 而 且 还 能 计算 出 它们 的 伸 扭 . 然而 
这 一 建 径 是 相当 间接 的 . 在 本 章 中 我 们 则 相反 地 直接 在 复 平 面 中 研究 微分 学 , 主要 
是 通过 应 用 无 穷 小 几何 . 这 条 途径 的 第 一 个 应 用 是 重新 推导 出 柯 西 - 黎 曼 (以 下 简 
1A CR”) 方程 , 同时 发 现 它们 可 能 取得 的 新 形式 . 
5.1.2 第 卡 儿 形 式 


考虑 一 个 依 实 轴 和 点 轴 方向 排列 的 非常 细 的 正方 形 网 格 . 见 图 5-1 左上 图 , 在 
解析 映射 下 , 每 一 个 无 穷 小 正方 形 经 伸 扭 而 产生 的 象 仍 为 正方 形 ， 我 们 要 说 明 CR 
方程 只 不 过 是 把 这 个 几何 事实 用 符号 和 式 子 来 表述 . 


把 单个 小 正方 形 及 其 象 都 放大 , 如 图 5-1 底部 那样 . 设 起 始 的 正方 形 边 长 为 e 
如 图 . 如 果 我 们 由 = 出 发 并 沿 z 方向 运动 e 则 象 将 沿 一 个 复数 运动 , 这 个 运动 可 
由 下 式 给 出 : 


(x MUSE) (Rf 对 zx 的 变化 率 )= Af. 


类 似 地 , 着 点 沿 垂直 边 运 动 , ME y 方向 上 运动 e, 则 它 的 象 将 作 一 个 运动 o,f. 又 
因为 这 两 个 象 向 量 张 成 一 个 正方 形 , 它们 之 间 必 定 简单 地 由 一 个 旋转 x/2 相关 , 也 
Bl te SRE i 的 关系 . 消去 = 后 我 们 就 有 
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iO. f = yf, 
至 此 大 功 告 成 ! 只 要 再 把 fut iv 放 进去 即 知 , 它 不 过 就 是 CR 方程 
id,(u+iv) = A,(ut iv) i 
的 比较 紧凑 的 形式 . 令 双 方 实 部 和 虚 部 分 别 相 等 就 给 出 
ðu =ð 以 及 v= —Ayu, (5.1) 


和 前 面 得 出 的 一 样 . 为 了 得 出 伸 扭 本 身 , 我 们 要 记 住 , EPI AL ERE f' 后 
MAWES. 现在 因为 我 们 已 知 对 于 正方 形 的 两 边 , 其 铺 各 为 什么 , 于 是 我 们 可 以 
得 出 

errcef'=cd,f > f= 


iem ief =edf > f'=-idyf. 
5.1.3 RERE 


(5.1) AE CR 的 最 常见 的 写法 , 但 不 是 唯一 的 写法 . 它 取 这 样 的 形式 是 因为 
我 们 选择 在 原来 的 复 平 面 和 象 的 复 平 面 上 都 用 实 部 和 虚 部 ( 即 笛 卡 儿 坐 标 ) 来 表示 
复数 . 所 以 , 我 们 可 以 把 (1) 简称 为 CR 的 Cart.-Cart. (Cart 是 Cartesian 的 简写 ) 
形式 . 在 第 4 章 的 习题 10 F, 对 第 一 个 复 平面 我 们 使 用 笛 卡 儿 坐 标 , 而 在 象 平面 上 
则 用 极 坐 标 , 这 样 得 到 CR 的 另 一 种 形式 (Cart.-Polar 形式 ). 我 们 再 以 推导 CR 的 
Polar-Cart. 形式 作为 几何 方法 的 下 一 个 例子 . 
为 了 做 这 件 事 , 我 们 先 作 适 用 于 极 坐 标的 无 穷 小 正方 形 , 见 图 5-2. 车 从 * 开始 
让 r 增加 dr, 于 是 得 到 此 正方 形 的 径 向 边 dr. 如 果 另 一 方面 我 们 让 8 增加 ae, 
则 此 点 在 一 个 垂直 的 方向 ( 即 横向 ) 上 运动 , 此 方向 的 单位 向 量 是 e. 当 dg 趋 于 
0 时 , 此 方向 上 运动 的 大 小 是 rdg, 所 以 描述 这 个 运动 的 复数 是 ierd = izd9. 从 
图 上 看 得 很 清楚 
开始 为 正方 形 = dr=rdé (5.2) 
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现在 来 看 它 的 象 , 和 前 面 一 样 , 若 将 r 增加 dr, 则 象 将 要 移动 dr .3.f. 类 似 地 ， 
把 9 变动 dg, 则 象 将 运动 dg . Oo f. 如 果 映 射 是 解析 的 , 它们 仍 张 成 一 个 正方 形 , 所 
以 后 一 个 边 等 于 i 乘 第 一 个 边 ， 


dê - Jaf = idr - ð, f. 
以 (5.2) 代入 此 式 , 消去 dg 后 即 有 
Oe f = ird, f, (5.3) 


这 就 是 CR 的 新 的 紧凑 的 形式 . 再 以 = w+ in RA, 读者 容易 看 到 (5.3) 等 价 于 
下 面 这 一 对 Polar-Cart. 方程 组 : 


dav = +rÖpu, (5.4) 
dou = —rd,v. (5.5) 
只 要 注意 到 , 伸 扭 将 把 一 个 箭头 变 为 其 象 , 我 们 也 可 得 到 导数 的 两 个 表达 式 如 下 : 
edri edr- f'=dr df = fl=e "af, (5.6) 
以 及 
izd@ + izd@- f' =dO-Ogf = f' =—(i/z)Oof. (5.7) 
现 以 23 = ree? 为 简单 的 例子 . 由 (5.6) 有 
(27) = re — ri ~ 327) 


而 由 (5.7) 则 得 
(2°) = —(i/2z)r33te3!? — —(i/z)3iz3 = 322. 
由 于 两 个 表达 式 都 得 到 了 同样 的 结果 , 我 们 首先 就 验证 了 za 确 为 解析 的 . 
在 CR 的 四 种 可 能 的 写法 中 , 只 留 下 Polar-Polar 形式 待 求 . 请 读者 自行 验证 ， 
a f 5A f = Re™ (OL 4 章 习 题 10), 则 CR 成 为 


HR=-rhav BR RAV = rð, R. 


5.2 关于 刚性 的 一 个 启示 


复 分 析 中 一 个 一 再 出 现 的 主题 是 解析 函数 的 “刚性 ". 这 人 旬 话 的 意思 是 指 这 类 
函数 的 本 性 是 它 具 有 高 度 严密 的 结构 【处 处 都 局 部 地 是 伸 扭 ), 这 使 得 我 们 从 非常 
有 限 的 信息 即 可 定 死 它们 的 准确 的 性 态 ， 举例 来 说 , 只 要 告诉 了 我 们 一 个 解析 函 
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数 在 一 个 小 区 域 中 的 效果 , 它 的 定义 就 可 以 唯一 地 拓展 超出 原来 的 束缚 一 一 如 一 
个 晶体 从 它 的 晶 核 生长 出 来 那样 ， 事 实 上 , 只 要 有 了 一 个 解析 函数 如 何 作 用 于 一 
封闭 曲线 的 极其 稀少 的 信息 ( 即 只 有 该 曲线 上 的 点 引起 你 的 关注 ), 我们 就 能 准确 
地 预知 在 闭 曲 线 内 域 的 每 一 点 会 发 生 什 么 ! 见 图 5-3. 以 后 我 们 会 证 实 这 些 奇特 的 
结果 , 在 第 9 章 中 甚至 可 以 找到 一 个 显 式 的 公式 把 w 用 4, B,C 等 表示 出 来 (这 
个 公式 应 归功 于 柯 西 ). 然而 在 目前 , 还 只 能 考虑 一 种 不 同类 型 的 部 分 信息 以 窥 其 


Dz 必定 走 到 这 里 ! 


i | i 


考虑 图 5-4, ORAS DNA AHR, MARK, 直线 越 向 右 移 ， 
但 是 这 些 直线 的 间距 如 何 并 无 限制 . 基于 具有 这 种 性 质 的 解析 映射 了 , 你 认为 我 们 
能 搜集 到 多 少 信 息 ? 在 往 下 读 之 前 , 请 你 先 静 心思 索 一 下 . 


si 


图 5-4 


我 们 知道 f 是 共 形 的 , 其 局 部 效果 就 是 一 个 伸 扭 , 考虑 由 原点 发 出 的 射线 . 因 
为 它们 以 直角 穿 过 这 些 圆 周 , 它们 的 铺 就 应 以 直角 穿 过 这 些 垂 直 直 线 , 所 以 应 为 水 
FER. 事实 上 , 如 果 我 们 让 一 条 射线 以 道 时 针 方向 旋转 , 我 们 甚至 能 说 出 它 的 银 
直线 是 向 上 还 是 向 下 移动 . 请 看 图 55, 其 中 描绘 了 一 个 由 两 个 圆周 与 两 条 射线 所 
围 的 无 穷 小 正方 形 的 命运 . 我 们 知道 , 连接 两 个 圆周 的 无 穷 小 径 向 箭头 必 被 映 为 连 
RARE BRAN A QAM AA DAK. 但 因 正 方形 应 被 伸 扭 , 其 象 的 位 置 必 如 
图 5-5 Bran. 这 样 我 们 就 知道 了 , 射线 的 正 向 旋转 将 使 象 直线 向 上 平移 . 
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图 5-5 


我 们 已 经 颇 有 进展 , 但 是 还 没有 完全 获得 从 第 4 章 的 习题 5 中 看 到 的 解析 性 
的 推论 . 在 那里 证 明了 , 尽管 映射 (z+ iy) (2? ty) ily) 不 是 解析 的 , 却 具 有 
所 有 上 述 所 讲 的 性 质 ， 事 实 上 很 容易 写 出 无 穷 多 个 非 解析 的 函数 都 与 上 面 所 知 的 
事实 相 容 . 成 为 鲜明 对 比 的 是 , 当 我 们 的 研究 结束 时 , 却 只 余 王 一 个 解析 函数 具有 
5-4 那样 的 性 质 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 必须 回 到 CR 方程 . 

在 图 5-4 中 我 们 把 很 自然 地 具有 极 坐 标 性 质 的 对 象 映 为 很 自然 的 笛 卡 儿 对 象 
所 以 很 清楚 , 应 该 使 用 Polar-Cart. 形 式 的 CR 方程 , 即 (5.4) 与 (5.5). 为 了 能 用 它 
们 , 我 们 应 该 首先 把 图 5-4 翻译 成 “方程式 说 话 *. 我 们 可 以 这 样 来 描述 此 图 , 说 : 
点 的 旋转 只 能 使 得 其 象 上 下 移动 而 非 侧 向 移动 ; 换言之 , 8 的 变化 不 会 产生 u 的 变 
化 : Ogu = 0. 于 是 由 (5.5) 有 ôv = 0. 这 就 说 的 是 让 一 个 点 径 向 向 外 运动 , 不 会 影 
响 其 象 的 高 度 , 所 以 射线 被 映 为 水 平 直 线 . 这 一 点 对 于 我 们 这 些 几何 老手 本 来 就 已 
是 马后炮 了 , 有 过 的 是 还 留 下 了 一 个 方程 : 


V (0) = rd,.U(r). (5.8) 


这 里 我 们 把 v 写成 = Ve) 以 强调 wv 只 依赖 于 9, 同样 也 把 写成 w= Uir). 
现在 (5.8) 看 起 来 象 是 一 个 不 可 能 的 等 式 , 因为 左 方 很 显明 地 只 依赖 于 8, 而 可 
以 同样 肯定 右 方 只 依赖 于 r， 唯 一 的 出 路 是 : 这 两 个 实 的 量 都 等 于 同一 个 实 常数 ， 
设 为 A 竺 掉 其 实 只 是 表面 文章 的 偏 导数 记号 , 我 们 于 是 得 到 
dU : dV 
ee =A LL A ae = A. 


U = Alnr = const., 而 V = Af + const., 


于 是 

U +iV = A(inr + i8) +B, 
B 也 是 一 个 常数 , 它 是 由 上 面 两 个 const. 合成 的 复 常数 . 但 是 我 们 马上 看 出 , 这 个 
特别 的 组 合 正 是 复 对 数 ! 这 样 
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fiz) = Alogz+ B. (5.9) 


更 一 般 地 , 假设 已 知 一 解析 函数 映 以 c 为 中 心 的 同心 圆周 为 与 虚 轴 成 定 角 由 
的 平行 直线 . 你 会 发 现 , 这 与 前 一 情况 并 无 基本 的 不 同 , 因为 只 要 考虑 


z= 8 Pg(z +e), 


就 会 发 现 这 个 映射 也 具有 图 5-4 所 示 的 性 质 , 因此 也 应 该 等 于 (5.9) A. 这 样 一 来 ， 
解析 函数 的 刚性 导致 一 个 相当 不 寻常 的 结论 , 即 复 对 数 可 以 唯一 地 定义 (只 相差 常 
数 可 能 不 同 ) 为 映 同心 圆周 族 为 平行 直线 族 的 那个 共 形 映射 . 
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上 一 节 有 一 个 附带 的 收益 就 是 发 现 了 logi) 确实 是 解析 的 . 因为 这 个 多 值 函 
数 最 简单 的 表示 法 是 其 Polar-Cart. 形 式 


log z = lnr + i{(f + Imn), 


用 (5.6) 或 (5.7) 就 很 容易 找到 它 的 导数 . 为 了 把 它 作 为 一 个 例子 , 我 们 两 式 都 用 ， 
由 (5.6) 得 出 
(log z)’ = e" 8, log z = e~ (1 /r) = 1/2, 


由 (5.7) 同样 得 出 
(log z) = —(i/z)ðə log z = —(i/z)i = 1/z. (5.10) 


当然 , 你 会 注意 到 , 这 在 形式 上 与 通常 的 实 对 数 多 么 一 致 . 

你 可 能 想 知 道 , 我 们 前 面 关 于 这 个 多 值 函数 的 各 支 的 讨论 会 不 会 影响 这 一 切 ， 
例如 , 有 趣 的 是 上 面 的 mm( 它 标志 着 不 同 的 支 ) 为 何在 (5.10) 中 不 出 现 . 这 本 书 的 基 
本 原理 是 它 时 常用 更 多 的 想 银 力 与 精力 来 找 一 个 图 形 , 而 不 是 去 作 计 算 , 因为 图 形 
时 常会 使 你 更 接近 真理 , 这 是 对 你 的 想象 力 与 精力 的 报 偿 . 按 此 精神 , 我 们 现在 来 
找 出 (5.10) 的 一 个 可 视 的 解释 , 而 它 会 说 清楚 答案 确实 不 依赖 于 m. 

在 导出 (5.6) 与 (5.7) 时 , 是 考查 了 一 般 的 解析 映射 的 无 穷 小 几何 学 . 那么 为 什 
么 现在 不 把 这 个 思想 用 于 特定 的 映射 的 几何 学 , 而 由 此 直接 算出 它 的 伸 扭 来 ? 

考虑 图 5-6, 其 上 画 出 了 一 个 典型 的 = 点 以 及 它 在 log 上 映射 下 的 无 穷 包 个 彰 中 
的 几 个 . 为 了 求 出 伸 扭 , 我 们 只 需 找 出 由 z 发 出 的 一 个 箭头 之 象 即 可 . 最 容易 找 的 
就 是 图 5-6 堪 方 的 空心 箭头 之 银 , 它 是 垂直 于 > 的 . 要 注意 , 因为 黑 线 的 箭头 z 与 
水 平 直 线 成 角 6, 则 与 它 垂直 的 空心 箭头 与 垂直 直线 也 成 角 纺 同样 , 因为 它 在 原点 
张 一 个 无 穷 小 角 5, WAS Lee PRAM, 其 长 就 是 ró. 现在 看 : HS. A 
为 我 们 对 z 作 了 一 个 纯粹 旋转 , 其 象 将 垂直 向 上 称 动 一 个 距离 此 距离 等 于 旋 
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转角 5. 为 了 更 容易 地 看 出 是 什么 样 的 伸 扭 将 把 箭头 2 带 到 它 的 象 处 , 我 们 在 每 个 
象 点 上 各 作 了 一 个 原来 的 空心 箭头 以 便 作 比较 . 从 图 上 就 可 以 看 到 
伸缩 率 = 1/r 
扭转 度 = —0 
虽然 所 有 的 意向 量 发 自 不 同 支 的 不 同 点 , 但 是 因为 作为 向 量 它们 是 完全 一 样 的 , 所 
以 很 清楚 , 伸 扭 并 不 依赖 于 我 们 采 着 的 是 哪 一 支 . 


| = H = (1/rje7 = 1/z. 


扭转 庶 = 4! 
na 
log 本 a 
a 0 In r 
TEP al 
图 5-6 


5.4 ”微分 学 的 各 法 则 


我 们 已 经 知道 怎样 微分 22 和 log z, 怎样 用 这 些 知识 去 求 例如 log(z? log z) 的 
导数 呢 ? 你 立即 就 会 反应 “使 用 链 法 则 和 乘积 法 则 ", 这 个 反应 是 很 对 的 , 我 们 在 本 
节 中 不 过 是 要 验证 , 实 微分 学 中 我 们 熟知 的 规则 都 可 以 一 成 不 变 地 , 至 少 是 外 表 上 
不 变 地 , 搬 到 复 域 中 来 . 


541 复合 


复合 函数 (go f(z) = glf(z)| SAM RRS “SEE f, 再 作 go”. WR fg 
AERAJ MAAF NE — 2b aR REA, 所 以 复合 映射 也 是 这 样 . 由 此 我 们 导出 
9[f lz)] 也 是 解析 的 , 我 们 现在 要 证 明 它 所 产生 的 判 伸 扭 , 可 由 链 法 则 正确 地 给 出 . 

令 f'(z) = Ae™, g'(w) = Be 六 ,这 里 w = f(z). 图 5-7 表明 ,zz 点 处 的 一 个 无 穷 
小 箭头 被 f 伸 扭 而 在 w 处 生成 其 象 , 然后 , 这 个 音叉 被 g 伸 捏 而 成 o(w) 处 的 最 终 
的 象 . 由 图 很 清楚 ， 


RIE —AB 
PHBE =a+ 8 


这 样 , 我 们 就 得 到 了 熟知 的 链 法 则 ; 


| => 净 伸 扭 4Bettet )， 
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{g[f(z)]} = g'(w) - f’(2). (5.11) 


作为 一 个 例子 , BANS gi) = kz. 上 一 章 我 们 已 经 证 明了 g'(2)= k, 所 以 由 (5.11) 
得 出 结论 
[kf (2)] = kf'(z). 


三 ja en 

| oe ~ — 

ae | “fs aN 
图 5-7 


5.4.2 MAÑ 


假设 我 们 不 在 临界 点 处 (在 临界 点 导数 为 0), 2 点 处 的 一 个 无 穷 小 圆 盘 将 被 伸 
HTE w = f(z) 处 生成 一 个 象 圆 盘 , 而 且 这 两 个 圆 盘 为 一 一 对 应 , 见 图 5-8. 一 个 
解析 函数 在 此 意义 下 有 局 部 道 , 我 们 想 知道 它 的 导数 . 


Cd ae j £ pata > 
pS au í \ > 人 a 
Ia Fd | 
= | | 1 
\ ' eal \ eif] 
h A ii ) J 
ae k y 


图 5-8 


很 清楚 , 把 象 圆 盘 变 回 原来 圆 盘 的 伸 扭 ,其 伸缩 率 应 为 原 伸 缩 率 的 倒数 , 扭转 


JT 在 w 处 的 伸缩 率 = 1/(f 在 2 处 的 伸缩 率 ) = 1/|f"(2)| 
JT Æ w 处 的 扭转 度 = 1/(f 在 z 处 的 扭转 度 ) = argl/|F (zj| 


=> [f (w = 1/F"{z). (5.12) 
作为 例子 , 考虑 w = f(z) = logz, HTE z= 1(w) =e". 故 由 (5.12) 可 得 
(ey = 1/(log z)— z= e”, (5.13) 


这 与 第 4 章 习 题 13 中 的 计算 一 致 , 我 们 以 后 还 将 对 (5.13) 给 出 一 个 可 视 的 推导 . 
如 果 我 们 应 用 象 箭头 等 于 F PO RRA CRAB, 则 (5.11) 和 (5.12) 都 
可 以 推导 得 更 快 ， 我 们 则 选择 把 几何 放 在 前 面 ,而 把 乘法 的 代数 留 作 把 (5.11) 和 
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(5.12) 这 些 结果 最 终 写 成 公式 之 用 . 但 是 用 纯粹 的 几何 来 推导 下 面 两 个 公式 则 显得 
过 于 元 长 , 所 以 我 们 要 用 一 点 代数 . 
5.4.3 MSR 
PA 5-9 最 左 端 是 一 个 连接 * 到 一 相 邻 点 的 无 穷 小 箭头 上. RAPA UR 
9g( 分 开 来 看 ) 下 的 铺 画 在 中 间 的 图 上 . B®, 我 们 把 这 些 点 相 加 或 相 乘 得 到 的 两 个 
点 放 在 最 右 方 . 仔细 检查 连接 最 右 方 的 点 的 但 向 量 , 可 以 分 别 导 出 (f 十 g) 与 HY 
hH. 由 图 5-9 RANA 
A=a+éf', B=b+ég, 
所 以 
A+B=(a+6)+é(f' +9), 
其 中 El +g 是 & 在 f+g HHH THR, 由 此 可 得 加 法 法 则 
(f+9 =f tg’. (5.14) 
类 似 于 此 , 并 且 略 去 £, 我 们 又 得 到 
AB =ab+ €(f'b+ ag), 
HP é(f'b+ ag’) Æ EE fo MPH FHS, 于 是 又 得 乘法 法 则 : 
(fo) = f'g + fg. (5.15) 


5.5 SHA. ZAHARA 


5.5.1 多 项 式 
我 们 可 以 从 一 个 稍微 不 同 的 观点 来 看 待 前 节 里 讲 的 那些 法 则 . 以 (5.15) 为 例 . 
在 某 种 意义 上 , 布 方 是 什么 东西 这 个 问题 不 如 右 方 看 在 一 个 东西 这 一 事实 重要 . 这 
O 如 1.3.6 节 中 所 示 点 z 作为 一 个 向 量 是 坚 向 量 ， 所 以 作 红 法 时 上 REZAT fr BR og! BEUN. 
— 译 者 注 
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样 说 的 意思 是 , 我 们 现在 有 了 一 个 创造 新 解析 函数 的 方 子 : “已 知 两 个 解析 函数 后 ， 
作 它 们 的 积 即 可 得 到 一 个 新 解析 函数 ，” 与 此 类 似 , 其 他 公式 中 的 每 一 个 都 可 以 
看 作 是 从 老 解 析 函 数 做 出 新 解析 函数 的 手段 ， 解析 函数 其 实 是 复 平面 上 的 一 个 名 
门 望族 , 它们 只 要 与 自己 的 同族 按 一 定 规矩 所 许可 的 方式 成 亲 (其 实 这 些 规矩 非常 
灵活 , 甚至 允许 条 种 形式 的 乱伦 0, 他 们 的 子孙 就 仍然 属于 这 个 家 族 . 例如 说 , 我 们 
只 从 映射 z= 2 开始 , 这 个 映射 当然 是 解析 的 ， 按 我 们 的 那些 法 则 很 快 就 会 生成 
,2 以 至 任意 名 项 式 . 
考虑 一 个 典型 的 n KEMA: 


Salz) = ao + a12 + azz? +--+ anz”. 


我 们 刚才 看 到 它 是 解析 的 , 所 以 它 映 p 点 处 的 无 穷 小 圆 盘 为 Sn(p) 处 的 另 一 个 无 
穷 小 圆 盘 . 此 外 , 由 (5.14), 变 前 一 圆 盘 为 后 一 圆 瘟 时 的 伸 扭 为 


i 


St (2) = (ao) + lazy 十 (aasz3 + ---+ (ane. 


我 们 已 经 知道 怎样 作 前 三 项 的 微分 , 在 下 一 节 中 我 们 将 要 证 实 , 一 般 地 有 (zm)' = 
mz"-!, 正如 你 所 预料 的 . 这 样 


S$ (z) = ay + 2agz + 3agz" +--+ 4+ nane": (5.16) 
5.5.2 WRK 


WT SMM BRS STAR. 在 第 2 章 中 我 们 讨论 过 怎样 用 多 
MA Sn 来 和 逼近 一 个 收敛 医 级 数 ” 


S(z) = ap + az + oe 二 Qa 十 :…. (5.17) 


我 们 解释 过 , 5 在 收敛 圆周 内 的 效果 可 以 用 S, 来 模仿 , 只 要 取 充 分 大 的 n tÈ, 就 可 
以 达到 任意 精度 . 

当然 , 我 们 现在 面临 的 问题 是 , 茵 级 数 是 可 解析 的 ? 而 如 果 是 ,又 怎样 来 计算 
其 导数 ? 我 们 会 看 到 , 这 两 个 问题 的 答案 为 “是 ”以 及 “使 用 (5.16) sh”. 

考虑 以 p APCHA NAR D. E pE S 的 收 伍 圆周 内 , 则 充分 小 的 D 也 
在 5 的 收 伍 圆周 内 , 所 以 级 数 (5.17) 在 D AS AAC, 而 S BRD 为 某 个 形状 
未 知 的 无 穷 小 的 覆盖 Sip) 的 S(D). 请 看 图 5-10 的 堪 图 . 它 画 出 了 D 在 Sip Sioa, 
Siooo 等 映射 下 的 象 的 放大 图 , 但 没有 画 出 S(D) AQ. 因为 每 个 和 多项式 均 为 解析 
的 , 每 个 象 也 都 是 无 穷 小 圆 盘 . 然而 我 们 已 经 知道 这 些 象 会 越 来 越 完全 地 与 5(D) 
重合 . 所 以 5 把 无 穷 小 圆 盘 变 为 另 一 个 无 穷 小 圆 盘 , 从 而 它 是 解析 的 . 

在 图 5-10 的 右 图 中 , 我 们 想 把 这 一 点 和 弄 得 更 明白 . 因为 我 们 现在 只 关心 伸 捏 ， 
实际 的 兽 点 之 所 在 就 不 如 连接 它们 的 箭头 那么 重要 . 为 了 更 容易 看 见 对 这 些 箭头 发 


D 为 简单 计 , 我 们 将 使 用 以 原点 为 中 心 的 窒 级 数 . 然而 我 们 已 在 第 2 章 中 指出 , 这 不 会 失去 一 般 性 . 
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生 了 什么 事 , 我 们 在 此 图 上 已 经 对 这 些 圆 盘 作 了 平移 一 一 这 对 向 量 并 无 影响 一 一 
使 其 中 心 均 与 Sip) 重合 . 作为 一 个 例子 , 我 们 在 D 的 边缘 上 取 间 距 相 同和 的 三 个 点 
(a, b, c), 并 且 作 由 p 到 这 三 个 点 的 向 量 (图 上 未 画 出 ). 我 们 要 看 一 看 当 n 增加 时 ， 
这 三 个 间距 相同 的 问 量 的 命运 如 何 . 每 一 个 解析 映射 Sa 都 把 这 些 癌 量 伸 扭 为 三 个 
FEAR RS HER, 图 形 显 示 了 当 相 继 以 38ioSioo、5ioon 等 作用 于 它们 时 , RES 
如 何 逐 步 演 化 ”到 (由 5 给 出 的 ) 最 终 状 态 . 把 D 中 的 箭头 变 到 这 些 象 箭头 的 伸 捍 
因此 也 会 经 历 相 应 的 趋向 最 终 值 的 演化 .” 因 此 当 n 增加 时 , 9' 能 以 任意 精度 模仿 
把 D 中 向 量变 为 其 最 终 的 彰 的 伸 扭 S, ROR, 


S'(z) = a) + 2agz + 3agz” + daas? +e. (5.18) 


图 5-10 


由 此 , 我 们 得 到 了 一 个 非常 重要 的 结论 : (EER SE PAZ ET 
的 , 而 其 导数 只 需 对 级 数 逐 项 求 导 就 可 得 出 . 这 个 过 程 的 结果 (5.18) 又 是 另 一 个 收 
KBR, 没有 什么 理由 阻止 我 们 再 作 微 分 . 像 这 样 做 下 去 我 们 就 发 现 , — 


DT 为 了 容易 做 到 可 坑 化 ,我们 让 伸缩 素 和 扭转 度 都 随 n 逐步 增加 ， 一 般 说 来 ,它们 可 能 展现 出 有 阻尼 
的 振动 才 终于 安顿 在 其 最 终 值 . 

D 评 者 不 得 不 指出 , 这 个 论证 有 严重 的 问题 , EX PRR SS) 的 话 , 用 我 们 熟悉 的 符号 
语言 来 说 , 就 会 被 理解 为 : “由 Snip) 趋向 Sip) 可 得 SLi 趋向 S". 这 是 一 个 重要 的 问题 , 而 
且 与 数学 中 的 一 个 着 名 的 有 历史 意义 的 错误 有 关 ， 因 为 柯 西 都 免不了 这 个 错误. 实际 上 在 柯 西 以 前 ， 
包括 欧 拉 , 人 们 常 以 芋 布 尼 芯 的 所 谓 “连续 性 原理 ”来 代替 具体 的 数学 分 析 . 人 们 常用 药 布 尼 获 本 人 
的 话 “ 大 自 热 不 知道 宽 变 " 来 表述 这 个 “原理 ". 例如 , 者 Saip) 一 Sip) RIR Snip) 演化 到 
S(p). 如果 Snip) 是 连续 的 {或 可 微 的 ), 则 “因为 ”大 自然 不 知道 宽 变 ，“ 所 以 "Slp) 也 是 连续 的 
(或 者 是 可 微 的 , ME Ship) 一 S(p) 这 就 是 柯 西 的 推理 . 经过 多 年 艰苦 的 探索 ,其 中 有 阿 贝尔 的 
功劳 ， 而 侍 埃 落 定 可 能 要 等 到 维尔 斯 特 拉 ， 这 才 发 现 ， 一致 收 笋 性 是 不 可 回避 的 ， 读 者 不 妨 参 看 一 本 
BE: 拉 卡 托 斯 的 《证 明 与 反驳 》[ 康 宏志 译 ， 上海 译 文 出 版 社 ，1987), 它 的 附录 1 对 此 有 十 分 精彩 
的 叙述 . 重要 的 是 要 注意 , 这 里 5nr12z) 只 限于 收 雪 回 内 鹤 级 数 的 部 分 和 序列 . 然而 这 也 需要 严格 地 证 
图. 这 个 结 诊 的 正确 表述 ， 可 秦 看 阿尔 柱 斯 《 复 分 析 》 一 书 的 中 译本 各 页 和 机 页 . 至 于 此 结论 对 于 
一 般 的 解析 函数 序列 是 否 成 立 , 请 看 9 4 节 的 最 后 一 个 脚注 ， 一 一 译 者 注 
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级 数 在 其 收敛 圆周 之 内 都 是 无 穷 可 微 的 ， 这 个 结果 如 此 重要 的 理由 在 于 , 我 们 以 
后 会 证 明 , 每 个 解析 务 数 局 部 地 都 可 以 用 只 级 数 表 示 , 所 以 解析 函数 都 是 无 穷 可 得 
的 ( 见 9.2 4). 

这 个 结果 与 实 函 煞 的 情况 形成 尖锐 对 比 . 例如 , 汽车 仪表 板 上 的 时 钟 显示 的 里 
程 是 时 间 的 可 微 函 数 . 事实 上 , 速率 也 显示 在 速度 表 上 . 然而 , 在 你 踩 下 简 车 的 一 
瞬间 , 二 阶 导 数 {加 速度 ) 并 不 存在 . 更 一 般 地 说 , 考虑 那个 对 于 负 的 x 其 值 为 0 而 
对 非 负 的 z 等 于 rim EERS) 的 实 函 数 . 它 处 处 都 (m - 1) 次 可 微 , 而 在 原点 
处 则 不 是 m 次 可 微 . 我 们 的 复 家 族 可 以 证 明 是 不 会 容忍 这 类 行为 的 . 


5.5.3 有理 函数 


我 们 在 前 面 证 明了 乘法 法 则 适用 于 复 解析 函数 , 但 是 我 们 没有 去 核验 一 下 商法 
则 是 否 也 能 适用 . 请 你 按照 前 面 得 出 {5.15) 的 那 种 推理 方法 现在 就 来 核验 一 下 , 如 
果 做 不 下 去 了 , 习题 9 还 有 一 个 提示 . 不 管 怎么 说 , 重要 之 点 在 于 , 两 个 解析 函数 之 
商 除 了 在 其 奇 点 外 , 总 是 解析 的 . 特别 是 , 如 果 把 这 个 结果 用 于 多 项 式 , 我 们 就 能 断 
言 有 理 函 数 是 解析 的 . 

两 个 解析 函数 之 商 仍 为 解析 的 , 这 一 事实 可 以 从 一 个 相当 几何 化 的 观点 来 看 . 
令 I(z) = (1/z) 是 复 反 演 映 射 ， 正 像 第 3 章 所 讨论 的 , Io) 是 共 形 的 , 因此 是 解 
析 的 . 由 此 可 知 , 若 glz) 是 解析 的 , 则 [1/g(z) 也 是 , 因为 它 是 两 个 解析 函数 的 复 
È: (Icg). 最 后 , & f(z) 也 是 解析 的 , 则 由 乘法 法 则 可 知 f(z)-(1/9(z)| = [f(z)/g(z) 
也 是 解析 的 . 


5.6 FRA Mma 


在 上 节 中 我 们 已 经 看 到 ,2?, 23, 24... 都 是 解析 的 , 与 复 反 演 复合 以 后 , KA 
272, 273, 2 4， 也是， 因为 它们 的 (图 5-8 意义 下 的 ) RARER 2 章 中 讨论 
WN (ay 22? 2S... 的 各 支 , 所 以 这 些 多 值 函数 也 是 解析 的 ， 把 z? 与 
z1/9(p, q 为 整数 ) 复合 起 来 即 知 任意 有 理 棋 的 血 函数 都 是 解析 的 . 进一步 说 , 因为 
任意 实数 红 攻 函数 的 几何 效果 都 可 以 通过 有 理 寡 千 函 数 以 任意 精度 重 现 出 来 , 所 以 
具有 任意 实数 攻 的 震 函 数 也 是 解析 的 .” 

FAR a 是 任意 实数 ) 导数 的 计算 类 似 于 5.1.5 节 中 对 23 的 求 导 . 我 们 会 
找到 

人 (5.19) 
和 通常 的 微 积分 一 样 ， 其 实 , 实 函 数 的 微分 公式 (7)! = an?! 可 以 看 成 是 (5.19) 
的 特例 , 即 把 z 本 身 以 及 由 = 发 出 的 无 穷 小 箭头 均 取 在 实 轴 上 ( 见 图 4-7) 的 特例 . 


T 请 读者 看 一 Ff 上 一 个 脚注 中 详 者 的 “议论 ”, 那些 “议论 ”也 适用 于 此 . Bee HE 
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和 复 对 数 的 情况 一 样 , 我 们 并 不 在 此 停 步 而 把 (5.19) 只 看 作 计算 的 结果 , 而 要 
潜 到 它们 的 几何 老人 入 去 . 因为 所 有 的 箭头 都 会 经 历 同样 的 伸 扭 , 我 们 只 要 随便 取 一 
个 方便 的 箭头 来 看 它 的 象 即 可 . 第 一 次 试验 (总 是 要 倒霉 的 ) 就 如 图 5-11 那样 , 取 
平行 与 z AGHA ( 即 左 图 上 的 空心 箭头 ), 为 了 便于 比较 , 我 们 又 把 它 画 在 象 点 
上 ( 即 右 图 的 空心 箭头 ), 从 图 上 立刻 可 以 看 见 ; 


我 们 走 了 一 半 的 路 就 走 不 下 去 了 , 因为 我 们 看 不 出 象 箭头 有 多 长 . 事实 上 , 想 要 算 
出 来 , 就 需要 使 用 实数 情况 下 同样 的 办 法 (用 一 般 二 项 定理 ) 好 了 , “如 果 第 一 次 不 
成 功 , 就 .…… 


图 5-11 


再 试 一 下 , 换 一 个 与 * 垂直 的 箭头 来 试 ! 于 是 先 夯 出 图 5-12, 从 此 图 上 我 们 看 
到 这 个 箭头 【空心 箭头 ) SHAT AA 6, 所 以 因为 z=* 处 的 角 会 放大 a 惜 而 成 
af、 我 们 又 一 次 看 到 , 扭转 度 为 (a 一 1)0. 然而 , 这 一 次 我 们 能 够 看 出 伸缩 率 , 为 此 
只 需 看 到 空心 箭头 与 黑 线 箭头 都 是 一 个 圆周 的 无 穷 小 弧 就 行 了 ., 在 左 方 , 这 个 弧 张 
的 圆心 角 是 c, 到 了 右 图 则 得 一 个 角 oe, 半径 则 由 到 rt, 放大 了 rt? 倍 , 因此 弧 
长 放大 了 ar! 倍 . 这 样 一 来 


伸缩 率 =ar! 
扭转 度 =(a — 1)6 


图 5-12 是 就 a = 3 HY, 所 以 不 论 如 与 2] 都 没有 歧义 . 但 是 如 果 a 是 一 
个 分 数 , 则 za 与 2! 都 是 有 许多 不 同 支 的 多 值 函 数 . 请 重 画 一 下 这 种 情况 下 的 图 
5-12. 例如 设 a = (1/3), 则 堪 图 的 箭头 在 右 方 有 3 TR, 对 应 并 方 根 函 数 的 每 一 文 
SATS. 与 多 值 函 数 log(z) AE ( 见 图 5-6), 这 些 铺 是 由 空心 箭头 伸 扭 不 同 的 
量 而 得 的 : za MPAA BH, 但 是 你 画 的 图 会 告诉 你 (AS): 
2° 的 每 一 支 的 昼 扭 均 由 1z21 二 azz 给 出 , ha AS aH n 
均 取 相同 支 5.20) 


| HH fa ar? ietia=1)8 as azi, 
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就 我 们 所 知 , 还 没有 理解 实 域 中 的 结果 (°y = oc? | 的 直接 而 且 直 观 的 方法 ?, 所 
以 我 们 更 感到 高 兴 , 因为 更 在 一 般 的 复数 情况 下 , 反而 得 到 了 更 丰富 的 几何 图 形 图 
5-12, 并 且 由 它 来 看 出 结果 (5.20) 为 真 . 


图 5-12 


5.7 exp(z) 的 可 视 微分 法 


我 们 已 经 通过 计算 看 到 (e) = e, 现在 用 图 形 来 解释 它 . 在 图 5-13 中 我 们 画 
本 一 个 典型 的 点 z= 24+ 10, 采用 6 表示 虚 部 是 为 了 更 容易 记 住 w= e = ete? 的 
角度 是 9. > z 垂直 向 上 运动 一 个 距离 5, 将 使 其 象 旋转 一 个 角 5, 这 个 象 其 实 是 一 
个 半径 为 e 的 无 穷 小 圆 弧 , 它 的 长 度 是 ed, 而 它 对 于 垂直 方向 的 角度 是 .和 前 
面 一 样 , 我 们 把 左 图 上 原来 的 箭头 (空心 箭头 ) 重 画 了 一 个 ( 仍 用 空心 箭头 ) ERA 
( 即 见 右 图 的 w 点 ) 上 , 使 得 可 以 更 清楚 看 到 其 伸 扭 为 


伸缩 率 =e" 
扭转 度 =o 


其 实 , 这 样 说 还 为 时 过 早 , 因为 我 们 还 没有 真正 证 明 (至 少 是 还 没有 几何 地 加 
以 证 明 )es 确 为 解析 的 : 就 是 说 还 不 知道 是 否 所 有 箭头 都 会 经 历 同样 的 伸 扭 . 图 5-13 
告诉 我 们 , 如 果 它 确 是 解析 的 , 则 (e) =e*. 为 证 明 其 解析 性 我 们 只 需 再 取 另 一 个 
箭头 并 且 看 它 是 否 也 受 同 样 的 影响 . [为 什么 ? ] 

在 图 5-14 E, 我 们 让 2 在 x 方向 移动 一 个 无 穷 小 距离 5, 从 而 使 象 点 径 向 
地 向 外 称 动 . 从 通常 的 微 积分 知道 , er 沿 z 轴 产 生 的 伸缩 率 仍 是 e*[ 见 图 4-6), 所 以 
象 向 量 的 长 度 现在 是 Ms 现在 就 很 清楚 了 , 图 5-14 中 的 象 向 量 ( 黑 线 ) BR 
E (空心 ) 经 历 了 与 图 5-13 完全 一 样 的 伸缩 与 扭转 而 得 , 这 就 证 明了 ez 的 解析 性 . 


中 在 特殊 情况 下 是 有 方法 的 . 例如 , 考虑 边 长 为 z 的 立方 体 . 很 容易 看 出 , 如 果 把 三 对 相对 的 面 之 每 一 
HERA 6, WARE, 其 体积 为 z25， 由 此 立即 得 出 (z3) = 3r? 这 一 结果 . 


| = {HH = ete”? = e, 
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5.8 E'= E 的 几何 解法 


迄今 我 们 都 是 以 申 为 ad hoc 的 方式 来 引入 指数 映射 的 定义 . 现在 我 们 有 可 能 
以 一 个 逻辑 上 比较 令 人 满意 的 方式 来 处 理 , 虽然 最 使 人 不 得 不 信服 的 解释 还 得 留待 
FX. 

先 考虑 通常 写 为 e* HERA. 我 们 在 第 2 章 里 已 说 过 , 刻 划 这 一 函数 的 方法 
之 一 是 说 它 的 图 象 的 斜率 等 于 它 的 高 . 一 个 等 价 的 动力 学 解释 是 : 车 一 质点 在 时 刻 
t 离 我 们 (原点 ) 的 距离 是 t, 则 其 速度 等 于 它 离 我 们 的 距离 , 不 论 是 哪 种 说 法 , 这 
都 相当 于 说 这 个 函数 满足 微分 方程 
O @ ad hoe 是 一 个 拉丁 字 , HEN “RN, 特定 的 *， 意 斩 就 是 指 某 个 概念 、 某 种 思想 本 来 缺少 很 自然 而 

且 符 合 名 和 辑 或 常识 的 解释 ， 而 事后 根据 某 种 特定 的 “需要 "，* 强 加 ”了 一 种 , 不 甚 自然 的 解释 或 假设 ， 
这 里 是 指 甘 于 指数 函数 , 2.4 节 纵 出 的 两 种 定义 , WERN of = Eo” fn! 5 eT = lim (He/n)" 


HARER, 与 它 的 物理 来 源 关 系 不 友 . 从 历史 上 说 , 指数 函数 可 以 说 是 由 复 利 问题 引起 ， 因 而 应 该 
用 微分 方程 之 解 来 定义 它 . 而 现在 教材 中 常用 的 讲法 都 有 颅 为 浓厚 的 ad hoc BE. 一 一 译 者 注 
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BY =E, (5.21) 


当然 这 还 不 能 定 死 e, 因为 所 有 的 Aer, 其 中 4 为 任意 常数 , 都 适合 (5.21). 然而 ， 
如 果 我 们 进而 要 求 (5.21) 的 这 个 解 Er) 还 需 适合 E(0) = 1, 就 再 也 没有 疑问 了 . 

本 节 的 目的 是 证 明 : 复 指数 函数 也 可 以 用 这 个 方式 来 刻 划 .如果 有 一 个 复 函 数 
E(z) 可 以 认为 是 e 的 推广 . 则 它 在 实 轴 上 必 适 台 (5.21). 我 们 现在 将 用 几何 方法 
来 证 明 , 微分 方程 (5.211( 以 及 条 件 E(0) = 1) 唯一 地 把 ez 从 实 轴 上 向 外 推出 到 复 
平面 上 去 以 产生 我 们 熟悉 的 复 指数 映射 我们 的 原理 基本 上 就 是 把 与 图 5-13 和 图 
5-14 相关 的 逻辑 推理 倒 过 来 进行 . 

设 一 个 典型 的 点 > 被 映射 ze w= Elz) RA- ARADR A w, 而 Ele) 服 
从 (5.21) 式 . 把 这 个 式 子 “解码 ", 就 发 现 它 说 的 是 , 由 : 发 出 的 向 量 经 历 了 一 个 等 
于 其 象 点 w MPH. 仅 由 这 一 点 就 能 猜 出 w 应 该 在 哪里 ! 以 下 , 请 在 思想 上 抛 开 所 
有 以 过 去 关于 e 的 知识 为 基础 的 假设 . 

考虑 对 图 5-15 左 图 中 的 边 长 为 = 的 小 (最终 为 无 穷 小 ) 正方 形 发 生 的 情况 . A 
为 它 被 扭转 v 的 角度 { 这 就 是 它 的 扭转 度 ), 它 的 水 平 边 在 右 图 中 会 变 得 平行 于 iw 
垂直 边 则 正 交 于 w, 这 样 , z 的 水 平 运 动 变 成 象 点 的 径 向 运动 , 垂直 运动 变 为 象 的 旋 
H. 余下 的 问题 是 径 向 运动 和 旋转 运动 到 底 有 密 快 . 以 上 已 经 用 到 了 扭转 度 , 我 们 
再 转 到 伸缩 率 . 


中 
Elz) 
‘(i AK 


图 515 


者 z 以 单位 速度 在 水 平方 向 运动 , 则 因 伸 缩 率 为 +, 所 以 象 沿 径 向 运动 的 速度 
等 于 其 到 原点 的 距离 . 但 这 正 是 通常 的 指数 函数 的 熟知 的 性 质 . 这 样 E 把 水 平 直 
线 指数 地 映 为 射线 . 如 果 我 们 还 要 求 E10) = 1, 则 实 轴 被 映 到 实 轴 , 而 我 们 恢复 了 
通常 的 实 指数 函数 ， 我 们 还 知道 把 水 平 直线 向 上 平 称 将 使 它 的 昔 射 线 作 逆 时 针 方 
向 旋转 , 但 我 们 还 不 知道 转 得 多 人 么 快 . 在 图 5-15 中 dé 是 当 > 沿 正方 形 的 垂直 方向 
的 边 移动 = 时 w 的 无 穷 小 旋转 , 所 以 象 的 这 一 边 长 度 为 rdo. 另 一 方面 因 伸 缩 率 为 
r, 故我 们 知道 , 象 的 这 一 边 之 长 又 为 re, 因此 dd =e. 换言之 ， 


一 个 无 穷 小 重 直 平移 生成 一 个 数值 上 与 它 相 等 的 旋转 (5.22) 


我 们 现在 就 可 以 完全 地 描述 由 E) 生成 的 映射 了 . 想象 一 下 我 们 盯 着 z 由 原 
点 到 上 典型 的 点 z = x+ i0 运动 时 得 点 ww 是 怎样 运动 的 , 设想 把 这 个 运动 如 图 5-16 
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那样 分 成 两 段 行程 : 先 沿 实 轴 到 zx, 再 向 上 走 到 2. 当 我 们 第 一 步 水 平地 走 到 zx 时 ， 
FA w 由 1 走 到 e, 再 用 一 次 (5.22) 就 知道 , > 向 上 走 一 个 距离 OBER 记 ) 将 
使 象 w 转 一 个 角 8. 例如 我 们 会 发 现 E) 把 虚 轴 拉 着 去 包围 单位 圆周 转 , 使 


E{iĝ) = cosé + i sind. 


这 可 是 我 们 的 老 朋友 : 欧 拉 公式 . 也 可 以 从 几何 图 形 直接 看 到 , 这 个 映射 具有 以 下 
性 质 
E(a +b) = E(a) - E(b). 


现在 看 来 , 定义 e 就 是 这 个 E) 是 完全 合 逻 辑 的 , 我 们 的 工作 至 此 完成 . 


Te 


1 [ 


Elz) 
Www 


图 5-16 


我 们 在 本 节 开 始 时 就 指出 过 , 还 有 比 以 上 讲 的 更 加 令 人 信服 的 解释 . 我 们 刚才 
是 用 一 个 非常 自然 的 微分 方程 (也 就 是 伸 扭 概念 ) 把 ez 推 到 实 轴 以 外 ; 然而 伸 扭 概 
念 其 实 也 是 多 余 的 . 解析 函数 的 刚性 是 如 此 巨大 , 只 需 知 到 es 在 实 轴 上 的 值 (这 倒 
是 用 微分 方程 来 定义 的 ), 也 就 唯一 他 决定 了 它 在 复 域 中 的 “解析 拓展 ”. 


5.9 ”高 阶 导数 的 一 个 应 用 : 曲率 * 


5.9.1 引言 


前 面 我 们 已 经 简单 地 提 到 一 个 很 了 不 起 的 事实 , 即 解析 函数 都 是 无 穷 可 徽 的 . 
Maz, WR f 是 解析 的 , 则 e" 存在 . 在 本 节 中 , 我 们 力求 从 一 种 几何 视角 来 观看 
二 了 导数 1” 的 意义 与 存在 . 我 们 将 通过 回答 以 下 问题 来 做 这 性 事 : 

车 对 一 个 在 也 点 有 已 知 曲 率 上 的 曲线 OK 作用 解析 映射 六 ng 
曲线 所 在 fip 处 的 曲率 忘 是 什么 ? 


下 一 节 里 我 们 会 看 到 , 这 个 问题 的 解答 会 对 行星 绕 位 于 焦点 处 的 太阳 旋转 的 椭圆 轨 
道 给 出 新 奇 的 见地 .竟然 如 此 ) 
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我 们 先 给 出 问题 的 解答 , 不 怕 它 会 暂时 毁 掉 我 们 的 悬念 ， 


-1 rel 
R= Fo ( Fox] + ) 028) 


这 里 上 表示 原来 的 曲线 在 p 点 处 的 单位 切 向 量 . 在 解释 这 个 结果 之 前 , 我 们 先 拿 一 
个 例子 简单 地 试 一 试 . 

图 5-17 左 方面 了 三 个 线段 ( 实 线 . 虚线 和 细 点 线 ), 右 方 则 画 出 了 它们 在 f(z) = 
ez FHS. 它们 的 区 别 在 于 与 水 平方 向 所 成 的 角 由 不同 , 过 z 的 细 点 线 是 = 0; 
过 a 的 虚线 是 6 = (x/2); 还 有 过 > 的 实 线 是 $ 取 一 般 的 值 . 现在 从 图 形 上 观察 一 
下 它们 的 象 的 曲率 ; HPA RRA K= 0; 对 于 虚线 有 让 = e-"; 而 在 实 线 上 , 开始 
时 大 很 大 , 然后 随 着 w 螺旋 地 离开 原点 就 逐渐 消失 了 . 


为 了 把 这 些 经 验 的 观察 与 我 们 的 公式 比较 , 把 单位 切 向 量 写 成 上 = et, 并 且 注 
BAF f(z) =e, M f= fi =e. &z=2r+iy, MAR (5.23) 成 为 


k =e "ising + rn). 


利用 直线 段 的 曲率 为 零 : k = 0, 由 在 每 个 直线 段 上 均 为 常数 , 就 很 容易 验证 这 个 公 
式 与 图 5-17 是 一 致 的 . 


5.9.2 ”曲率 的 解析 变换 


我 们 现在 转 而 来 解释 (5.23). 这 个 模样 相当 吓人 的 公式 里 出 现 了 虐 部 , 这 对 于 
作 纯 粹 的 几何 处 理 可 不 是 好 兆头 . 令 人 吃惊 的 是 , 情况 并 非 如 此 , 考虑 图 5-18, 其 左 
方 是 曲线 K, 而 在 jp 点 处 曲率 为 k, 注意, 我们 对 KK 随意 地 指定 了 一 个 方向 使 < 有 
一 定 的 符号 . 图 的 上 部 则 是 K 在 映射 了 FR KER, 它 的 方向 是 由 K 的 方向 
决定 的 . (5.23) 声称 要 做 的 事 就 是 计算 K 在 五 = flp) 处 的 曲率 . 

如 图 所 示 , 表示 一 个 在 p 处 切 于 K 的 很 小 的 (最 终 为 无 穷 小 的 ) 复数 , 以 p 
为 中 心 作 一 个 过 端点 的 圆周 变 K Fa 而 9 点 作为 一 个 很 小 的 (最终 也 是 无 穷 
小 的 ) 切 于 KK 的 复数 上 它们 都 用 空心 箭头 表示 ),， 我 们 还 标 出 了 由 g 到 5 的 角 e. 
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回忆 一 下 , 在 p 处 曲率 k 按 定义 是 切线 的 旋转 角 相 对 于 K 上 的 距离 的 变 率 . 因为 
对 于 无 穷 小 向 量 £, MW pg 之 长 即 为 |El, 所 以 在 p 点 的 曲率 是 


(5.24) 


sae 
TR 


l 
/部 
[外 
A am 
一 AA iati 


0 ] 


图 5-18 


类 似 地 , 在 象 曲线 K 上 的 象 点 志和 了 处 , RINE 上 和 上 HRM EAE, 并 记 
由 上 到 & 的 旋转 角 为 T, 于 是 但 的 曲率 是 


a. (5.25) 


£l 
我 们 的 问题 就 是 找 出 和 EE 
因为 向  ¢ 经 伸 扭 后 的 象 VERE, 所 以 
| = (伸缩 率 ) - 上 = | 了 7(p)| l£]: (5.26) 
问题 的 比较 有 趣 也 比较 难 的 部 分 是 求 & 


如 果 & A 经 过 恰好 相同 的 伸 扭 , 则 它们 的 象 的 转角 = 也 就 等 于 原来 的 转角 
e. 但 是 在 g 处 的 扭转 度 与 p 处 稍 有 不 同 , 记 其 差 为 o. 这 样 


= 十 (额外 的 扭转 度 ) = E +o. (5.27) 
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这 就 是 S" 何以 会 进入 , 因为 它 描 述 了 人 虱 扭 如 何 变化 . 

函数 f' 本 身 也 是 一 个 完全 可 尊敬 的 映射 , 可 以 如 其 他 映射 一 样 画 出 来 . 图 5-18 
右 侧 就 是 关于 它 的 图 形 . 它 同样 把 每 个 点 2 映 为 复数 , 而 后 者 则 把 由 z 发 出 的 无 
穷 小 复数 加 以 伸 扭 . 我 们 特别 在 图 5-18 右 侧 画 出 了 在 映射 f F = pH z= g H} 
BS im 和 fa, 于 是 关于 无 穷 可 微 性 的 结果 就 可 以 用 明显 地 惊人 的 形式 重 述 
如 下 : 如 果 局 部 地 为 一 伸 捏 , 则 自动 地 也 是 . 这 一 点 我 们 在 右 侧 上 是 这 样 表 
RAN, AW * 平面 上 以 p 为 中 心 的 画 了 阴影 的 小 圆 盘 被 映 到 右 侧 i) 平面 上 以 
TOGARA) 为 中 心 的 另 一 个 有 阴影 的 小 圆 豆 ， 这 个 司 你 吃惊 的 事实 就 能 帮 你 
算出 o 之 值 . 

把 p 处 的 小 圆 盘 映 到 fp) 处 的 小 圆 盘 这 一 映射 的 伸 捏 是 f"(p). 特别 是 , 被 
HA 


x = J" (pé. 


但 是 看 一 下 右 侧 的 三 角形 , 它 的 边 长 是 已 知 量 fio 与 x, 而 它 在 原点 所 转 的 角 就 
是 我 们 想 要 技 的 额外 的 伸 扭 o. 

如 果 我 们 把 这 个 三 角形 伸缩 旋转 到 实 轴 上 (图 5-18 底部 ), 就 更 容易 找到 o 的 
表达 式 . 这 个 旋转 可 以 很 自然 地 通过 除 以 fr'(p) REM. 因为 这 个 运算 中 同时 还 含 
有 伸缩 , 所 以 图 5-18 底部 的 三 角形 项 角 不 变 , 而 两 个 边 则 变 为 1 和 vw = [x/f'(p)]. 
因为 o 最 终 地 等 于 经 过 1 的 垂直 的 圆 弧 , 而 vw 不 一 定 是 垂直 的 , 所 以 此 图 告诉 我 们 

g = arc = 1 = m _X_ = lit Peg 
ca ae Ea i | f'(p) | . 
因此 , 由 (5.25) 式 、 (5.26) 式 和 (5.27) 式 (默认 它们 都 在 p 点 取 值 而 略 去 p) 我 们 即 
得 


最 后 再 用 (5.24) st, 并 注意 到 = (E/E) 是 p 处 的 单位 向 量 , 我 们 就 得 出 了 (5.23). 
5.9.3 SHE 
我 们 来 更 仔细 地 看 一 下 (5.23), 它 可 写 为 


in PE) 5 2 


ean ‘eae 


其 中 的 第 二 项 可 以 这 样 来 理解 . 如 果 让 平面 以 因子 RR 均匀 地 伸缩 , 则 半径 为 (17r) 
的 圆周 将 变 为 半径 为 (只 /ax)] 的 圆周 , 其 曲率 为 【ks/ 可 . 但 是 一 般 曲 线 的 一 小 段 很 像 
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Heem HM, 而 f 的 主要 局 部 效果 { 除 了 保持 曲率 的 扭转 外 ), 就 是 按 因子 |f 
的 伸缩 

除了 这 个 现象 以 外 , 第 一 项 说 , 即使 原来 曲率 为 0, 这 个 映射 也 会 引入 曲率 , 即 
是 说 , 直线 的 象 (作为 其 方向 的 函数 ) 的 曲率 为 


fe 
MG) = im | JE. 
现在 考虑 所 有 沿 方向 上 通过 p 的 曲线 之 命运 . 上 面 的 一 般 公式 说 , 这 时 不 仅 原 有 曲 
率 会 得 到 一 个 比例 因子 为 0I) 的 放大 (前面 已 作 了 解释 ), 而 且 还 会 增加 一 个 国 
THR ki. 在 这 个 意义 下 , 第 一 项 相应 于 映射 的 一 种 内 列 的 性 质 . 
但 是 k 还 不 是 真正 对 于 f HAMM, 因为 其 中 还 保留 了 原 曲线 的 痕迹 , 即 
其 方向 E 由 此 可 见 , 可 以 由 ké 抽 引 出 来 的 最 自然 的 内 蕴 量 是 
_ if" 
= FIT 
我 们 建议 称 这 个 复 函 数 (过 去 没有 人 研究 过 它 ) 为 上 的 复 曲 率 . 
为 了 看 到 复 曲 率真 正 是 一 个 自然 的 量 ， 我 们 把 它 画 成 一 个 由 p 发 出 的 向 量 
Kíp (WE 5-19), 并 且 证 明 


Kip) 在 一 过 的 直线 上 的 投影 就 是 此 直线 之 象 在 flp) 处 的 曲率 、 (5.29) 


图 5-19 上 还 画 出 了 p 以 外 两 个 点 处 的 K 请 注意 , K 在 直线 上 的 投影 的 增长 是 如 
何 对 应 于 沿 着 象 曲线 曲率 的 增长 的 . 


(5.28) 


Fip) 


ms 


图 5-19 
为 证 明 (5.29), 请 先 回想 一 下 , R? 中 的 数量 积 是 怎样 用 复数 乘法 来 表示 的 ; 


K= Re[Ké] = iIm|{Ké] = = Im Ed = k(E), 


FF" 
O 即 在 该 点 与 曲线 相 切 的 圆周 ， 而 且 曲 率 为 < = 1/ 半径 , 与 曲线 在 该 点 的 曲率 相同 , 
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这 正 是 我 们 想 要 证 明 的 . 这 个 结果 使 (5.23) 可 以 表示 得 更 为 干净 利落 而 且 更 易于 
辨认 : 


E 

想 要 看 到 如 何 几 何 地 决定 Kp), 请 设想 有 一 段 很 短 的 有 向 线段 5 p 旋转 . 
其 象 f(S) 则 以 同样 的 速度 绕 f(p) 旋转 , 其 曲率 作为 大 与 的 数量 积 , 则 作 正 弦 式 
Mie: 当 3 指向 Ktp) 的 方向 时 , 它 达 到 最 大 值 Kip), 而 当 5 与 Kip) ERNE 
AF. 

事实 上 , 想 要 作出 K(p), 只 需 知 道 此 线段 S 处 于 两 个 位 置 S 和 8 SAH 
率 ki 与 ka 即 可 . 图 5-20 MHT S 和 S 分 别处 于 水 平 位 置 和 垂直 位 置 这 一 最 简 
单 的 情况 . 这 时 我 们 有 


R=K-€+ (5.30) 


K= Ky 十 iKa. 


K= kH rd 


A AS) a 
ASY Uae | 


i 


图 5-20 


我 们 现 以 为 一 个 看 街 大 的 方法 来 结束 本 节 . 图 521 左 方 夯 了 一 个 无 穷 小 的 黑 
色 图 形 Q. 它 在 几 个 方向 不 同 的 (但 |i 是 固定 不 变 的 ) 下 的 平移 也 画 在 图 上 (A 
色 和 灰色 的 图 形 Q). 在 解析 映射 了 之 下 , OQ 被 伸 扭 为 右 图 上 的 相似 的 黑色 图 形 Q. 
当 @ 作 了 一 个 平移 ¢ 后 , Q 不 但 会 平移 f'e 还 会 旋转 和 伟 缩 . 准确 些 说 , 6 的 旋转 
AEEA 5-18 OMA o 当 x 垂直 于 fp) 时 它 显 然 达到 最 大 , 这 时 x RA 
Fl | f'| = const. 的 道 时 针 方 向 . 当 正好 与 大 同 向 时 就 会 出 现 这 个 情况 , 因为 这 时 


xaf "Kaif oc of 


如 果 把 Q 的 运动 方向 转 过 (一 x/2), 则 x 也 会 旋转 (—n/2) 而 沿 射线 arg f! = const. 
指向 径 向 方向 , 这 样 就 在 |f'| 上 产生 最 大 的 增加 . 
我 们 现在 可 以 更 详细 地 理解 图 5-21 如 下 : 
仿 @ 为 一 无 穷 小 图 形 而 Q 是 它 在 解析 映射 f FZE. SOB 
K 方向 运动 时 日 旋转 得 最 快 , 而 其 大 小 不 变 . 另 一 方面 , SOK 
正 交 于 无 的 方向 IK 上 运动 时 , Q@ 伸缩 得 最 快 , 但 不 旋转 . (5.31) 
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说 得 更 详细 一 些 , 当 Q 开始 在 一 任意 方向 上 EEN, 令 R 表示 日 的 旋转 对 它 的 运 
动 距 离 的 变 率 . 则 

R=K-€. 
当 久 在 大 方向 上 运动 时 , CIARA Rma = |C. Buh, RO 的 伸缩 
& € 表示 @ 的 大 小 了 相对 于 运动 距离 的 变 率 并 把 它 看 作 O 初始 大 小 的 一 部 分 . 这 
时 [练习 ] 

E=é&xK. 
4 QW -ik 方向 运动 时 , 它 达到 最 大 值 Emax = | 大 |. 这 两 个 结果 可 以 看 成 是 单个 
复方 程 


FX = Rie 
的 两 个 侧面 . 
@ 
oFe 多 Tg 
r 
\ 多 
> 4 o We 人 nd 
oO Yo jf @& "™® 
0 @ > Or 
> & 
图 5-21 


在 第 12 章 中 , 当 已 经 建立 了 “流量 * 和 “环流 ”的 物理 概念 后 , 我 们 还 会 回 到 
复 曲 率 , 看 到 它 还 有 其 他 漂亮 的 性 质 和 应 用 . 


5.10 天 体力 学 ' 


5.10.1 有 心力 场 


如 果 一 个 在 空间 中 运动 的 质点 p 不 断 被 一 个 力 拉 向 (或 推 开 ) 一 个 定点 o, 而 
此 力 大 小 驻 仅 依赖 于 Pp 到 o 的 距离 r, 我 们 就 说 有 一 个 有 心力 场 , 而 o 是 力 的 中 心 ， 
不 难 证 明 , 不 管 力 是 怎样 随 r 变动 的 , p 的 轨道 总 是 位 于 一 个 过 o 的 平面 上 [练习 ]. 

在 任意 有 心力 场 中 的 运动 还 有 另 一 个 特点 , 即 半径 op 以 常 值 速率 A 扫 出 一 个 
面积 , A 称 为 面积 过 度 . 此 事 的 证 明 见 习题 24. 车 p 的 质量 为 m, 则 它 的 角 动 量 h 
等 于 mA [练习 ]. 所 以 , 4 为 常数 正 是 宣示 了 角 动量 守恒 . 

当 质 点 在 轨道 上 运动 时 , 除 其 角 动 量 以 外 , 总 能 量 也 是 守恒 的 . 以 下 我 们 总 是 使 
用 一 个 具有 单位 质量 的 质点 . 所 以 , 车 质点 的 速度 为 v, 则 其 动能 在 总 能 量 中 的 贡献 


D 这 里 “大 小 * 表示 Q 的 线性 尺度 . Him, HO A-H, 可 以 取 其 半径 为 “大 小 *. 
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为 一 确定 值 to, 而 位 能 的 值 总 是 相差 一 个 不 定 的 常数 . 我 们 只 限于 力作 为 ”之 宕 
而 变动 这 个 情况 , 而 可 以 这 样 来 确定 此 常数 使 得 位 能 在 力 场 消失 之 处 为 零 : 如 果 力 
作为 + HERNE, 则 力 场 消失 之 点 为 原点 ; 若 作 为 负 竹 而 消逝 , 则 选 无 穷 远 点 为 此 
点 . 


5.10.2 ”两 类 椭圆 轨道 


考虑 一 个 线性 的 吸引 力 场 , 其 定义 是 : 力 指向 o 点 而 且 与 7 成 正比 . 服从 线性 
规律 的 力 在 物理 学 中 极为 重要 , 因为 如 果 任 意 的 物理 系统 在 平衡 状态 下 受到 微小 摄 
动 , 其 恢复 力 怡 属 这 一 类 . 我 们 讲 的 是 什么 意思 ? 下 面 是 一 个 简单 例子 , 它 使 你 能 
用 实验 来 研究 线性 力 场 中 的 运动 . 我 们 鼓励 你 自己 动手 来 做 下 面 的 实验 , 而 不 是 只 
去 想 它 . 

取 一 个 小 重 物 w, 把 它 用 几 尺 长 的 线 挂 在 例如 天 花 板 上 , 使 它 直接 最 于 位 于 水 
平 桌面 的 o 点 上 方 . 如 果 把 W 拉 开 一 两 寸 (注意 线 长 为 几 尺 ), W 只 是 稍微 高 于 桌 
面 而 我 们 可 以 把 W 的 运动 理想 化 而 视 为 在 桌面 上 的 运动 . 此 外 , 虽然 作用 在 位 置 
有 了 变动 的 不 上 的 力 实 际 上 是 重力 和 线 上 的 张力 , 其 净 效 果 却 看 起 来 似乎 是 o 以 
一 个 神奇 的 力 把 W 拉 向 o 点 自身 , 此 力 正如 所 和 需 正 比 于 W 到 。 的 距离 ré]. 
为 了 避免 以 后 的 混淆 , 我 们 要 强调 重力 在 此 弧 没 有 起 其 他 本 质 的 作用 , 而 只 是 提供 
了 一 种 模拟 线性 力 场 的 特别 方便 的 办 法 . 

现在 把 W 从 o 点 处 稍微 拉 开 一 点 , 而 且 朝 一 个 随机 确定 的 方向 轻 弹 它 一 下 . 
你 会 看 到 W 将 在 一 个 闭 轨 道上 不 断 绕 行 一 一 这 个 轨道 是 一 个 以 o 为 中 心 的 漂亮 
地 对 称 的 卵 形 曲线 . 但 是 这 个 卵 形 曲线 究竟 是 什么 ? 

它 是 一 个 椭圆 ! 为 了 证 明 这 一 点 , 把 桌面 想 音 为 C 平面 而 以 o 为 原点 . 再 一 次 
取 W 的 质量 为 1, 而 其 在 时 刻 t 的 位 置 为 z(t). 为 简单 计 , 令 指向 原点 的 力 的 大 小 
等 于 W 到 0o 的 距离 |z|. 所 以 统帅 w 的 运动 的 微分 方程 将 是 2 = a, 它 的 两 个 基 
本 解 是 * = et. 它们 表示 以 单位 速度 绕 单位 圆周 而 方向 相反 的 两 个 旋转 . [请 试 着 
起 动 W 以 分 别 得 出 这 两 个 解 , 即 两 个 旋转 .] 于 是 通 解 就 是 它们 的 线性 组 合 : 


z = pet + ge", (5.32) 


pH qg 本 为 任意 复 常数 , 但 是 不 失 一 般 性 , 可 以 设 它们 是 实 的 而 且 p >q. 
图 5-22 MHT: 这 两 个 圆周 运动 琶 加 成 了 椭圆 运动 , 吸引 点 在 栅 圆 中 心 处 . 只 
要 把 (5.32) RBH 


z=acost+ibsint 
们 读者 可 能 会 想 杰 知道 有 基于 太阳 系 中 各 行星 运动 规律 的 知识 ， 除 了 本 书 中 推荐 的 Arnol'd(1990) 对 
万 有 引力 的 历史 及 相 奖 知识 作 了 出 色 的 介绍 以 外 , 读者 可 能 愿 读 一 下 同一 作者 的 名 著 : be a 
典 力 学 的 数学 方法 (第 4 版 六 , 第 11~…31 页 , 高 等 教育 出 版 社 , 2006. —— 译 者 社 
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就 清楚 了 , 这 里 a = pq, b=p-q. a Mb 这 两 个 数 都 有 双重 意义 , a 既是 长 半 轴 又 
是 起 动 点 的 位 置 ;5 既是 短 半 轴 又 是 起 动 速率 . 注意 , 焦点 位 于 vat -b = 42, /pg 
处 . 


图 5-22 


最 后 , 为 了 将 来 应 用 , 我 们 再 来 算出 在 此 力 场 中 运动 的 质点 的 守恒 的 能 量 E. 
位 能 就 是 把 质点 从 原点 拉 到 距离 为 7 处 所 需要 的 功 , 所 以 就 是 (r?2/2)[ 练 习 ]. 这 样 


E= z(e? +r), 


当 原 点 绕 图 5-22 中 的 椭圆 运动 时 , 我 们 看 到 此 式 恒 为 3(a? +b). 

现在 转 到 有 心力 场 中 的 第 二 个 椭圆 运动 , 也 是 更 著名 的 例子 : 太阳 系 中 的 行星 
绕 太 阳 的 轨道 . 这 个 现象 与 上 面 讲 的 例子 有 两 点 基本 的 不 同 . 首先 , 引力 不 再 随 距 
离线 性 地 增加 , 现在 引力 按 距 太 阳 的 距离 平方 成 反比 而 逐渐 消失 . 其 次 , 引力 中 心 
不 再 位 于 椭 加 中心, 现在 太阳 位 于 椭圆 焦点 上 . 

古 希 腊 入 就 已 经 发 现 了 椭圆 很 美丽 的 数学 性 质 , 两 千年 后 牛顿 又 揭示 出 它 还 有 
同样 美丽 的 物理 意义 . 他 发 现 了 , 当 且 仅 ” 当 力 场 是 线性 的 或 者 服从 平方 反比 律 时 ， 
一 定 得 到 椭圆 轨道 , 牛 师 在 《4 原理》 一 书 中 明确 地 注意 到 这 一 点 , 并 称 它 为 “非常 
引 人 注 目的 ". 后 来 , 诺 贝尔 物理 学 奖 获 得 者 钱 德 拉 蹇 卡 ” 在 S. Chandrasekhar|1995， 
287 页 ] 上 说 ;“ 和 牛顿 在 《原理 》 一 书 的 任何 别 的 地 方 都 没有 表现 过 类 似 的 惊叹 之 情 .* 

这 就 留 下 了 一 个 未 解 之 谜 . 线性 力 场 与 平方 反比 力 场 之 间 一 定 有 特殊 的 联系 ， 
但 它 可 能 是 什么 样 的 联系 呢 ? 牛顿 能 够 找到 一 个 联系 , 我 们 则 将 利用 复 分 析 找 到 另 
外 一 个 . 关于 这 两 种 联系 的 更 详细 的 介绍 , 请 参看 Arnol'd[1990], Needham{1993] 和 
Chandrasekhar[1995]. 


0 牛顿 伪 设 了 力荐 上 距 高 的 其 函数 语 证 明 这 一 点 的 , BEEREN, Be, 这 个 结果 仍然 
成 立 ， 
@ Subrahmanyan Chandrasekhar，1910- 一 1995， 出 生 在 巴基斯坦 的 美 籍 特 理 学 家 一 一 译 者 注 


5.10 天 体力 学 ” 215 


5.10.3 ”把 第 一 种 椭圆 轨道 变 为 第 二 种 


复数 的 几何 在 牛顿 的 时 代 尚 不 广为人知 . 如 果 和 牛顿 已 经 懂得 了 复数 , 他 就 一 定 
会 发 现下 面 的 惊人 的 事实 : 如 果 我 们 对 以 原点 为 中 心 的 椭圆 作 英 射 z zt, 则 与 人 
们 的 想象 不 同 , 象 的 形状 并 不 是 什么 奇怪 丑陋 的 曲线 , 而 是 另 一 个 完全 的 椭 男 ; 而 
且 它 自动 地 把 一 个 焦点 放 在 原点 处 见 图 5 23. 在 探讨 这 件 事 的 意义 以 前 , 我 们 先 
来 验证 它 : 将 (5.32) 式 平 方 , 有 


z 27 = (pelt + qet)? = pte! + qei + 2p. 


前 两 项 相当 于 一 个 以 原点 为 中 心 的 椭圆 , 其 焦点 在 土 2pg 处 , 因此 , 后 一 项 将 它 的 左 
侧 的 焦点 平 移 到 原 扩 . 


图 5-23 


用 动力 学 的 语言 来 说 , 这 个 几何 结果 说 明 , 吸引 点 原来 在 原点 处 , z 一 z? 则 把 
一 个 线性 力 场 的 轨道 变 为 一 个 平方 反比 力 场 的 轨道 ， 然而 我 们 之 所 以 能 够 这 样 来 
陈述 这 个 结果 , 是 因为 我 们 已 经 知道 在 这 两 种 力 场 中 轨道 的 形状 . 此 外 , 有 没有 某 
种 先 验 的 理由 ,说 明 为 什么 cr 2? 会 把 线性 力 场 的 轨道 变 为 万 有 引力 场 的 轨道 ? 
如 果 能 找到 这 样 的 理由 , 则 图 5-23 可 以 看 成 是 行星 绕 着 焦点 处 的 太阳 作 椭 圆 运动 
的 新 的 推导 或 新 的 解释 . 

确实 是 有 这 样 的 理由 的 , 这 件 事 是 在 19 世纪 20 HAAS AERA. 有 好 几 个 人 
对 这 个 美丽 的 结果 是 有 功劳 的 , 这 个 结果 在 得 出 的 时 候 本 来 并 不 广为人知 . 看 来 波 
林 " 是 第 一 个 发 表 此 结果 的 人 , 但 他 不 了 解 卡 斯 纳 了 ”(E. Kasner [1913]). 在 1909 年 
就 发 现 了 一 个 更 广泛 的 结果 , 最 后 是 阿 诺 尔 德 【V, 1. Arnold, [1990]), 但 他 只 知道 波 
林 的 工作 , 而 又 重新 发 现 了 卡 斯 纳 的 一 般 定理 . 

在 进入 解释 的 细节 之 前 , 先 说 一 下 总 的 计划 ( 见 Needham[1993]). 一 个 质点 车 
不 受 力 的 作用 将 沿 直线 运动 , 所 以 轨道 的 弯曲 就 是 力 的 表现 , 这 种 弯曲 可 以 量化 为 
轨道 的 曲率 . 因为 映射 2 一 2? 是 解析 的 , 我 们 可 以 利用 上 节 的 结果 求 出 一 个 轨道 


D K. Bohlin[1911], 瑞典 天 文学 家 , AER. 一 一 译 者 注 
@) Edward Kasner, 1879—1955) 美国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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的 曲率 与 此 轨道 在 此 映射 下 的 象 的 曲率 的 关系 . 这 就 使 我 们 能 找到 使 原 铺 和 象 各 安 
于 自己 的 轨道 的 力 之 关系 . 
5.10.4 力 的 几何 学 


给 出 轨道 和 为 的 中 心 , 我 们 的 目的 是 找 出 使 质点 安 于 其 轨道 的 力 F 的 大 小 F, 
并 给 出 下 的 纯 几 何 的 公式 . 考虑 图 5-24. 如 图 所 示 , 把 F 分 解 为 轨道 切 向 与 径 向 
的 分 力 Fr 与 Fw 在 概念 上 很 有 好 处 . 分 力 Fr 的 作用 是 改变 p 的 速率 " 而 不 改 
变 其 行程 . 分 力 Fw 的 作用 则 是 使 轨道 夺 则 而 不 变 其 速率 . 


一 力 的 中 心 | 
1 一 一 和 | 
| i | 


由 初等 力学 知道 , 若 一 单位 质量 的 质点 以 常 速率 o 绕 半径 为 p 的 圆周 运动 , 则 
其 向 心力 是 (v2/p)， 所 以 车 此 轨道 在 p 点 处 的 曲率 为 k( 如 图 所 示 ), 则 Fy = so. 
若 记 动 径 与 法 线 间 的 锐角 为 y, 则 作用 于 p 的 总 的 力 是 


F = Fy secy = Kv" sec. 


为 了 把 它 完 全 地 用 几何 语言 表示 出 来 , 需要 把 v 用 几何 语言 表示 出 来 . 角 动 量 
的 守恒 h = 2.4 使 我 们 能 做 到 这 件 事 . 车 把 速度 v 分 解 为 其 径 向 与 横向 分 量 v 与 
vi, 则 面积 仅 由 后 一 分 量 扫 出 来 . 更 准确 地 说 , 有 = 24 = ru = rvcosy, W 


"一 用 (一 (5.33) 
把 它 代入 前 式 , 就 得 到 我 们 需要 的 关于 力 的 几何 公式 ;: 
Fah? (=) (5.34) 


这 基本 上 就 是 牛顿 的 结果 : Newton[1687, 命题 VII]. 请 注意 , 时 间 的 概念 在 此 公式 
中 几乎 消失 了 , 留 下 的 痕迹 只 有 常数 h, 它 表 示 质 点 在 轨道 上 运行 得 多 么 快 . 
5.10.5 一 个 解释 

当 z 沿 一 轨道 运动 时 , (5.34) 式 告 诉 我 们 需要 什么 样 的 力 才 能 把 它 维持 在 其 轨 
道上 . 现在 作 映 射 z 24, 并 且 把 所 有 与 象 相关 的 量 都 加 上 符号 ~, HA F= r’. 
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把 象 维持 在 其 轨道 上 的 力 玉 是 
我 们 现在 设法 把 它 与 原来 的 力 F 联系 起 来 . 
首先 , 为 了 找到 K, 我 们 简单 地 以 f(z) = 2? 代入 (5.23) 即 得 [练习 ] 


~ l[cœy kK 
=a | r? =] 
其 次 , 因为 由 0 到 z 的 射线 被 映 为 由 0 到 2? 的 射线 , 其 共 形 性 告诉 我 们 3 = 7 
把 这 些 事实 代入 F 的 公式 中 , 并 以 关于 原来 的 力 的 公式 (5.33) 与 (5.34) RA, 


我 们 得 到 
~y | 二 02 十 SF 
F= ($) Para! (5.35) 


h re 


一 般 说 来 F FRAME TE, 哪怕 FF 是 如 此 . 但 是 当 且 仅 当 原 来 的 力 场 是 
线性 力 场 时 了 上 式 的 分 子 神奇 地 变 为 常 值 的 总 能 量 EE, 而 有 


— 2 
~ fh\ E | 


这 样 , 象 点 将 在 一 个 平方 反比 力 场 中 运动 , 此 即 所 求证 的 事 . 

下 面 有 一 件 事 可 能 你 已 经 为 之 心烦 了 .我 们 用 这 个 方法 来 解释 的 万 有 引力 场 
的 轨道 还 只 有 顶 圆 , 然而 我 们 知道 万 有 引力 场 中 双 曲 线 轨 道 也 是 可 能 的 , 它们 又 在 
哪里 呢 ? 事实 上 , 映射 > 一 2? 也 能 解释 它 , 解答 是 , 万 有 引力 场 的 轨道 不 仅 可 能 作 
为 吸引 的 线性 力 场 的 轨道 之 章 出 现 , 也 可 能 作为 排斥 的 线性 力 场 下 = -r 的 轨道 之 
STWR. 后 一 种 场 的 轨道 就 是 双 曲 线 而 其 中 心 ( 即 渐 近 线 的 交点 ) TERR, z 一 2* 
则 把 它们 映 为 以 原点 为 一 个 焦点 的 双 曲 线 . 

动力 学 解释 部 分 儿 乎 不 需 改 变 : 在 原来 的 排斥 性 场 下 的 质点 的 守恒 的 总 能 量 
现在 为 E= (v? - r3), 以 下 = -r 代入 (5.35) 立即 又 得 (5.36). Needham [1993] 
中 讲 得 更 为 详细 , 其 中 还 有 我 们 马上 要 讲 的 一 般 情 况 , 其 证 明 则 与 上 面 的 特例 完全 
相同 . 
5.10.6 ” 卡 斯 纳 一 阿 诺 尔 德 定理 


REM For A Po? ? 是 阿 诺 尔 德 所 说 的 对 惕 力 法 则 的 例子 , 他 和 卡 斯 纳 
都 发 现 了 , 这 只 是 对 偶 性 的 许多 例子 之 一 . 一 般 结果 如 下 : 


D 然而 我 们 立刻 将 看 到 , 这 个 力 场 可 以 是 排 讶 办 线性 场 三 = —r 而 不 是 吸引 力 场 已 = +r. 
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EARE Fori SAAR Pa F4 与 之 对 应 ， 
而 称 它 们 在 以 下 意义 下 为 互相 对 惕 : 即 前 者 的 轨道 被 z 上 zm 
映 为 后 者 的 轨道 , 力 与 映射 的 美 系 如 下 : 


二 A+3 
(A+3)(A+3) =4, m=. 


对 于 他 们 的 结果 我 们 还 要 加 上 一 点 以 澄清 能 县 的 作用 ， 


一 般 说 来 , 正 能 量 轨 道 不 论 是 对 吸引 的 还 是 排斥 的 力 场 已 xc rt 
都 被 映 为 象 场 的 吸引 轨道 ,而 负 能 量 轨道 则 被 映 为 排斥 轨道 然 
而 , 著 -3 < 4 < -1( 例 如 万 有 引力 ) 则 吸引 与 排斥 二 者 对 调 . 在 
一 切 情 况 下 , 零 能 量 轨 道 被 映 为 没有 外 力作 用 的 直线 轨道 . 


5.11 解析 拓展 


5.11.1 引言 


本 书 全 书 中 我 们 都 强调 把 函数 看 成 一 个 几何 实体 , 而 不 需要 (甚至 不 可 以 ) 用 


公式 来 表示 . 作为 公式 表达 的 局 限 性 的 一 个 例证 , 考虑 


G(z)=1+24274+294+---, 


IRS eR BE Ar Fad |z| = 1 的 内 域 中 是 收敛 的 , Be eA eT a. 图 5-25 
左 方 在 此 圆 内 的 细小 的 正方 形 网 格 被 伸 扭 为 右 图 中 垂直 直线 x = (1/2) 的 右 侧 的 
另 一 个 这 样 的 网 格 , 而 此 直线 就 是 圆周 的 铺 . ME, 这 个 圆周 肯定 是 使 用 这 个 公式 
的 障碍 , 因为 G(z) 显然 在 > = 1 处 发 散 , 从 几何 上 说 , 圆周 的 象 { 即 此 直线 ) 一 直 伸 
lA] oo. 然而 , 这 个 圆周 并 不 是 几何 实体 的 障碍 , 所 以 , 这 个 公式 不 能 成 功 地 描绘 这 


个 实体 . 


图 5-25 
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考虑 下 面 的 看 起 来 有 所 不 同 的 以 -1 为 中 心 的 医 级 数 ， 


1 z+1 z+] 2 

ao 二 + )+( 5 ) + 
它 在 一 个 稍 大 的 收敛 圆周 |z + 1| = 2( 左 图 用 黑钱 画 的 大 圆周 ) 的 内 域 为 解析 . 尽管 
H(z) R5 Giz) 不 同 , 它 仍然 与 Cle) 一 样 , 把 |z| = 1 内 的 用 实 线 画 的 网 格 怡 好 
RA z= (1/2) 右 侧 与 g(z) 之 草 完 全 相同 的 实 线 网 格 上 : 就 是 说 , 在 |z| = 1 AK 
E H =G. 但 是 现在 网 格 可 以 拓展 为 |z| = 1 的 外 域 中 用 虚线 画 的 网 格 , H(z) 把 这 
个 虚线 网 格 伸 扭 为 z= (1/2) 左 侧 的 虚线 网 格 . 我 们 说 H 是 G 在 那个 较 大 的 圆 盘 
中 的 解析 拓展 . 一 个 明显 的 问题 就 是 , A 是 否 为 G 在 这 个 区 域 中 唯一 的 解析 拓展 . 
正如 我 们 所 希望 的 , 图 5-25 使 我 们 已 能 触摸 到 , 由 于 这 个 拓展 也 是 局 部 伸 扭 , 这 就 
对 此 映射 赋予 了 一 种 “刚性 ”, 而 使 它 只 能 按 唯一 方式 向 外 生长 . 

本 章 这 最 后 一 节 的 目的 就 是 把 这 里 说 的 刚性 卉 得 更 清楚 , 同时 还 讲 一 种 情况 ， 
那里 有 一 种 方法 能 在 映射 原来 的 定义 区 域 之 外 显 式 地 表 出 这 个 映射 , 这 个 方法 也 归 
DAF Re. 然而 在 开始 做 这 件 事 之 前 , 我 们 先 把 对 于 图 5-25 的 讨论 完成 . 

SABA T, H 正如 G 一 样 还 不 是 终结 : 它 也 还 可 以 拓展 . 但 是 如 果 
BRATS VE FER, 则 对 于 映射 的 描述 将 受到 严格 的 局 限 , 因为 这 个 映射 深 处 于 G 
SY HME. 这 是 因为 这 种 级 数 只 在 圆 盘 内 收敛 , 如 果 我 们 想 把 圆 盘 扩大 , 最 终 
一 定 会 碰 上 z= | 处 的 奇 点 而 绕 不 过 去 . 这 样 , 任何 一 个 宕 级 数 对 这 个 映射 的 可 能 
的 域 必定 至 少 中 漏 一 半 . 另 一 方面 , 你 可 能 已 经 注意 到 ,101 一 z) 作为 一 个 默 比 乌 
斯 变换 除 在 z= 1 处 外 , 处 处 为 解析 , MAE GA H SARA SF GMH, 
它 这 样 就 构成 了 此 映射 的 完全 的 解析 拓展 . | 我们 鼓励 你 用 这 个 事实 来 检验 图 5-25 
的 细节 .] 这 个 例子 过 于 简单 , 因而 可 能 有 误导 . 通常 我 们 不 能 希望 用 一 个 封闭 的 甫 
达 式 如 1/({1 - z) 就 将 整个 几何 映射 纳入 砷 中 ， 

如 果 我 们 仔细 看 看 图 5-25, 就 会 开始 感觉 到 , 这 个 映射 由 于 有 一 个 解析 的 要 求 ， 
即 人 伸展 着 的 小 正方 形 网 格 一 定 要 被 映射 到 同类 的 网 格 上 ， 这 个 映射 是 在 刚性 地 生 
长 . 也 就 清楚 了 , 这 个 映射 似乎 态 记 了 不 同 的 公式 , 而 我 们 则 试图 用 这 样 那样 的 公 
式 来 描 绽 它 ， 其实 我 们 已 经 看 见 了 , 这 两 个 圆周 对 于 答 级 数 而 言 是 可 怕 的 、 不 可 
和 逾越 的 , 但 是 对 于 映射 本 身 没有 名 大 的 意义 : 它们 都 会 碰 上 2 = 1, 它们 的 象 都 伸 
向 oo. 

5.11.2 刚性 


解析 刚性 的 本 质 特性 尽 纳 于 以 下 结果 中 : 


Q) Hermann Amandus Schwarz, 1843—1921, MARR. 有 许 包 同名 或 名 字 相 近 的 数学 家 施 
Re. 这 一 位 是 准 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 . 所 有 学 过 微 积分 的 友 学 生 独 不 应 在 记忆 他 的 名 字 命 名 的 不 等 式 ， 
一 译 者 注 
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如 果 哪 怕 是 尾 意 小 一 段 曲 线 被 一 解析 映射 撞 压 成 为 一 点 ， 则 其 
整个 定义 域 了 电 将 雪 缩 于 该 点 . 


将 在 后 几 章 讨 论 的 积分 理论 会 对 这 个 事实 给 出 一 个 令 人 信服 的 解释 ， 然 而 目前 我 
们 可 以 从 扩展 4.7 节 关 于 临界 点 的 讨论 对 其 真理 性 获得 相当 的 洞察 . 这 样 做 可 能 会 
给 出 一 种 幻觉 以 为 可 以 不 要 积分 理论 也 能 做 到 这 一 点 , 但 是 在 4.7.1 节 中 我 们 就 已 
经 指出 , 那个 讨论 也 会 用 到 了 后 面 的 结果 . 我 们 现在 扼要 地 重 述 一 下 有 关 临 界 点 的 
事实 . 

在 临界 点 p Ab, 伸缩 率 变 为 0, 这 造成 了 一 个 印象 , 以 为 以 临界 点 为 中 心 的 无 
穷 小 圆 盘 会 被 挤 压 成 一 点 . 然而 , 这 只 是 “光线 玩 的 小 把 戏 " 造成 的 , 来 自 于 象 平面 
的 放大 率 不 够 . 如果 p 的 阶 数 为 (m - 1), 则 此 映射 局 部 地 像 zm 一 样 , 从 而 p 处 
的 半径 为 e 的 无 穷 小 圆 盘 将 被 [m 重地 | 映 到 一 个 半径 为 em 的 小 得 不 得 了 的 圆 盘 
E 用 类 比 于 显微镜 的 语言 来 说 , 就 是 必须 用 镜头 六 。 才 能 看 见 象 其 实 不 是 一 个 完 
全 的 点 . 阶 数 越 高 , 在 p 点 的 挤 压 程度 越 大 , 对 于 第 一 次 就 能 看 出 它 并 非 一 个 点 的 
镜头 的 放大 能 力也 要 求 越 大 . 

现在 我 们 注意 到 , 用 计算 的 语言 来 说 , 倍数 越 来 越 大 的 仍然 不 能 分 辨 出 象 的 结 
构 的 镜头 , ERE p 处 为 零 的 阶 数 越 来 越 高 的 导数 ， 

总 ren ,Lm_1 仍然 看 不 出 , 但 是 Lm 可 以 看 得 出 

fip) =0, f"(p) =0,---, Fn 全 =0 但 是 FO" (p) £0. 
总 之 , 在 p 点 为 零 的 导数 阶 数 越 高 , 在 p 点 的 挤 压 程度 也 越 高 . 

现在 把 这 种 见解 用 于 已 给 的 情况 . > s 为 ( 尽 可 能 小 的 ) 被 f(z) 挤 压 的 曲线 
段 . f es 上 一 点 的 伸缩 率 无 论 从 哪个 方面 来 看 都 是 一 样 的 , 现在 选 定 洛 s 的 方向 
来 看 , 我 们 就 发 现 TE s 的 每 点 上 伸缩 率 均 为 0. 因此 , 整个 曲线 段 都 由 f 的 临界 
点 , 即使 得 P = 0 的 点 所 构成 . 现在 如 图 5-18 那样 把 f' 本 身 也 看 作 一 个 解析 映 
射 , 用 我 们 刚才 使 用 的 方法 就 可 以 看 到 , 这 个 映射 也 自动 具有 与 f 同样 的 性 质 : f 
也 把 s 挤 压 为 一 点 . 我 们 得 知 它 的 导数 在 s LAS. 这 样 做 下 去 显然 没有 个 头 
f 的 各 阶 导 数 都 必 在 s 上 为 0, 而 以 s 上 各 点 为 中 心 的 无 穷 小 圆 盘 必定 被 整个 地 
挤 压 . 

这 意味 着 s 必定 由 一 个 刀 蒜 一样 的 区 域 包 围 着 , 而 这 个 区 域 完全 被 f 挤 压 到 
一 点 . 但 是 如 果 取 另 一 条 恒 位 于 此 区 域 中 的 曲线 代替 。 重复 同样 的 思路 就 会 看 到 
f 把 一 个 甚至 更 大 的 区 域 都 挤 压 为 一 点 . 函数 的 拥 缩 就 会 继续 向 外 延展 (其 速度 有 
如 我 们 思想 的 速度 ! ) 到 了 的 整个 定义 域 


5.11.3 HE—tt 


A(z) 和 B(z) 都 是 定义 在 菜 一 区 域 中 的 解析 函数 , 而 此 区 域 大 小 与 形状 都 
与 美国 加 州 一 样 . 此 外 还 设 4 和 B 都 在 一 小 段 曲 线 (例如 旧金山 的 我 们 眼睫毛 下 
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面 的 一 段 街 道 ) 上 有 完全 相同 的 效果 . 这 个 微小 一 段 上 的 一 致 性 马上 就 使 它们 甚至 
在 几 百 英里 以 外 的 洛杉矶 都 完全 一 致 ! 因为 A- B) 在 全 加 州都 是 解析 的 ， 又 因为 
它 把 眼睛 下 面 这 一 段 街 道 挤 压 到 0, 它 必 在 全 州 内 都 是 如 此 . 

我 们 可 以 表述 得 稍 有 不 同 些 . 如 果 我 们 对 一 小 段 曲线 s 任意 地 指定 银 点 , 一 般 
来 说 , 并 不 一 定 存在 一 个 解析 函数 把 s 映 到 这 个 象 上 . 然而 前 一 段 使 我 们 能 断定 ， 
如 果 我 们 能 在 包含 s 的 一 个 区 域 上 找到 这 样 一 个 函数 , 则 它 必定 是 唯一 的 . 

这 就 是 我 们 前 面 讲 到 e 到 复 值 的 推广 必 为 唯一 性 时 说 的 “不 得 不 信服 ”的 理 
由 { 见 5. 8 节 之 始 ), 因为 如 果 有 一 个 解析 的 推广 E(z) FE, 则 我 们 看 到 ex 在 哪 
怕 是 一 小 段 实 轴 上 的 值 就 可 以 唯一 地 确定 它 . 当然 , 知道 了 这 一 点 对 于 找 出 E[z) 
究竟 是 什么 毫 无 帮助 . 我 们 前 面 关于 E(z) 的 显 式 表示 的 推导 之 价值 并 未 减少 . 另 
一 方面 , 新 知识 也 不 是 没有 实际 意义 的 . 考虑 下 面 三 个 形状 全 然 不 同 的 表达 式 : 


lim (1+2) ， e*(cosy+isiny), 142+ (27/21) + (2/3) +-+. 


它们 都 是 解析 的 , 当 z 为 实数 z 时 它们 全 都 等 于 e. 所 以 , 不 需 进一步 计算 就 知道 
它们 必 征 此 相等 , 它们 只 能 是 表示 e 的 唯一 的 解析 拓展 的 不 同方 式 . 

然而 在 考虑 仅仅 互相 部 分 地 重 选 而 不 相同 的 区 域 时 , 就 出 现 了 唯一 性 的 新 的 重 
要 的 侧面 . 令 gl) 和 h(z) 是 两 个 解析 函数 而 各 定义 是 图 5-26 a 的 集合 PQ. 
如 果 它 们 在 PAQ 中 的 哪怕 是 一 小 段 曲 线 s 上 相等 , 则 它们 在 整个 Pn@ 上 都 相 
等 . 我 们 想象 , 开始 时 只 在 P 上 知道 g, 则 我 们 可 以 把 h 想象 为 是 在 一 个 把 已 扩 
大 而 终于 达到 Q 的 区 域 上 描述 了 和 g 同样 的 几何 映射 . 我 们 之 所 以 受到 鼓舞 采用 
这 个 观点 , 是 因为 g 将 唯一 决定 其 解析 拓展 这 一 事实 . 因为 设 h* E g EQ 中 的 另 
一 个 解析 拓展 . 则 在 s 上 我 们 将 得 到 h* = 9 = h, 而 这 就 使 得 在 h 与 h* 的 共同 的 
区 域 Q 上 必定 有 h* =h. 


5.11.1 节 中 讲 的 G(z) 和 A(z) 为 以 上 所 讲 的 道理 提供 了 例子 , 这 里 PRES 
部 落 在 QA. 于 是 函数 1/(1 - z) 就 是 H 到 复 平面 其 余部 分 的 解析 拓展 . 

9 既然 可 以 由 P 拓展 到 已， 我 们 就 可 以 沿 一 串 互 相 部 分 重 迁 的 集合 的 链条 
P Q, R, ,5 把 拓展 过 程 继续 下 去 , 见 图 5-26b. 这 样 我 们 就 得 到 g 在 5 上 唯一 的 
解析 拓展 . 但 是 如 果 我 们 选择 另 一 条 到 达 5 HR P,Q, RR,… ,5 又 如 何 ?g 到 5 
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上 的 解析 拓展 这 一 次 是 唯一 的 , 但 它 弧 没 有 任何 理由 要 与 前 一 次 的 拓展 一 致 . 解析 
拓展 的 思想 就 这 样 很 自然 地 导致 多 值 函数 的 思想 . 

考虑 图 5-27. 在 P 中 我 们 可 以 定义 log z 的 一 个 单 值 支 为 f(z) = lnr 十 记 其 
Pon<é@<n. 图 中 画 出 了 1 是 怎样 被 映 到 0, 而 已 又 怎样 被 映 为 围绕 0 的 区 域 
FP) 如 采 我 们 在 左 图 的 区 域 Q 上 定义 g(z) = lnr +10, 其 中 -# <6 < 2, WE 
JE PNQ Eg = 六 9 就 一 定 是 上 到 马上 的 解析 拓展 . 类 似 于 此 , CERRO EA 
解析 拓展 是 (z) =Inr+i0, 其 中 例如 可 取 -至 < 日 < 于 于 是 在 围绕 着 -1 的 区 域 
(QnQ) 中 , 同一 个 函数 f 就 有 了 两 个 解析 拓展 g 5 9, 它们 对 于 各 自 的 路 径 均 为 唯 
一 的 . 但 是 尽管 它们 的 老 祖 宗 相同 , 它们 却 是 不 一 样 的 : gf 一 1) = ingl) = in 


5.11.4 恒等式 的 保持 


在 这 一 小 节 里 我 们 将 要 证 明 , 任意 对 实 函数 成 立 的 恒等式 , 对 它们 在 复 平面 C 
中 的 解析 推广 ( 即 解析 拓展 . 但 是 要 假设 这 种 推广 确实 存在 ) 亦 必 继 续 成 立 ， 用例 
子 来 解释 它 最 为 容易 . 
我 们 首先 考虑 一 个 涉及 宪 级 数 的 重要 例子 . 设 实 函数 f(z) 可 以 表示 为 一 收敛 
AITEK 
f(z) =a + br + ce? td +---. 


我 们 因此 知道 复 级 数 
F(z) = a + bz + c2? +d +- 


也 是 收 剑 仇 的 从 而 是 解析 的 . 但 是 因为 在 实 轴 上 F(z) = f(z), FA F E f 到 自 变 
量 取 复 值 处 的 唯一 的 解析 拓展 . 换言之 , 由 S 到 其 解析 拓展 的 转移 必定 保持 其 公式 
不 变 (级 数 就 是 一 种 公式 ) 

作为 下 一 个 例子 , 考虑 一 个 含 两 个 变量 的 实 恒等式 er .ev = ert, 如 果 你 突然 
得 了 失忆 症 , 完全 忘记 了 复 函数 e 和 与 之 相关 的 几何 学 , 它 也 能 帮助 你 领会 以 下 
的 论证 . 设 er 到 复 值 的 解析 拓展 存在 , 记 作 Ele). 我 们 现在 可 以 证 明 Ele) 也 满足 
同样 的 恒等式 , 虽然 我 们 完全 不 知道 它 究竟 是 什么 函数 
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4 Fe(z) = E(¢)E(z), 而 Ge(z) = E(t +2). 首先 要 注意 , 对 于 固定 的 〈, Fele) 
和 Ge(z) 都 是 z 的 解析 函数 ， 现 在 设 “ EXA, 所 以 EO = eS. 现在 让 z 在 一 
段 实 轴 上 变动 , 于 是 由 实 恒等式 有 F(z) = Gele); 但 是 由 上 面 的 结果 知 此 式 处 处 成 
立 . 如 果 我 们 反 过 来 设 z 为 固定 的 , 由 类 似 的 推理 又 有 F; = Ge, 总 之 


E(¢)E(z) = EK + 2). 


425 (BARANGAY. 现在 就 清楚 了 , 这 种 推理 可 以 推广 到 任意 恒等式 , 哪 
怕 是 含有 两 上 以 上 变量 的 恒等式 也 行 . 


5.11.5 ”通过 反射 作 解 析 拓 展 


实际 找 出 解析 拓展 的 问题 与 其 存在 与 唯一 性 问题 颇 不 相同 . 以 上 的 概念 和 结果 
SHH MOIS, 虽然 可 以 合理 地 宣称 , 恒等式 的 保持 是 实际 有 帮助 的 . 我 们 下 
面 要 讲解 一 个 对 称 原理 (也 归功 于 施 瓦 茨 ), 它 使 我 们 能 很 容易 地 显示 地 找 出 一 个 解 
析 拓 展 , 虽然 只 是 在 一 个 很 特殊 的 情况 下 . 

我 们 先 来 讲 如 何 用 两 次 反射 从 一 个 老 解析 函数 构造 出 一 个 新 的 解析 函数 . 设 
有 一 个 定义 于 区 域 P 上 的 解析 函数 f, CE PRA Q( 见 图 5-28), > P 5 QEP, 
Q 对 于 实 轴 的 反射 . 我 们 现在 用 f 来 作出 一 个 映 P A @ 的 解析 映射 , 作法 如 下 : 
Bil 


f*(z) = F(2). 


此 图 解释 了 何以 所 是 共 形 的 从 而 是 解析 的 . UFZ: amie JT) 一 f(a) 
都 保持 a 处 的 角 的 大 小 : 第 一 个 反射 会 使 此 角 的 方向 反 转 , 然后 , f 保持 这 个 已 经 
反 转 的 方向 , 最 后 , 第 二 个 反射 又 把 搞 反 了 的 方向 搞 回 来 , 而 在 f*(a) 处 又 回 到 最 
初 的 情况 . 


一 般 来 说 , 映射 f* 在 任何 意义 上 都 不 是 了 的 拓展 , 宁可 说 它 是 一 个 全 新 的 映 
射 . 如 果 想 象 把 图 上 的 P 向 下 移动 直到 它 部 分 地 越过 实 轴 , 这 时 PP 与 PP 会 部 分 重 
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KT POP MRT 了 与 f* 的 共同 的 域 , 我 们 希望 你 能 看 出 : 没有 任何 理由 要 求 
它们 在 POP 上 相等 . 看 下 面 的 例子 就 更 清楚 [练习 ]: 


f = (旋转 一 个 角 ¢) => f* = (旋转 一 个 角 e). 


f* 虽然 一 般 地 并 不 是 J 的 拓展 , 这 个 新 映射 (连同 马上 要 讲 的 这 个 新 映射 对 圆周 
的 推广 ) 就 其 本 身 而 言 就 已 经 很 有 用 处 了 . 在 第 12 章 中 我 们 还 要 指出 , 它 与 静电 学 
和 流体 力学 中 的 镜像 法 密切 相关 . 

我 们 现在 转 到 f* 确 为 f 的 解析 拓展 的 特殊 情况 . Wf 本 身 是 一 个 实 自 变量 的 
实 值 函数 的 复 推 广 , 而 P 的 边界 的 一 部 分 L 是 在 实 轴 上 , ME 5-29. 因为 了 EL 
上 是 实 的 , 所 以 P HR @ 也 以 实 轴 为 边界 的 一 部 分 ， 和 前 面 考虑 过 的 一 般 情 况 不 
同 , f 与 ft 在 公共 区 域 忆 m 已 = 工 上 自动 地 相等 . 这 是 因为 当 z 为 实数 时 ， 


———— 


F2) = F(Z) = f(z) = F(z). 


图 5-29 


我 们 现在 就 可 以 把 f 与 产 看 成 是 PUP 上 的 单个 解析 映射 FF 的 两 部 分 . 事 
实 上 , 把 中 心 在 工 上 的 无 穷 小 圆 盘 分 成 上 下 两 半 , 并 分 别 考虑 这 两 个 半圆 盘 中 发 生 
了 什么 , 就 很 清楚 F 在 整个 圆 盘 上 是 解析 的 , 因为 其 象 是 男 一 个 无 穷 小 圆 盘 ，[ 如 
果 在 临界 点 上 又 会 发 生 什么 ? | 请 再 次 注意 这 与 实 函 数 情 况 多 么 不 同 , 因为 我 们 可 
以 很 容易 地 把 两 段 图 像 在 连接 处 扭 起 来 , 这 两 个 函数 之 值 在 连接 处 相同 , 但 其 导数 
不 同 . 

当然 , 如 果 f( 除 了 定义 在 P 上 以 外 ) 已 在 上 有 定义 , 则 f* 只 是 在 P 上 再 
现 原 来 已 经 有 了 的 映射. 例如 , 正弦 函数 的 复 推 广 sin z 的 公式 在 复 平面 上 是 处 处 
成 立 的 , 所 以 这 个 复 推广 也 应 该 服从 f*(z) = f(z) 这 种 对 称 性 . 事实 上 , 如 果 我 们 
追随 a 一 f* (ao) 的 三 个 步骤 , 我 们 确实 会 看 到 


上 
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可 以 把 我 们 的 结果 用 比较 对 称 且 稍 有 推广 的 形式 重 述 如 下 [练习 . BF Of 上映 一 个 
直线 段 L( 不 一 定 在 实 轴 上 ) 到 另 一 个 直线 段 过 上, 则 我 们 可 以 把 从 工 的 一 侧 解 
析 映 射 到 其 另 一 侧 , 这 里 要 利用 一 个 事实 : 对 称 于 上 的 点 被 映 为 对 称 于 工 的 点 . 

这 一 点 听 起 来 令 人 想到 默 比 乌 斯 变换 之 保持 对 称 性 ,而 我 们 是 在 第 3 章 中 发 
现 了 这 一 点 的 , 其 实 把 这 两 个 对 称 原理 融合 起 来 , 会 得 到 对 我 们 的 结果 的 一 个 有 意 
多 的 推广 . 假设 f 不 是 把 一 个 特定 了 的 直线 映 为 男 一 直线 , 而 是 把 一 个 圆周 的 一 部 
分 C 映 为 男 一 个 圆周 的 一 部 分 C. 用 两 个 默 比 乌 斯 变换 上 映 C 一 L, Ê e L, 就 化 到 
前 一 情况 . 由 此 可 以 导出 , 对 称 于 C 的 点 被 映 到 对 称 于 Č 的 点 . 

把 这 两 个 情况 混合 起 来 作为 一 个 新 例子 , 设想 f 把 单位 圆周 的 一 部 分 映 为 实 
轴 的 一 部 分 . 如果 只 在 圆周 的 内 域 知道 f, 则 上 面 的 例子 告诉 [练习 | RAN, 可 以 把 
f 解析 拓展 到 单位 圆周 的 外 域 如 下 : 


fe) = (2) 

于 是 定义 一 个 完全 的 解析 函数 F 使 之 在 内 域 为 而 在 外 域 为 ft 从 这 个 函数 的 作 
法 可 知 , 这 个 函数 把 关于 单位 圆周 的 一 对 对 称 点 映 为 共 办 的 象 点 :F1(z) = F(z). 

施 瓦 获 利 用 我 们 现在 称 为 施 瓦 英 反 射 的 方法 能 够 把 他 的 反射 原理 从 直线 或 贺 
周 推广 到 一 般 的 曲线 { 见 H. A. Schwarz[1870]). 我 们 就 以 描述 这 个 简单 然而 引 人 入 
胜 的 思想 想来 结束 本 章 . 这 里 的 关键 就 在 于 用 解析 尔 数 来 骨 充 共 砂 . 

我 们 知道 , 把 每 个 点 反射 过 实 轴 (z 上 习 并 非 解析 函数 . 然而 , 任 给 一 充分 光 
滑 的 曲线 KK, 可 以 找到 一 个 解析 函数 Sk (z) 有 选择 地 恰好 把 K 上 的 点 映 为 其 共 
HUA: 


z€ K = Sx(z) = 3. 


Davis and Pollak [1958] 称 Sr 为 K 的 施 瓦 英 函 数 . 我 们 现在 可 以 定义 z 越过 K 
的 施 瓦 芯 反射 = Rgl) 为 


Ri(z) = Sx (2). 


要 想 看 到 这 何以 是 一 个 好 思想 , 请 考虑 图 5-30. 首先 注意 , K 上 之 点 不 会 受 影 
响 , 这 与 通常 的 反射 是 一 样 的 , 即 有 


G = Sk) = (=q. 


OD 应 该 强调 “特定 ”二 字 , AAR A eR a ER, SR RE. 类似 地 ， 
在 新 的 情况 下 , 如 果 一 般 的 圆周 敏 映 为 罚 一 图 周 ， 则 此 映射 必 为 默 比 乌 斯 变换 ， 

D 该 曲线 事实 上 必须 是 “解析 的 ". 关于 这 一 点 请 参看 Davis [1974], RPA THRASH S 
AT RRMA. Shapiro[1992] 则 是 一 本 比较 高 深 的 忆 . 
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其 次 要 注意 , 因为 Sr 是 解析 的 , 一 个 以 g 为 中 心 的 无 穷 小 圆 盘 被 伸 扭 (而 没有 反 
射 ) 为 以 了 为 中 心 的 圆 盘 . 进一步 , 再 注意 g 是 如 何 被 映 到 gp 上 的 , 即 知 在 K 上 


伸缩 率 =1, 扭转 度 = -20 > Sh =e, 


RE p E K 的 切线 与 水 平 直线 的 交角 . 现在 由 图 形 的 对 称 性 就 很 清楚 , 若 点 a 在 
无 穷 小 圆周 上 , M a 确实 就 是 a 对 切线 的 对 称 点 . 于 是 , 至 少 在 很 接近 K 处 , zF 
就 是 反射 概念 的 一 个 合理 的 推广 . 进一步 , 对 KK 反射 两 次 就 得 到 恒 等 映 射 , 而 且 本 
当 如 此 . 因为 既然 Re 是 反共 形 的 , Reo Re 就 是 共 形 的 , 即 是 解析 的 . 但 因为 函 
数 把 K CHARRAR, 而 一 个 解析 函数 又 由 它 在 一 曲线 上 所 取 的 值 确定 , 所 
以 Rie © He pe 必 为 恒 等 映 射 . 


图 5-30 


WE 五 是 一 直线 或 一 圆周 , z 就 是 通常 的 反射 , 即使 > 高 K 很 远 也 如 此 . 这 
件 事 留 给 你 作 练习 . Glin, 单位 圆周 C 可 以 写作 zz = je? = 1, 所 以 在 C 上 应 有 
z= (1/2). 这 样 , 它 的 施 瓦 蒋 函 数 就 是 Sc(z) = (1/2), 而 Re(z) = (1/2), 它 正 是 对 
C 的 反 演 . 

下 面 给 出 一 个 不 那么 平凡 不 足 道 的 例子 , 即 对 椭圆 EB: (zja)? + (y/b)? = 1 的 
反射 . 记 z= 3(z + 5), y= El- E) 则 用 > 来 表示 出 z, A [练习 | 


glz] = — | + b*)z — 2aby z? + b — a| 
例如 , 令 a=1,b=1, 可 得 施 瓦 艾 反 射 为 


Re(z) = - [z — 4y 7? — 3 ; 


见 图 5-31. 请 用 计算 机 验证 一 下 此 图 , 同时 也 考查 一 下 Re 对 其 他 图 形 的 效果 . 
手 上 既 已 有 了 适当 的 反射 概念 , 我 们 现在 就 能 把 上 面 讲 的 越过 直线 和 圆周 作 解 
析 拓 展 的 方法 推广 到 更 一 般 的 曲线 . 令 f 是 定义 于 区 域 P 中 的 解析 函数 , 而 P E 
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曲线 工 为 边界 的 一 部 分 , L 又 充分 光滑 使 得 存在 一 个 施 瓦 茨 函 数 , L = f(L) 则 表示 
LE f FOS. 很 像 图 5-28 和 图 5-29, 我 们 可 以 把 f 解析 地 拓展 过 L, 即 要 求 把 
关于 工 对 称 的 点 映 到 关于 2 对称 的 点 . 于 是 [请 自己 作 一 个 图 ! ], f 到 P = RL(P) 
上 的 拓展 ft A 

f= Rr o fo hz. 
用 与 图 5-28 同样 的 论证 , 即 知 它 确实 在 P 中 解析 , 因为 它 是 一 个 共 形 映射 与 两 个 


反共 形 映射 的 复合 . 还 有 , 在 L 上 f+ = f. 于 是 在 已 中 由 了 给 出 , 而 在 P 中 由 St 
给 出 的 解析 函数 F 服从 对 称 性 要 求 Fi = F. 这 就 是 施 瓦 英 对 称 原理 . 


LH 
cea 


T 
H 


图 5-31 


我 们 前 面 所 讲 的 正 是 这 个 作法 的 特例 . 例如, 车 LA 都 是 实 轴 的 一 段 , 则 
和 RL(z) = Rp (2) = z, 所 以 f+ = f°, 和 前 面 讲 的 一 样 . 类 似 地 , 若 L 是 单位 圆周 的 一 
EIL (ALL R;(z) = 1/2), 而 上 是 一 段 实 轴 (所 以 各;(z) = z) M /+ = ft, 也 和 前 面 
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1. 证 明 : 车 f = autio 是 解析 的 , W (Vu). (Vv) = 0, RE V 是 向 量 计算 中 的 
“梯度 算 子 ", 解释 其 几何 意义 . 
2. 证 明 一 个 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 都 是 调和 函数 , 即 它们 都 自动 地 满足 拉 普 拉 斯 
方程 
A®d=0, 


这 里 的 A( 也 时 常 写作 V2) 定义 为 A = 02 4-02, 并 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 ，[ 我 们 在 

第 12 章 中 将 会 看 到 , 这 个 方程 表现 了 解析 函数 与 物理 学 的 至 关 重 要 的 联系 .] 
3. 用 上 题 (但 不 是 用 它 的 计算 ) 证 明 以 下 诸 函 数 均 为 “调和 的 ”. 

(i) eT cosy. (ii) etz 9") eos 2ry. (iii) In| f(z)|, 这 里 f(z) 是 解析 的 . 
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4. 什么 是 最 一 般 的 可 以 作为 一 解析 函数 的 实 部 的 二 次 函数 u = ar? + bry + ey”? 
作出 这 个 函数 , 并 把 它 用 z 表示 出 来 . 

5. 以 下 函数 哪些 是 解析 的 ? 

(i) e-*(cos x + ising). (ii) cos — isin y. 
(iii) r? 十 i30. (iv) fren cos 8] gilO+r sin 0), 

6. 解 出 表示 为 Sov = 0 的 极 坐 标 CR 方程 . 把 你 的 解答 用 熟悉 的 函数 表示 出 来 ， 
并 用 几何 解释 你 所 作 的 一 切 ， 

7. 用 第 卡 儿 坐标 CR 方程 来 证 明 , 把 平行 线 映 为 平行 线 的 解析 映射 仅 能 是 线性 上 映 
射 . [提示 : 从 水 平 直线 被 映 为 水 平 直线 的 情况 开始 . 这 一 点 如 何 译 为 “方程 语 
言 "? 现在 来 求解 CR] 

8. 先 计算 log +i) 的 一 个 可 能 位 置 ,再 画图 . 在 (1 +2) 处 作 一 个 小 图 形 ， 用 
log(1 + 2) BYR HLM EAS. 用 计算 机 加 以 验证 . 

o 用 类 似 导 出 乘积 法 则 (5.4.3) 的 方法 导出 商法 则 . [提示 : 把 A/B 的 分 子 分 母 各 
HELA (b Eg"). | 

10. 考虑 多 项 式 P(z) = (z — a,)(z — az) (z — an). 
(i) 证 明 Pie) 的 临界 点 是 以 下 方程 的 解 
人 
z = a1 z 一 a9 EC— üp 
(ii) $ K AU p 为 中 心 的 圆周 . 考虑 (i) 中 方程 的 共 思 方 程 , 并 导出 当 且 仅 当 
p 是 反 演 点 Irla) 的 质量 中 心 时 , 它 才 是 临界 点 ， 
(iii) 证 明 (i) 中 的 方程 等 价 于 


= 灿 ， 


x=- M £— a3 Z— Gn 


rr E |z — a2|? De |z — an|? 7 
把 此 式 左 方 解 释 为 由 z 到 Plc) 之 根 的 各 个 向 量 的 加 【 正 ) AA, 然后 导 
出 声卡 斯 定理 : C 中 多 项 式 的 临界 点 必定 位 于 其 云 点 的 凸 包 中 .9 
11. 利用 (ey = e* 来 证 明 所 有 三 角 函 数 的 导数 都 可 以 用 实 分 析 中 熟知 的 法 则 时 
H. 
12. 证 明 : 只 要 适当 地 解释 , (r) = et) 即使 当 jp 为 复数 时 仍 成 立 . 
13. (i) Ha 为 任意 常数 , 证 明 级 数 
f(z) =1+e2+ i L} 2 + pE O — 2) ze 4 Z aa + 
© 这 是 一 个 重要 的 定理 , 在 文献 中 常 称 为 高 斯 _ 卢 卡 斯 定理 ， 因 为 高 斯 在 1836 年 的 一 本 笔记 以 及 给 友 
人 的 信 中 即 已 提 到 其 主要 思想 ,而 法 国 数学 家 F。 卢 卡 斯 (F, Lucas) 在 1897 年 巴黎 科学 院 院 报 上 
RETE: — BH 


TEHA A] FA PN ei. 
(ii) 证 明 (14 af =af. 
(iii) 导出 [C1 + 2)-2 ff)’ =0. 
(iv) 给 出 绪论: f(z) = (1+ 2)". 

. 我 们 在 第 3 章 中 指出 过 , 球 极 射影 在 绘制 共 形 的 世界 地 图 上 有 很 实际 的 应 用 . 
一 旦 有 了 这 个 地 图 , 只 要 对 它 再 施 以 别 的 不 同 的 解析 映射 就 可 生成 一 般 的 共 形 
地 图 . G. 麦 卡 托 在 1569 年 就 发 现 了 一 个 特别 有 用 的 共 形 世界 地 图 (但 他 用 的 
是 别 的 方法 ). 我 们 把 它 描述 为 应 用 log(z) 于 球 极地 图 的 结果 . (虽然 他 本 人 不 
可 能 这 样 做 .) 

(i) FRAN PASE ELAS, 确保 你 可 以 把 你 所 看 到 的 
形状 的 变化 与 你 对 复 对 数 的 理解 结合 起 来 . 
(ii) 设想 在 一 个 万 卡 托 投影 作 的 地 图 上 面 一 条 直线 航线 , 然后 实际 在 大 海上 接 
此 航线 航行 . 证 明 在 航行 中 罗盘 上 的 读数 不 会 改变 . 
15. (i) 注意 到 对 于 以 原点 为 中 心 的 圆周 ，( 指 向 道 时 针 方向 的 ) 单位 切线 向 量 可 
以 写作 Ê= i(z/|2|), 证 明 此 圆周 的 象 的 曲率 公式 (5.23) 可 以 写成 


1 


a 


(ii) 如 果 f(z) = :iogz, 这 个 公式 给 出 什么 ? 验证 它 确实 如 此 . 
Gii 如 果 f(z) = 2, 这 个 公式 给 出 什么 ? 验证 它 确实 如 此 . 4m 为 负 时 ,大 也 
是 负 的 , 此 事 有 何 意义 ? [提示 : 当 > 依 道 时 针 方 向 绕 原 来 的 圆周 运行 时 ， 
其 银 的 速度 复数 回 基 怎样 旋转 ? ] 
16. 如 图 5-32 Bras, 一 个 区 域 称 为 本 前 , 如 果 从 其 内 的 任 一 视点 都 可 以 看 见 它 的 全 
部 . 设 一 解析 映射 作用 在 圆周 C 上 生成 一 个 简单 的 ?了 象 曲线 f1iO), REA 
域 是 凸 的 . 


西 非 西 
图 5-32 


中 这 里 “简单 * 就 是 指 不 自 交 的 ，FfC) 当然 是 连续 的 封闭 曲线 . 一 个 不 自 交 的 连续 封闭 曲线 又 称 约 当 
曲线 . 著名 的 约 当 定理 指出 ， 一 个 约 当 曲 线 必 把 平面 分 为 肉 域 与 外 域 ， 如 时 这 里 的 “简单 ”二 字 不 从 
数学 上 理解 , 则 下 文 讲 到 内 域 就 没有 根据 了 ， 详 者 注 
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18. 


(i) 由 15 题 的 公式 导出 : SF fF PROC 的 内 域 到 FIC) 的 内 域 , 则 下 面 的 不 等 式 


epn 


(ii) 如 果 了 把 C HARRA AC 的 外 域 , 类 似 的 不 等 式 是 什么 ? [提示 : 见 
第 4 章 习题 4]. 


. $ Skit p=c+iy HAR BRE. 


i) + f(z) =e, 不 用 计算 来 决定 5 的 哪些 方向 给 出 在 p) LAS HBR 
fl(S). 

(ii) 所 以 复 曲率 大 必 指 向 两 个 正 交 方向 之 一 . 哪 一 个 方向 ? 考 虚 大 指向 此 方 
向 时 5 的 象 , 导出 | 大 | 之 值 , 并 由 此 得 出 Kip) = ie. 

(ii) 用 (5.28) 式 验证 这 个 公式 . 

(iv) 在 f(z) = log(z) 5 f(z) = zs™ (m 为 正 整 数 ) 这 两 种 情况 , 尽 可 能 多 地 重 
复 上 面 的 分 析 . [在 这 两 种 情况 下 , 都 不 能 看 出 Cio 的 确切 的 值 . ] 

(v) 按照 第 4 章 习 题 18 的 几何 推理 , 默 比 乌 斯 变换 M(z) = S 的 伸缩 率 在 
每 一 个 以 --(d/e) 为 中 心 的 圆周 上 取 常 值 . 于 是 M 的 复 曲率 应 该 切 于 这 
一 族 同心 圆周 , 通过 计算 大 来 验证 此 事 . 

(vi) 对 上 面 讲 的 四 个 映射 f(z) = e?, log(z), 2, S248 用 计算 机 验证 图 5-21. 

令 C 和 Cs 是 由 yp 发 出 并 指向 同一 方向 的 曲线 . 图 5-33 画 出 了 两 个 例子 . 虽 

然 二 者 在 p 处 的 交角 均 为 0, 仍 有 一 种 很 大 的 诱惑 力 让 我 们 说 右 方 的 交角 “小 

于 ” 左 方 的 交角 . Be Oe 的 任何 一 种 一 般 会 认可 的 定义 (AM) 都 是 共 形 

不 变 的 : 即 若 它们 被 一 个 保持 通常 的 角 不 变 的 映射 ( 即 一 个 解析 上 映射) BRE Ci 

Al Co, 则 新 的 角 日 应 该 等 于 老 的 解 ©. 


| 


图 5-33 


(i) Newton [1670 中 试图 定义 昌 为 Cl A C Æp 点 的 曲率 之 差 ; 日 = ki- kg 
利用 (5.30) 证 明 这 个 定义 不 是 共 形 不 变 的 : 9 = 98/|f'(p)|. 

(ii) 考虑 以 p 为 中 心 (半径 为 a) 的 无 穷 小 圆 盘 D. +o 和 cs 是 Cl 和 Gs 的 
曲率 中 心 , 五 为 由 上 和 cs 看 D 的 视角 大 小 之 差 , 证 明 五 = zB. 若 对 
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Ci C2 和 D 作 共 形 映射 f, 由 此 导出 五 = 了. [D 当然 还 不 是 我 们 想 寻求 的 
目标 一 一 共 形 不 变量 : 因为 (al D 是 无 穷 小 , (b) 不 仅 由 曲线 来 定义 . 
要 想 找 出 真正 的 共 形 不 变量 还 要 等 到 Kasner (1912), 第 12 章 习 题 10. | 
19. 在 关于 默 比 乌 斯 变换 更 高 识 的 著作 (例如 Nehari [1952] 和 Beardon[1984]) 中 
解析 函数 f(z) 对 z 的 施 瓦 英 导 数 {f(z),z} 起 了 很 大 的 作用 . 其 实 定义 是 


oo 全 有) 
(i) 证 明 施 瓦 获 导数 也 可 以 写 为 


Be A E 
UG, 了 村 = 大 -了 (万 ) 
(ii) 证 明 {az +b, 2} =0 = {(1/z), z}. 
(iii) 设 f 与 g 都 是 解析 函数 , 并 记 = f(z). 证 明 复合 函数 olf (z)] = giw) 的 
We PLR SST EL PB “EE” 给 出 ; 


{g(w), z} = [FN {o(w), w} + (F(z), z}. 


(iv) 用 前 两 部 分 证 明 , 所 有 的 默 比 乌 斯 变换 都 具有 0 施 瓦 芯 导 数 ， | 提示 : 想 
一 下 , (i) 中 的 两 个 映射 可 以 (借助 复合 ) 生成 所 有 默 比 乌 斯 变换 之 集合 .] 
注 : Bs RNY 19 WARM: 者 {f(z),z} = 0, M f= RESH 
变换 . 这 样 , 默 比 乌 斯 变换 可 以 用 其 施 瓦 茨 导数 为 0 来 完全 刻 划 . 

(v) 用 前 两 部 分 证 明 , 施 瓦 茨 导 数 “ 在 默 比 乌 斯 变换 下 不 变 ", 即 若 M ERE 
乌 斯 变换 , 了 是 解析 的 , 则 


iM [f(z)], 2} = (f(z), z}. 
20. 设想 实 轴 即 时 间 t 之 轴 , 令 动 点 w = f(t)( 其 中 f(z) HRT) 画 出 一 条 轨道 曲 
线 C. 于 是 速度 是 = 也 = f'(t). 
(i) 用 (5.23) 式 证 明 C 的 曲率 是 


Im (a/v) 


E= 
l] 


(ii) 论证 这 个 结果 其 实 并 不 依赖 于 C 是 由 解析 映射 所 生成 这 一 事实 , 而 对 任 
意 运 动 , 只 要 其 速度 o 与 加 速度 可 适当 定义 , 它 都 是 对 的 . 
(iii) 证 明 此 式 可 以 重 写 为 
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liv) 导出 它 还 可 以 用 向 量 记 号 写 为 


~  |vxd 
k= 


Tee 
把 C 看 成 是 一 条 3 维 空间 的 曲线 的 “密切 平面 "( 见 Hilbert [1932]), 我 们 就 看 
到 这 公式 对 3 维 空间 曲线 也 成 立 . 
在 3 维 空间 中 , $ | (X,¥,2) 为 一 动 点 的 坐标 , FX = acoswt, Y = asinwt, 
Z = bt, 则 此 点 所 走 的 路 径 为 一 螺 线 . 

(i) 给 出 a, w, b HEFE. 

(ii) Ha 5 w 固定, MIRRE 5 很 小 与 很 大 时 是 什么 样子 ? Æ a, b 固定 而 w 

变 得 很 小 或 很 大 时 又 是 什么 样子 ? 

(iii) 请 设想 在 (ii) 中 考虑 的 极限 情况 下 , 螺 线 曲率 的 极限 值 如 何 ” 
(iv) 用 习题 20 之 (iv) 证 明 螺 线 的 曲率 是 


2l. 


一 


a aw 
R= 5 2, 2° 
b 4+ atw 


用 它 来 证 实 你 在 (iii) 中 的 预测 . 
22. 继续 习题 20, 取 f(z) 为 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 ; 


at +6 
c+ d’ 


其 中 A = (ad — be) #0. 证 明 这 个 路 径 的 曲率 是 


a Ip? a 
=| (5) (5); 
而 与 第 3 章 的 习题 18 一 致 . 它 是 一 个 常数 这 件 事 就 给 象 为 圆周 以 新 证 明 . 因 
为 只 有 圆周 才 有 常 曲率 . 
23. 还 是 习题 20 之 续 , 我 们 来 看 一 下 习题 19 中 的 施 瓦 芯 导 数 S), z} 是 如 何 很 
自然 地 从 曲率 的 背景 中 出 现 的 . 
(i) 证 明 


w= f(t) = 


dk 
at | F Tati 
[这 个 公式 是 由 皮 克 " 发 现 的 ， Beardon [1987 中 有 它 的 漂亮 的 应 用 ， 关 于 
曲率 与 施 瓦 茨 导数 的 另 一 种 联系 , 请 参看 习题 wiii] 
( 用 习题 19 的 (iv) 导出 , 车 f(z) 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 , 则 E = 0. 这 个 结 
果 为 什么 在 几何 上 是 自明 的 ? 
加 Georg Alexander Pick, 1859—1942, 奥地利 数学 家 、___ FA 


24. 


20. 


26. 


af. 


28. 


设 c 中 一 运动 质点 在 时 刻 t 的 位 置 是 z(t) = r(t). 
(i) 证 明 此 质点 的 加 速度 是 


z = [F — r6 Je" + [2r + rie". 


(ii) 加 速度 的 径 向 与 横向 分 量 是 什么 ? 

(ii) 车 此 质点 在 一 个 有 心力 场 中 运动 , 力 的 中 心 在 原点 , 导出 其 面积 速度 A = 
(r2612) 为 常数 . 牛顿 的 原理 (Newton, [1687, 第 40 页 ]) 中 有 此 事 的 漂亮 
的 几何 证 明 . 

有 时 一 个 寡 级 数 的 收 和 化 圆周 上 奇 点 分 布 得 如 此 稠密 , 以 至 于 成 为 几何 映射 的 一 

个 真正 的 障碍 , 而 越过 它 向 外 作 解 析 拓展 为 不 可 能 . 这 就 称 为 自然 边界 . 下面 

的 容 级 数 


f(z) = zat tat t ta H 


给 出 了 一 个 例子 , CERCARAI. 证 明 |z| = 1 上 的 点 或 者 其 自身 
就 是 奇 点 或 者 奇 点 任意 地 接近 于 它 . | 提示 : 了 (1) 是 什么 ? 现在 注意 到 f(z) = 
z+ f(z?), 而 由 此 导出 2? = 1 处 都 是 太 的 奇 点 . 继续 这 样 做 下 去 , 证 明 2" 阶 
单位 根 都 是 奇 点 . | 
与 对 于 圆周 的 反 演 不 同 , 证 明 对 于 椭圆 E 的 施 瓦 薪 反 射 并 不 把 互 的 内 域 与 外 
域 互 相对 换 ( 见 图 5-31). WEE, Rel 当 |z| 很 大 时 性 态 如 何 ? 

i) 车 工 是 经 过 实 轴 上 一 点 X ASR YP Be o 的 直线 , 证 明 它 的 施 瓦 获 

函数 是 
Selz) = geo + X(1 — ee). 
(ii) Æ C 是 以 p 为 中 心 ." 为 半径 的 圆周 , 证 明 其 施 瓦 茨 函数 为 


Sclz) = p+ oF 
(iii) 验证 以 下 命题 , 即 在 这 两 种 情况 下 , 即使 = 远离 曲线 , z R) 都 是 通常 
的 反射 . 
令 a 是 [有 向 ) 曲线 K 上 一 点 , K 之 施 瓦 艾 函 数 为 5S(z). 
(i) 证 明 K 在 a 点 的 曲率 是 
i S"{a) 
2 [S'a 


这 里 由 是 图 5-30 中 的 角 , 符号 上 方 的 一 点 表示 对 K 上 的 距离 ( 按 给 定 方 
向 计算 ) 的 导数 , 由 此 导出 


K=o= 


|x| = [S"/2I. 
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[提示 : 因为 S 是 解析 的 , 所 以 S 也 是 . 这 样 , 为 了 计算 S = ds'/dz, 我 
们 只 需 找 到 当 2 有 无 穷 小 运动 dz 时 S 的 改变 dS’, dz 可 在 任意 选 定 方 
向 上 来 取 . 我 们 现在 a AWA K 取 dz, 所 以 dz = etdi, S! 的 相应 的 变化 
MH AK 的 形状 来 决定 , 因为 S 在 天 上 之 值 为 S = et] 

(ii) 导出 天 在 a 点 的 曲率 中 心 是 {a ++2[S'(a)/s"(a)]}. 

(iii) 证 明 K 之 曲率 的 变 率 是 由 施 瓦 茨 函数 的 “ 施 瓦 菠 导 数 " [习题 19) 给 出 : 


i= LTSA, 1, =}. 
T 
29. 把 习题 28(i 的 结果 用 于 习题 27 的 结果 , 由 此 验证 习题 28(i. 
30. $ a 为 曲线 K 上 一 点 , K ARR Sz). 根据 解 析 函 数 具 有 无 穷 可 
徽 性 【这 个 结果 尚未 证 明 ), S(z) 在 a 的 附近 可 以 展开 为 素 勒 级 数 : 


S(2) = S(a) + S'(a)(e ~ a) + ZS" (a)(2 — a)? + $S" (0)(2 — a)? + 


(i) 证 明天 在 a AMURAA LATA, 这 就 证 实 
了 我 们 在 图 5-30 中 看 见 的 一 件 事 : 在 很 接近 于 a 处 , 对 切线 的 反射 是 施 
瓦 艾 反射 的 很 好 的 近似 . 

(ji) 很 自然 会 设想 对 于 下 在 a 点 的 曲率 圆 ( 记 为 C) 的 反 演 是 Reliz) 更 好 的 
近似 . 现在 来 验证 它 : 用 习题 28(ii) 和 习题 27(ii) 来 求 So, 并 证 明 它 可 以 
写作 i 

Solz) =a+ > + 2(sy" jt -二 Ce- a)| | 
这 里 所 有 导数 都 是 在 a 点 取 的 . 证 明 sc 与 8S 的 二 项 展开 式 的 前 三 项 
完全 一 样 , 但 以 后 一 般 地 说 就 不 同 了 . [提示 : 可 以 用 在 K 上 (S/S = 
- (S97 /S" 这 件 事 . 请 给 出 其 证 明 . | 

(iii) AK 的 曲率 & 为 常数 , 则 KK 就 是 其 本 身 的 曲率 圆 . Ss 与 Se 在 第 三 项 
以 后 不 同 就 反映 了 « 是 变动 的 . 这 样 就 会 猜测 到 , s BRR OR, 与 
MC 的 反 演 偏离 也 越 大 . 继续 上 一 部 分 , 并 用 习题 28(iii) 来 验证 这 个 预 
想 , 其 精确 形式 是 


Solz) — S(z) ~ (4/3) [5"]" &(z 一 oj3. 
$ C 与 DD 是 两 个 相交 的 圆周 . WEN C 的 反射 ( 即 反 演 ) RD 为 其 本 身 我 
{iE “DM C MRR. 我 们 知道 , SEREAS DSc 正 交 时 会 发 生 这 样 的 事 ， 
所 以 


3 


= 


D Xf C HI COM D 对称. 
所 以 我 们 可 以 简单 地 就 说 “C 与 D 对称", 现在 看 一 下 如 果 把 C 与 D 推广 为 
相交 的 具有 施 瓦 获 函数 的 弧 , 并 将 反 演 推广 为 施 瓦 蔬 反 射 , 会 得 到 什么 . 
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(i) 解释 为 什么 说 “D 对 CHR MEiN EA dE DE, WW Rp [Re(d)] = 
Rod". 这 两 段 弧 是 否 必 须 正 区 ? 
(ii) 4 D Xf COMB, 导出 (Rp o Re) 与 (Reo Rp) 两 个 映射 在 D 上 相等 
(iii) 利用 这 两 个 映射 为 解析 (为 什么 ?) 这 件 事 , 导出 C 必然 也 对 D 对 称 . 这 
样 , 与 圆周 的 情况 一 样 , 我 们 可 简单 地 就 说 C 与 D 为 对 称 . 
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6.1 5| E 


6.1.1 平行 线 公 理 


我 们 在 前 面 已 经 略微 提 到 (在 19 世纪 中 的 ) 一 项 了 不 起 的 发 现 , 即 在 欧 氏 几何 
之 外 还 存在 着 其 他 的 几何 学 . 本 章 是 供 选 读 用 的 , 我 们 在 这 里 将 开始 探讨 在 这 些 所 
谓 的 非 欧 几何 学 与 复数 之 间 存 在 着 的 联系 . 因为 本 节 是 一 个 引言 , 其 中 将 要 概述 一 
些 关 键 性 的 思想 与 结果 , 尽管 可 能 没有 时 间 来 读 完 整个 这 一 章 , 我 们 还 是 希望 你 读 
一 下 本 节 . 

研究 欧 氏 几何 的 方法 之 一 , 是 从 “点 ”和 “直线 ”这 些 东西 的 定义 以 及 关于 它 
们 的 性 质 的 一 些 假设 (公理) 开始 .从 这 往 后 , 则 只 用 由 辑 来 推导 出 这 些 对 象 的 进 一 
步 的 性 质 , 而 它们 是 起 始 的 公理 的 必然 推论 . 这 就 是 欧 几 里 德 的 名 着 《几何 原本 》 所 
遵循 的 道路 . 那 本 书 成 书 约 在 公元 前 300 年 . 

当然 , 欧 氏 几何 不 是 一 下 子 就 突然 以 完全 成 形 的 会 理 和 定理 的 逻辑 体系 出 现 
的 . 相反 , 它 只 是 对 物理 地 构造 出 来 的 直线 、 三 角形 和 圆 等 进行 物理 量度 的 结果 的 
理想 化 的 描述 , 而 这 种 描述 是 逐步 发 展 起 来 的 . 所 以 尽管 古人 并 不 这 样 想 , 欧 氏 几 
何 并 不 仅仅 是 数学 , 它 是 关于 空间 的 物理 理论 一 一 而 且 是 精确 得 如 同 幻想 的 理论 . 

但 是 欧 氏 几何 并 不 是 一 个 完美 的 理论 : 现代 的 实验 揭示 了 , 欧 氏 几何 所 作 的 预 
W, 和 对 于 物理 空间 中 构造 出 来 的 几何 图 形 的 几何 性 质 , 与 人 们 所 作 的 物理 测量 有 
极其 微小 的 偏离 . 现在 已 经 知道 , 这 种 对 于 欧 氏 几何 的 偏离 , 是 以 一 种 精确 的 数学 
方式 受到 物质 与 能 量 在 空间 中 的 分 布 所 管辖 , 这 正 是 爱 因 斯 坦 在 1915 年 发 现 的 关 
于 引力 的 革命 性 理论 {广义 相对 论 ) 的 实质 . 

还 发 现 了 , PASHAN AAR, 与 欧 氏 几何 的 预测 的 偏离 也 越 大 . 然而 重要 的 
是 要 看 到 , 对 于 合理 大 小 的 图 形 , 这 种 偏差 典型 地 有 多么 小 . 举 一 个 例 , 测量 一 个 半 
径 为 1 米 的 圆周 的 周 长 , 尽管 我 们 的 测量 装置 已 经 可 以 测 出 单个 物质 原子 大 小 那 
FES, 仍然 测 不 出 与 欧 氏 几何 的 偏离 ! 所 以 毫 不 奇怪 , 两 二 多 年 来 的 数学 家 们 
都 被 诱惑 深信 : 欧 氏 几何 学 是 唯一 的 逻辑 上 可 能 的 几何 学 . 

在 爱 因 斯 坦 之 前 整整 一 个 世纪 , 就 发 现 为 了 说 明 引 力 需 要 非 欧 几 何 学 , 这 确实 
是 人 类 的 数学 思想 之 强大 有 力 的 极 伟大 的 贡献 , 要 想 找 到 这 个 数学 的 种 子 在 哪里 ， 
我 们 还 得 回 到 证 希腊 去 . 

欧 几 里 德 从 怡 好 5 个 公理 开始 , 其 前 4 个 从 未 引起 争论 . 例如 第 一 个 公理 只 
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是 宣称 , 通过 任意 给 定 的 两 点 , 只 有 唯一 一 条 直线 . 然而 第 五 公理 ( 即 所 谓 平 行 线 公 
理 ) 的 状态 就 不 那么 清楚 , 它 就 变 成 了 研究 的 主题 而 最 终 导 致 非 欧 几 何 学 的 发 现 ; 

平行 线 公理 ”过 直线 工 外 任 一 点 p 只 有 恰好 一 条 直线 L' 与 不 相交 . (6.1) 

图 6-1a 画 出 了 平行 线 公理 , 同时 也 解释 了 何以 这 个 公理 , 至 少 是 按照 上 面 陈述 
的 形式 , 不 能 用 实验 来 验证 . 当 直 线 M 向 L' 旋转 时 , 其 交点 g 沿 工 越 走 越 远 . 我 
们 的 几何 直觉 是 以 画 在 平面 的 有 限 部 分 上 的 图 形 为 基础 的 , 但 是 要 验证 L' 与 工 不 
相交 就 需要 一 个 无 限 的 平面 . 我 们 当然 可 以 想象 无 限 平面 是 什么 样子 , 但 是 我 们 设 
有 任何 第 一 手 经 验 来 支持 我 们 的 预感 . 


图 61 


我 们 所 表达 的 只 是 现代 人 的 疑惑 ， 在 历史 上 数学 家 们 则 热烈 地 相信 (6.1)， 以 
至 于 认为 它 是 直线 的 逻辑 上 必要 的 性 质 . (ARREARS, 他 们 就 应 该 能 直接 证 明 它 ， 
而 和 不必 像 欧 几 里 德 那 样 只 是 假设 它 . 

有 许多 想 由 前 四 个 公理 来 导出 (6.1) 的 尝试 , 萨 开 里 "在 1733 HEFTER H 
尝试 可 算是 最 透彻 的 之 一 . 他 的 想法 是 ， 如 果 (6.1) 不 真 , 必定 会 产生 矛盾 .他 把 
(6.1) 的 反 命题 分 成 两 种 情况 : 

球面 公理 ”没有 任何 一 条 过 的 直线 不 与 相交 . (6.2) 
还 有 

双 曲 公理 至 少 有 两 条 过 p 的 直线 不 与 相交. (6.3) 
(6.2) 何以 称 为 球面 公理 瑟 上 就 会 明白 , 但 是 把 “ 双 曲 ”一 词 与 (6.3) 联系 起 来 , 虽然 
是 标准 的 作法 , AA EHE. 

在 (6.2) 的 情况 下 , 如 果 假 设 直 线 有 无 穷 长 度 , 萨 开 里 确实 能 够 得 出 一 个 矛盾 . 
但 是 如 果 放 弃 这 个 要 求 , 我 们 就 会 得 到 一 种 非 欧 几何 , 称 为 球面 几何 . 这 是 下 节 的 
主题 . 

在 (6.3) 的 情况 下 , 萨 开 里 和 他 以 后 的 数学 家 可 以 导出 很 奇怪 的 结论 , 但 是 无 
法 找到 矛盾 . 我 们 现在 知道 了 , 这 是 由 于 (6.3) 给 出 了 另外 一 种 可 以 自圆其说 的 非 
欧 几 何 , 称 为 双 曲 几何 . 在 由 (6.2) 与 (6.3) 得 出 的 两 种 非 欧 几何 中 , 双 曲 几何 蕴含 
了 多 得 多 的 秘密 , 而 且 也 重要 得 多: 它 在 许多 现代 研究 领域 中 是 必 不 可 少 的 工具 . 


(Q Girolamo Saccheri, 1667—1733, MARA. —-- 译 者 注 
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进一步 说 , 在 某 种 意义 {这 一 点 下 面 还 要 讨论 .) F, 双 曲 几何 包括 了 欧 氏 几何 与 球 
面 几何 . 


6.1.2 ” 非 欧 几何 的 一 些 事实 


我 们 先 来 看 一 看 这 些 新 几何 学 与 欧 氏 几何 有 什么 不 同 . 欧 氏 几何 的 一 个 非常 为 
人 熟知 的 定理 说 , 在 任意 三 角形 了 H, 恒 有 
(T NAA )=n. 
从 图 6-1b 就 可 以 看 出 , 这 个 结果 实际 上 等 价 于 平行 线 公 理 . 由 此 可 知 , 在 非 欧 几何 
中 , 三 角形 的 内 角 和 不 等 于 n. 为 了 量度 这 个 差别 , 我 们 引入 所 谓 的 角 盈 E: 


E(T) = (TH AAA) — x. 


这 样 , We EC JL A ist ea ff ft Ay SR. 
注意 , 与 平行 线 公理 原来 的 表述 不 同 , 这 个 命题 可 以 用 实验 来 检验 : 作 一 个 三 
角形 , 测量 它 的 角 , 看 加 起 来 是 否 为 n 高 斯 是 第 一 个 想到 物理 空间 可 能 不 是 欧 氏 
空间 的 人 , 他 甚至 企图 作 上 述 实 验 , 用 三 个 小 山头 作为 三 角形 的 顶点 , 而 用 光线 作 
为 其 边 . 但 是 在 他 的 实验 装置 所 能 容许 的 精度 内 , 他 发 现 £ = 0. 然而 , 高 斯 十 分 正 
确 地 并 不 断言 物理 空间 的 构造 肯定 是 欧 几 里 德 的 , 而 是 说 , 如 果 它 不 是 欧 几 里 德 的 ， 
它 与 欧 氏 几何 的 偏离 也 极为 微小 . 
我 们 现在 从 物理 学 回 到 数学 . 高 斯 和 兰 伯 特 "都 用 纯粹 的 逻辑 得 出 了 (6.2) 与 
(6.3) 的 种 种 推论 , 独立 地 发 现 了 两 种 从 相反 方向 偏离 欧 氏 几何 的 非 欧 几 何 学 ; 
se 在 球面 几何 中 , 内 和 角 和 大 于 :三 > 0. 
s 在 双 曲 几何 中 , 内 节 和 小 于 r:E<= 0. 
他 们 还 都 进而 发 现 一 个 惊人 的 事实 , BD EET) 完全 决定 了 三 角形 的 面积 . 更 确切 些 
i, 
E(T) 简 单 地 正比 于 三 角形 T 的 面积 A(T) : ET) = KAT), 
k 是 一 个 常数 , 在 球面 几何 中 为 正 , 在 双 曲 几何 中 为 贡 ， 
有 好 几 件 有 趣 的 事 都 与 这 个 结果 有 关 : 
* 视 正常 数 k 之 值 不 同 , 会 有 无 穷 多 种 不 同 的 球面 几何 学 , 虽然 它们 并 无 定性 
的 区 别 . 类 似 于 此 , 每 个 不 同 的 负 值 上 给 出 不 同 的 双 曲 几何 . 
© 因为 三 角形 内 角 和 不 能 为 负 , €(T) > —n, 所 以 在 双 曲 几何 中 没有 一 个 三 角 
形 面 积 会 大 于 |(x/k)|. 
* 在 非 欧 几 何 中 没有 相似 三 角形 一 说 ! 这 是 因为 (64) 式 告 诉 我 们 , 两 个 大 小 
不 同 的 三 角形 不 能 有 相等 的 衣 . 
e 与 上 一 点 密切 相关 , 在 非 欧 几何 中 存在 有 总 对 的 长 度 单位 . 例如 在 球面 几何 
中 我 们 可 以 定义 绝对 的 长 度 单位 为 内 角 和 为 1.01r 的 等 边 三 角形 的 边 长 . 类 


D Johann Heinrich Lambert, 1726—1777, 生 于 法 国 死 于 德国 的 数学 家 ,一 一 译 者 注 
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似 地 , 在 双 曲 几何 中 则 可 定义 它 为 内 角 和 为 0.99 x 的 等 边 三 角形 的 边 长 . 

s 定义 绝对 长 度 单位 的 一 个 比较 自然 的 方法 是 利用 常数 k 因为 角 的 弧度 值 定 
义 为 长 度 之 比 , 因此 € 是 纯粹 的 〈【 即 无 量 岗 , 无 单位 的 ) 数 . 另 一 方面 , 面积 
A 的 单位 是 长 度 的 平方 , 所 以 k 的 单位 是 1/( 长 度 )?, 所 以 在 球面 几何 中 k 
可 以 用 一 个 长 度 R 写成 : k= +(1/R?); 在 双 曲 几何 中 则 为 k= —(1/R?). R 
们 以 后 会 看 到 对 这 个 长 度 可 以 给 出 一 个 非常 直观 的 解释 . 

s 三 角形 越 小 就 越 难 与 欧 氏 三 角形 相 区 别 : 只 有 当 线 性 尺度 是 中 的 一 个 相当 
大 的 分 数 倍 时 , 差别 才 变 得 明显 起 来 . 这 就 是 为 什么 高 斯 在 他 的 实验 中 要 选 
取 他 能 得 到 的 最 大 的 三 角形 ， 爱 因 斯 坦 的 理论 解释 了 何以 高 斯 的 三 角形 仍 
然 太 小 : 在 环绕 地 球 的 空间 中 引力 场 是 很 微弱 的 , 这 相应 于 k 的 值 极 其 渺小 ， 
RR 的 值 会 极其 巨大 . 如 果 高 斯 能 在 黑洞 附近 做 实验 , 情况 就 大 为 不 同 了 ! 


6.1.3 ”弯曲 曲面 上 的 几何 学 


本 书 一 开始 就 讨论 过 复数 如 何在 开始 时 过 到 了 巨大 的 反对 , 而 在 对 它 给 出 了 具 
体 解 释 后 终于 为 人 们 接受 . 非 欧 几何 的 故事 也 引信 注目 地 与 此 相 羽 . 

高 斯 从 来 没有 公开 发 表 他 关于 非 欧 几何 的 革命 性 思想 , 而 人 们 通常 把 这 个 功绩 
归于 两 个 独立 发 现 双 曲 几何 的 人 : -ERF 1832. 一 是 罗 巴 切 夫 斯 基 2 于 1829. 
事实 上 , 双 曲 几何 通常 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 , 可 能 是 因为 他 的 研究 多 少 比 鲍 耶 更 
深入 一 些 . 然而 , 在 他 们 得 到 发 现 后 的 几 十 年 间 , 鲍 耶 的 工作 完全 被 人 们 忽视 了 , F 
巴 切 夫 斯 基 的 工作 也 只 遭 到 恶意 攻 计 . 

在 促使 人们 接受 非 欧 几 何方 面 ， 决 定性 
的 人 物 是 贝尔 特 拉 米 2. 他 在 1868 年 发 现 , 对 
于 双 曲 几何 可 以 通过 微分 几何 而 给 出 具体 的 
解释 .对 于 现在 读 这 本 书 的 读者 来 说 , 只 要 
知道 微分 几何 就 是 用 微 积 分 的 思想 来 研究 弯 
曲 的 曲面 就 够 了 .贝尔 特 拉 米 发 现 了 , 存在 
一 个 被 称 为 伪 球 的 曲面 , 见 图 6-2, 它 上 面 画 
出 的 图 形 自动 地 服从 双 曲 几何 的 法 则 ”， 从 
心理 学 的 角度 来 看 ， 贝 尔 拉 特 拉 米 的 仿 球 对 = - 

于 双 曲 几何 的 作用 ,就 如 同 复 平面 曾经 对 复 图 6-2 
数理 论 所 起 过 的 作用 一 样 . 
@ János Bolyai, 1802--1860, WARS. ——- 译 者 注 
@) Nikolai Ivanovich Lobachevsky, 1792—1856, F#AHRSMRER. PEMAMLN-ALAY 
作 《 平 行 线 论 》 很 早 就 有 中 文 译本 ; FE, 商务 印 书 馆 1928 年 出 版 . 罗 巴 切 夫 斯 基 的 省 字 被 译 成 
T "FERME. 一 一 译 者 注 
@ Eugenio Beltrami,1849—1900, 意 支 利 数学 家 . 一 一 译 者 注 
@ 这 显然 是 过 于 简化 而 低估 了 贝尔 特 拉 米 的 成 就 ， ARG, RASH ARO ATA! 
- 译 者 注 
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为 了 解释 这 句 话 的 意思 , 我 们 先 来 讨论 在 更 一 般 的 曲面 , 如 图 6-3 那样 的 看 来 
怪 怪 的 蔬菜 那样 的 曲面 "~ 上, 怎样 “做 几何 ". 在 这 种 曲面 上 研究 几何 的 思想 , 本 质 上 
来 自 高 斯 , (而 更 广泛 地 ) MAA RS. 

我 们 要 做 的 第 一 件 事 就 是 用 测 地 线 的 概念 来 代替 直线 的 概念 . 正如 在 平坦 的 
平面 上 直线 段 可 以 定义 为 两 点 之 间 的 最 短路 径 一 样 , 在 这 曲 的 曲面 上 , 连接 两 点 的 
测 地 线段 也 可 以 (暂时 地 ) 定义 为 在 此 曲面 上 最 短 的 连接 路 径 ， 举例 来 说 , 如 果 你 
是 一 只 生活 在 图 6-3 那样 的 曲面 上 的 晤 蚁 , 想 尽 可 能 快 地 由 a ER b, 你 当然 会 沿 
着 图 上 所 示 的 测 地 线 走 . 图 上 还 画 出 了 连接 男 一 对 点 c 和 a 的 测 地 线 . 


下 面 是 一 个 可 以 实际 做 出 测 地 线段 的 简单 方法 : 取 一 根 线 连接 a 与 5b 并 把 它 
在 曲面 上 绷 紧 . 假设 这 条 根 线 很 容易 在 曲面 上 滑动 , 线 上 的 张力 就 可 以 保证 所 得 的 
路 径 是 最 可 能 地 短 , 不 过 要 注意 , 在 cd 的 情况 , 我 们 就 必须 想象 这 根 线 在 曲面 内 侧 
国定 . 要 想 用 一 致 的 方法 来 处 理 所 有 可 能 的 一 对 点 , 最 好 是 设想 曲面 有 相隔 极 薄 的 
夹层 , 线 就 放 在 夹层 里 . 

我 们 应 该 如 何 定 义 这 种 几何 学 中 的 距离 , 现在 就 很 清楚 了 : a, b 两 点 的 距离 就 
是 连接 它们 的 测 地 线段 的 长 度 . 图 6-3 上 还 画 出 了 例如 怎样 定义 以 p 为 中 心 、r 为 
半径 的 圆周 , 即 定 义 它 是 离 p 距离 为 r 的 点 的 轨迹 . 要 想 作 这 个 圆周 , 取 一 段 长 为 
r 的 线 , 把 它 的 一 端 固定 在 p 外 , 然后 (ERR Be) 拉 着 另 一 端 在 此 曲面 
上 和 转 一 周 , 

给 定 了 曲面 上 三 个 点 , 我 们 用 测 地 线 把 它们 联 成 三 角形 , 图 6-3 上 画 了 两 个 这 
样 的 三 角形 : T, 和 T. 现在 来 看 n 的 三 个 内 角 . 很 明显 ET) > 0, 如 同 球面 几何 
中 的 三 角形 ; 而 ET) <0, 如 同 双 曲 几何 中 的 三 角形 ， 


QD 欧洲 读者 可 能 以 为 这 是 幻想 的 蕊 菜 , 而 闫 国人 可 以 在 超市 里 洋 到 这 种 蔬 荣 ，( 对 我 国人 A 来 说 , 它 简 单 
地 就 是 个 葫芦 , 所 书 我 们 下 面 就 说 戎 芦 而 不 说 蔬菜 了 . 一 一 译 者 注 ) 


6.1 4] SB MI 


6.1.4 ”内 草 几 何 与 外 在 几何 的 对 立 


很 清楚 , 正 是 曲面 的 曲率 使 得 £(7,) 和 ET) 不 同 于 其 欧 几 里 德 值 E = 0. 然 
而 曲面 在 空间 中 的 精确 的 形状 在 这 里 不 起 作用 . 想 要 看 到 这 一 点 , 从 图 6-3 的 葫芦 
上 切 下 一 小 片 包 售 n 的 皮 . 因为 葫芦 皮 是 相当 硬 的 , 把 它 轻 微 弯 一 点 不 会 把 它 拉 
长 ! 现在 我 们 可 以 轻 轻 地 把 这 一 小 片 戎 芦 皮 弯 成 无 穷 多 种 稍 有 不 同 的 形状 : 由 于 这 
种 无 拉 伸 的 弯曲 , 戎 芦 皮 的 外 在 几何 变 了 . 例如 构成 T 的 边缘 的 空间 曲线 形状 就 
会 变 了 . 

另 一 方面 , 如 果 你 是 生活 在 戎 芦 皮 上 的 有 智慧 的 蚂蚁 , 在 此 曲面 上 作 的 任何 几 
何 实验 都 无 法 让 你 知道 发 生 了 什么 变化 . 我 们 就 说 内 蔓 几 何 并 没有 改变 . 举例 来 说 ， 
T, 的 边缘 曲线 仍然 是 曲面 上 的 最 短路 径 ， 相 应 于 此 e 之 值 不 受 无 拉 伸 弯曲 的 影 
响 : E SAR (而 非 外 在 ) 曲率 管制 的 . 

为 了 概括 这 个 事实 , 考虑 图 6-4. 左 方 是 一 片 平 坦 的 纸 , 其 上 夯 了 一 个 三 顶 角 为 
[r/2)、fr/6)、(r/3) 的 三 角形 T. 当然 ET) = 0. 很 清楚 , 我 们 可 以 把 这 一 片 平坦 
的 纸 弯 成 右 方 两 个 曲面 (这 是 外 在 的 弯曲 )”. 然而 , 内 草地 来 说 这 些 曲面 完全 设 有 
改变 一 一 二 者 都 平坦 得 如 一 个 前 饼 一 样 ! 它们 上 面 画 的 三 角形 (由 于 对 这 张 纸 作 
J ACHR TS H, 了 就 变 成 了 它们 ) 正 是 有 智慧 的 蚂蚁 用 测 地 线 构造 出 来 的 , 两 者 
都 有 E= 0: 这 些 时 面 上 的 几何 学 仍 是 欧 氏 几何 . 


Pl Pea ITR 
oe 


6.15 ”高 斯 曲率 


高 斯 在 1827 年 发 表 了 一 篇 论文 , 对 于 内 草 和 外 在 内 何 作 了 美丽 的 分 析 2, 在 其 

中 高 斯 揭示 了 这 两 种 几何 中 存在 着 的 惊人 的 联系 . 我 们 在 这 里 只 能 以 最 一 般 的 形 

式 宣 述 他 的 某 些 最 重要 的 结论 . 关于 这 些 一 般 结果 的 解释 , 请 去 读 微 分 几何 的 专著 ， 

本 章 之 末 推 荐 了 一 些 文献 ,然而 懂得 非 欧 几 何 又 只 需要 这 些 一 般 结果 的 某 些 特例 ， 

对 它们 的 验证 则 散 见 于 本 章 之 中 . 

D 你 能 把 一 个 矩形 柠 成 最 右 方 的 曲面 吗 ? 

D 此 文 标题 是 "Disqusitiones generales circa su perficies earvea"( 基 于 曲面 的 一 般 研 究 }. 原文 是 拉丁 

SCH). 文献 目录 中 的 Gauss [1927] 是 其 英 译 本 . 但 近年 有 一 个 很 好 读 的 英 译 本 , M P. Dambrowski, 


“150 Years After Gauss’ Disquitiones” Asterisque. Vot 62 (1979). 这 篇 文章 的 中 译 立 可 以 在 * 数 
学 译 林 》 杂志 2008 年 1, 2 期 中 找到 , 一 一 译 者 注 
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对 于 图 6-3 中 那样 的 曲面 , 很 明显 它 有 些 地 方 比 其 他 地 方 更 弯曲 , 而 且 , 弯曲 
的 类 型 也 因 地 而 并. 为 了 把 曲面 在 一 点 p 处 的 弯曲 之 程度 (与 类 型 ) 加 以 量化 , 高 
斯 引入 了 一 个 量 k(p) RARA EET, 它 的 定义 我 们 马上 就 来 讲 . kio) 的 量 值 越 大 ， 
曲面 在 p 点 就 越 弯 曲 . kfp) 的 符号 则 定性 地 告诉 我 们 , 在 紧 接着 p 的 领域 中 曲面 是 
什么 样子 . 见 图 6-5. € k(p) <0, U p 点 的 邻 域 像 一 个 马鞍 ; 在 有 些 方向 上 癌 上 弯 
H, TEn- EAE PS. 者 kip > 0, 则 它 在 各 个 方向 上 都 同样 地 夺 曲 , 像 
一 片 球面 . 


k(p)-<0 kip) =ü kipj=0 


ae ge, 
ane 
ft. at 


图 6-5 


我 们 马上 就 要 说 明 , 我 们 现在 用 k 表示 高 斯 曲率 , 又 在 前 面 用 相同 的 记号 表示 
(6.4) 中 的 常数 , 这 决 非 偶然 一 它们 原 是 同样 的 东西 ! 

高 斯 原来 是 这 样 定义 k(p) BY. 作 一 个 平面 I 使 它 包含 曲面 在 p RA PETA) in, 
而 令 为 工 与 此 曲面 相交 而 成 的 曲线 在 p 点 的 (有 符号 的 ) 曲率 . k 之 符号 视 曲 率 
中 心 是 在 n 方 同 还 是 -n 方向 而 定 . 当 0 绕 者 n 旋 转 时 , k 的 最 小 值 kmin 与 最 大 值 
kmax MRA EAE. [附带 说 一 下 , 欧 拉 在 这 以 前 就 有 了 一 个 重要 发 现 , 即 主 曲率 产生 
在 两 个 互相 径直 方向 上 .] 高 斯 定义 k 为 主 曲率 之 积 : 


k = kminkmax - 


注意 , 这 个 定义 用 到 了 曲面 在 空间 中 的 精确 形状 (因而 属于 外 在 几何 ). 然而 高 
斯 在 上 面 说 的 文章 (Gauss |1827]) 向 前 推进 作出 了 一 个 惊人 发 现 , 就 是 kip) 实际 上 
度量 了 曲面 的 内 冀 的 曲率 , 就 是 说 , k 在 弯曲 之 下 不 变 ! 高 斯 确实 有 理由 为 这 一 结果 
骄傲 , 并 称 它 为 Theorema Egregium( #4) 22). 作为 这 个 结果 的 一 个 例子 , 你 可 以 
可 视 地 使 自己 信服 , 在 图 6-4 的 那 几 个 内 草地 为 平坦 的 曲面 上 , k=0. 

k 的 内 冀 的 意义 展现 在 下 述 的 基本 结果 中 : SA 是 位 于 p 点 的 无 穷 小 三 角形 ， 
其 面积 为 dA, R 

E(A) = k(p)dA. (6.5) 


既然 €(A) 与 dA 都 是 定义 在 内 曹 几何 中 的 , k= (51d.A) 当然 也 是 . 我 们 在 这 里 再 
次 请 你 读 一 读 微 分 几何 的 专著 , 去 看 一 下 (6.5) 式 的 证 明 . 


TIFARE. 全 曲率 ， 或 者 干脆 就 说 是 曲率 ， 
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由 (6.5) 式 可 知 [见习 题 1), 对 于 非 无 穷 小 的 三 角形 T, 只 要 把 高 斯 曲率 在 了 的 
内 域 加 起 来 ( 即 进行 积分 ), 就 可 得 到 T ANF i: 


E(T) = | k(p)dA. (6.6) 
我 们 下 面 就 要 解释 , 贝尔 特 拉 米 认识 到 , 微分 几何 的 这 个 可 爱 的 结果 已 经 引导 我 们 
非常 接近 于 非 欧 几何 的 具体 解释 了 . 


6.1.6 ” 常 曲率 曲面 


考虑 一 个 kp 在 各 点 p 上 均 取 相同 值 的 曲面 , 我 们 称 这 曲面 为 常 昌 幸 曲面 . 例 
如 , 平面 就 是 一 个 常 曲率 k=0 的 曲面 , 图 6-4 中 其 他 曲面 也 是 k=0 的 常 曲率 曲面 ; 
球面 则 是 一 个 具有 常 正 曲率 的 曲面 之 例 (但 不 是 唯一 的 常 正 曲 率 曲面 ); 图 6-2 中 的 
伪 球 则 是 具有 常 负 曲率 曲面 之 例 (也 非 唯 一 的 ). 

在 常 曲率 曲面 的 情况 下 (也 只 有 在 此 情况 下 ), (6.6) 式 成 为 


£(T) = J dA = kA(T). 


但 这 正 是 非 欧 几 何 的 基本 公式 (6.4)! 于 是 , 正如 贝尔 特 拉 米 已 经 看 到 的 那样 ， 
欧 氏 几何 、 球 面 几何 和 双 曲 几何 都 可 以 具体 解释 为 具有 零 、 正 
或 负 常 曲率 的 曲面 之 内 蕴 几 何 学 ， 


图 6-6 用 各 种 类 型 的 最 简单 的 曲面 说 明了 这 一 点 . 作为 额外 的 奖励 , 回忆 一 下 , 我 
们 以 前 曾 


一 aoe 
SSS 


欧 医 几何 球面 几何 双 曲 几何 
图 66 


通过 写 出 k= +(1/R?) 而 对 各 种 非 欧 几 何 都 赋予 了 一 个 绝对 的 长 度 单位 R. 我 们 得 
到 的 奖励 就 是 , 这 个 REA T EM: 在 球面 几何 中 , RR 只 不 过 就 是 球面 的 
半径 ; 对 于 双 曲 几何 , 它 就 是 伪 球 的 圆周 底 边 的 半径 ( 称 为 伪 球 的 半径 )， 对 这 两 种 
解释 , 我 们 在 下 面 还 要 加 以 论证 . 

再 重新 考虑 一 下 第 1 章 末 的 讨论 , 就 可 以 更 直观 地 理解 常 曲率 的 要 求 . 在 第 1 
章 末 , 我 们 已 看 见 欧 氏 几何 的 中 心思 想 就 是 平面 上 的 运动 群 : 运动 就 是 保持 每 一 对 
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点 的 距离 的 一 一 映射 . 例如 , 两 个 图 形 是 全 等 的 , 当 且 仅 当 存 在 一 个 运动 使 前 一 图 
形 与 后 一 图 形 重 合 . 为 使 这 个 相等 性 的 基本 观念 可 以 用 于 非 欧 几何 , 我 们 要 求 我 们 
的 曲面 也 容许 有 类 似 的 运动 群 . 如 果 我 们 在 图 6-3 的 戎 芦 表 面 上 取 一 个 三 角形 , 很 
显然 不 可 能 把 它 滑 动 到 一 个 新 位 置 而 仍旧 与 曲面 紧 贴 , 这 是 因为 曲面 在 新 位 置 上 弯 
曲 的 方式 不 同 : 曲率 的 变化 是 对 于 运动 的 障 研 . 

可 以 求助 于 (6.5) 式 把 这 个 的 直观 的 解释 卉 清楚 . 然而 我 们 想 首先 消除 一 个 可 
能 的 混淆. 图 6-6 左 方 平坦 平面 上 的 三 角形 显然 可 以 白 由 地 滑动 和 旋转 , 但 是 图 6-4 
上 那些 (外 在 地 ) 弯曲 的 曲面 上 的 三 角形 又 如 何 呢 ? 这 些 曲面 毕竟 内 草地 仍 是 平坦 
的 , 而 贝尔 特 拉 米 希望 我 们 相信 , 对 于 研究 欧 氏 几何 , 它们 和 平面 是 一 样 地 好 , 如 果 
我 们 想象 这 些 三 角形 是 完全 刚性 的 , 那 就 很 清楚 , 如 果 把 这 些 三 角形 称 到 曲面 它 处 ， 
它们 就 不 再 能 紧 贴 曲面 了 . 但 是 如 果 这 些 三 角形 是 从 普通 的 纸 (可 以 弯曲 但 不 能 拉 
$) 上 前 下 来 的 , 它们 确实 能 够 自由 地 滑动 与 旋转 , 总 是 能 够 完善 地 紧 贴 着 曲面 , 这 
一 类 运动 才 是 我 们 要 与 之 打交道 的 . 

为 了 弄 清 楚 曲 率 与 运动 的 存在 性 之 间 的 联系 , 考虑 p 处 的 无 穷 小 (可 弯曲 但 不 
可 拉 伸 的 ) 三 角形 . 如 果 其 角 硬 是 E 而 面积 为 dA, (6.5) 起 告诉 我 们 曲面 在 p 点 的 
高 斯 曲率 是 kip) = (€/d.A). 现在 设 有 一 个 运动 将 此 三 角形 移 到 曲面 的 g 点 处 . 为 
THEE q 点 仍 能 紧 贴 曲面 , 可 能 需要 将 它 包 弯曲 一 点 , 但 是 因为 不 许可 将 它 拉 伸 ， 
E 和 dA 之 值 就 不 会 改变 . 这 样 k(g) = (E/dA) = kip), 而 此 曲面 必须 具有 常 曲率 . 

最 后 , 回 到 图 6-6 所 示 的 球面 和 双 曲 几何 的 特定 的 模型 . 很 明显 , 球面 上 的 三 
角形 可 以 自由 地 请 动 与 旋转 . 事实 上 , 在 球面 上 和 在 平面 上 一 样 , RAS, 因 
为 球面 不 论 是 内 区 曲率 还 是 外 在 曲率 都 是 常 值 的 . 

至 于 伪 球 面 上 的 双 曲 几何 又 如 何 ? 肯定 远 非 如 此 显然 , 但 是 伪 球 面具 有 常 曲率 
将 可 以 保证 那个 可 咨 曲 但 不 可 拉 伸 的 三 角形 能 够 目 由 地 滑动 和 旋转 [这 一 事实 将 在 
后 面 证 明 ], 而 且 总 是 完全 地 紧 贴 着 曲面 . 习题 15 说 明 , 可 以 自己 做 一 个 伪 球 面 , 一 
旦 做 好 了 , 你 就 可 以 用 实验 来 验证 我 们 宣布 的 这 个 惊人 事实 了 . 


6.1.7 ”与 默 比 乌 斯 变换 的 联系 


正如 我 们 在 第 1 章 中 已 确定 的 那样 , 如 果 把 欧 氏 平面 与 复 平面 C 等 同 起 来 , 则 
其 上 的 运动 (和 相似 ) 都 可 由 特别 简单 的 默 比 乌 斯 变换 M(z) = az +b 来 表示 . 我 
们 想 在 本 章 里 解释 的 主要 奇迹 之 一 则 是 , 球面 几何 与 双 曲 几何 中 的 运动 也 是 默 比 乌 
斯 变换 ! 

球面 上 的 最 一 般 的 【 保 向 ) 运动 就 是 绕 球 心 的 旋转 . 把 球面 映 到 C 上 的 球 极 射 
影 是 球面 的 一 个 共 形 映射 , 而 球面 的 旋转 则 成 为 作用 在 此 映射 象 上 ( 即 C 上 ) 的 复 
函数 . 我 们 在 第 3 章 中 已 经 代数 地 证 明了 , 这 些 函 数 就 是 以 下 形状 的 默 比 乌 斯 变换 . 

az+b 


M{z) = = 
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这 首先 是 由 高 斯 在 1819 左右 发 现 的 . 我 们 将 在 下 一 节 用 更 有 和 启发 性 的 方式 重新 导 
HE, 还 要 探讨 它 与 哈密 尔 顿 的 “四 元 数 ” 的 关系 . 

按照 同样 的 模式 , 也 能 构造 由 伪 球 面 到 C 内 的 共 形 上 映射, 从 而 把 伪 球 面 上 的 运 
动 也 变 成 C 上 的 复 函 数 . 这 种 共 形 映射 有 好 几 个 , 最 为 方便 的 , 一 是 映射 伪 球 到 单 
Ayr BLE PS. 双 曲 几何 中 的 运动 于 是 成 了 圆 盘 上 映射 的 默 比 乌 斯 自 同 构 : 

i E 

bz +a 
这 个 美丽 的 发 现 属于 庞 加 莱 ”, 见 Poincaré [1882]. 

所 有 这 三 种 2 维 几 何 学 中 的 运动 都 是 由 特殊 的 默 比 乌 斯 变换 来 表示 的 ,这 已 
经 像 是 魔术 了 , 但 还 不 止 于 此 ! 我 们 在 第 3 章 中 已 经 看 到 , 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 


在 物理 学 中 有 深刻 的 含意 : 它 相 应 于 时 _ 空 的 最 一 般 的 洛 伦 芯 变换 . 它 在 非 欧 几何 
中 也 有 深意 吗 ? 我 们 将 在 本 章 之 末 解 释 , EMKA- ARARA, 即 默 比 乌 斯 变换 
代表 3 锥 双 曲 空间 中 最 一 般 的 ( 保 向 ) 运动 , 见 Poincaré [1883]. 


6.2 球面 几何 


6.2.1 RH=ARHAB 


球面 上 的 测 地 线 是 大 圆 , 即 过 球 心 的 平面 与 该 球面 的 截 口 . 所 以 , 如 果 你 是 生 
活 在 球面 上 的 蚂蚁 , 这 些 大 圆 就 是 你 将 称 为 “直线 " 的 东西 . 

6-7a 画 出 了 一 个 半径 为 RR 的 球面 上 , 用 这 种 “直线 "连接 其 3 个 点 所 成 的 
一 般 三 角形 T. 不 必 诉 诸 (6.6) 式 , 那 是 微分 几何 中 的 一 个 深刻 结果 , 我 们 直接 证 明 
Sidi EIT) 服从 (6.4), 而 且 常 数 k 确实 就 是 高 斯 曲率 ; k= (1/R?). 通常 把 下 面 漂亮 
的 论证 归于 欧 拉 , 事实 上 它 在 1603 年 即 由 哈里 奥 特 2 发 现 了 . 


图 67 


@ Jules Henri Poincaré, 1854—1912, ARAH FA. 一 一 译 者 注 
@) Thomas Harriot，1560--1621， 英国 数学 家 和 天 文学 家 ,一 -一 eat 
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延长 了 之 各 边 即 将 球面 分 成 8 个 三 角形 , 其 中 标 以 T, Ta, Ta, T 的 4 个 
各 有 一 个 与 之 全 等 的 对 径 三 角形 . 在 图 6-7b 上 看 得 更 清楚 . 因为 球面 面积 是 4rR2， 
我 们 导出 
A(T) + A(Ta) + A(T3) + A(T,) = 20R?. (6.7) 
另 一 方面 , 由 图 6-7b 又 看 到 , T ST, 共同 构成 一 个 槐 形 , 它 的 面积 是 整个 球面 面 
积 的 [aj2x) 倍 , E 
A(T) + A(Ta) = 2a R?. 


类 似 于 此 ， 
A(T) + A(T) = 28R?, 
A(T) + A(T) = 2yR?. 
三 式 相 加 即 有 


3A(T) + A(T) + A(T) + A(T) = 2(a + 8 +7) R?. (6.8) 
由 (6.8) WE (6.7) 即 有 


A(T) = (a+ 8+7- n) R?. 


E(T)=kA(T), HP k= (1/R%, (6.9) 
这 就 是 我 们 想 要 证 明 的 . 
6.2.2 ”球面 上 的 运动 : 空间 旋转 和 反射 


为 了 理解 球面 上 的 运动 { 即 一 一 的 保持 距离 的 映射 ), 就 要 先 弄 清 “ 距 离 ” 的 概 
S. 若 球面 上 两 点 a 与 8 不 是 对 径 点 , 则 存在 唯一 的 球面 上 的 直线 (BAR, 下 面 
说 到 直线 时 都 是 这 个 意义 ) 工 通过 这 两 点 , 工 被 这 两 点 分 为 长 度 不 等 的 两 个 弧 ， 这 
两 后 的 距离 现在 即 可 定义 为 较 短 的 那 段 弧 的 长 度 . 但 车 这 两 点 是 对 径 点 , 则 每 一 条 
Wa 的 直线 都 自动 地 通过 6, 而 这 两 点 的 距离 就 是 任意 的 连接 它们 的 半 个 大 圆 弧 之 
长 xR. 

我 们 现在 就 可 以 推广 第 1 章 末 欧 氏 几 何 情况 下 关于 运动 的 论证 . 在 那里 我 们 
看 到 , 平面 上 的 运动 唯一 地 由 任意 3 个 非 共 线 的 点 a,4b,c WE: P 点 之 象 就 是 到 
a'b d LEAS P 到 a ,b,c 的 距离 相等 的 唯一 点 P. 请 验证 这 个 结果 在 球面 
上 也 为 真 (并 说 明 其 理由 ). 

在 球面 上 也 和 在 平面 上 一 样 , 可 以 无 矛盾 地 对 每 个 角 赋 以 方向 , 就 是 从 球面 外 
域 去 看 一 个 角 的 方向 , 着 为 逆 时 针 方 向 就 规定 此 方向 为 正 的 , 和 平面 上 的 情况 一 样 ， 
这 就 使 球面 上 的 运动 也 分 成 两 类 : RGB) 的 与 反 向 {反共 形 ) 的 运动 . 
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和 平面 上 的 情况 一 样 , 球面 上 最 简单 的 反 向 运动 也 是 对 直线 工 的 反射 只 2， 这 
个 反射 可 以 想象 为 球面 对 售 L 的 平面 I 之 空间 的 反射 Rn 在 球面 上 的 限制 . 见 图 
6-8a, 其 中 画 出 了 所 画 的 球面 三 角形 的 正 角 如 何在 Re 下 反 转 了 方向 . 


图 6&8 


如 果 你 是 一 只 生活 在 球面 上 的 有 智慧 的 蚂蚁， 则 上 面 的 用 Sty 的 限制 来 构造 
R, 的 作法 对 于 你 是 没有 意义 的 . 然而 , 仅 用 球面 本 身 来 内 草地 重新 表述 R, 也 不 
难 . 见 图 6-8b. WRH a 点 对 工 的 反射 , 先 过 a 点 作 一 直线 M 5 LEA” 如 果 
沿 着 M 从 a NOE) L 的 距离 为 d, BIE d 就 到 了 Rila) M 与 工 实 际 上 交 于 
两 个 对 径 点 , 不 论 从 a 息 到 哪 一 个 交点 都 会 得 到 同一 个 反射 象 Rz(a). 

现在 转 到 保 向 运动 . 球面 对 过 其 中 心 的 某 个 轴 V 的 旋转 是 保 向 运动 的 一 个 明 
显 的 例子 . 然而 说 这 种 旋转 是 仅 有 的 保 向 运动 就 不 那么 明显 了 , 我 们 马上 就 来 证 明 
E. 为 了 避免 在 描述 旋转 时 产生 歧义 , 我 们 引入 以 下 的 标准 的 规定 . 首先 注意 , 确定 
一 个 旋转 轴 等 价 于 在 给 出 球面 的 同时 就 指定 此 轴 所 在 的 直线 与 球面 的 两 个 对 径 交 
点 之 一 ( 设 为 p 或 g,p 点 画 在 图 6-9b E, g 点 没有 标 出 ). 现在 取 定 一 个 (例如 取 定 
p), 设 此 旋转 对 于 从 p 发 出 的 小 直线 段 的 效果 是 使 之 有 一 个 正 的 旋转 角 8- 一 回忆 
一 下 , 这 句 话 的 意思 就 是 ， 从 球 的 外 域 看 来 , 它 递 时 针 旋 转 了 正 角 昌 这 时 可 以 无 歧 
义 地 描述 这 个 旋转 是 “ 绕 p 旋转 了 正 角 o, 见 图 6-9b, 我 们 记 此 旋转 为 Ro. HA 
行 验证 RE = RZ". 

我 们 在 第 1 章 看 到 , 平面 上 每 一 个 保 向 运动 都 是 两 个 对 于 直线 的 反射 的 复合 : 
若 两 反射 直线 相交 就 得 出 旋转 , 平行 就 得 出 平移 . 我 们 会 看 到 , 在 球面 上 也 有 类 似 
情况 发 生 , 但 是 因为 球面 上 任意 两 条 直线 { 即 大 圆 ) MHA, 两 个 反射 的 复合 总 是 旋 
转 一 一 球面 上 没有 平 称 的 类 似 物 . 

图 6-9a 画 出 了 空间 的 两 个 反射 的 复合 (Rn, oRn,). BE, 平面 I 与 Ha 
的 交 线 即 向 量 v, 而 由 HI 到 Ia 的 角 是 (8/2)， 把 我 们 的 注意 力 限 制 在 任 一 个 与 
(Rmo Rm) 垂直 的 { 有 阴影 的 ) 平面 上 , 则 由 (Rm o Rn ) 在 此 阴影 平面 诱导 出 的 变 
HE (Rron) HP Alle 分 别 是 II Ae 与 此 阴影 平面 的 变 线 . 因为 CR, oR, ) 
就 是 阴影 平面 上 绕 hi 和 1 之 交点 旋转 一 个 角 8, 现在 就 明白 了 ，( 哆 nr。o Rm) 就 是 


D 如 果 把 L 看 成 赤道 时 , 当 a 为 南极 或 北极 时 ， 有 无 穷 儿 个 这 样 的 M, 尾 取 其 一 坞 可 . 
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空间 中 绕 v 旋 转 一 个 角 0. 


图 6-9 


图 6-9b 是 把 这 个 思想 翻译 成 了 球面 的 语言 . 如 果 II 和 Ia 均 过 球 心 , TAS 
球面 相交 的 直线 ( 即 大 圆 ) 为 L 和 La, M 


Ri. 0 Rr, = RE. 


球面 绕 其 上 一 点 p 旋转 一 个 角 6 的 旋转 RE 可 以 表 为 对 任意 两 
itp LAM (0/2) 的 球面 直线 的 反射 的 复合 . (6.10) 


注意 , 恰好 有 一 条 直线 PR RE 映 为 其 自身 ， 如果 我 们 在 P 上 取 一 个 方向 使 
之 与 此 旋转 一 致 ( 见 图 6-9b), 则 我 们 在 球面 上 有 向 直线 与 点 之 间 建 立 了 一 个 一 一 
对 应 . P BRA p RAS, 而 p BRA P 的 极点 . 

在 平面 情况 , 我 们 曾 用 与 (6.10) 类 似 的 结果 来 证 明 ; 两 个 线 不 同 点 的 旋转 的 复 
E, (一般 地 ) 等 价 于 绕 某 第 三 个 点 的 单个 旋转 , 然而 也 有 例外 , 两 个 旋转 可 能 复合 
成 为 一 个 平移 . 至 于 球面 , 你 可 能 会 猜想 到 , 是 没有 例外 的 ; 


球面 上 任意 两 个 态 转 的 复合 都 等 价 于 单个 旋转 ， 这样， 球面 上 的 
旋转 之 集合 成 为 一 个 群 (6.11) 


6-10a 表明 了 怎样 用 平面 情况 的 论证 方法 来 证 明 这 一 点 . 为 了 求 出 (RÉ ORE) 的 
总 效应 , 如 图 作 直线 L, M, N. XP 


RÉ oR, = (Rw o Rm) o (Ru o RL) = Ry oR, = RY. 


这 个 将 空间 旋转 复合 起 来 的 美丽 的 几何 方法 是 罗 德 里 格 斯 在 1840 年 发 现 的 . 

注意 , 在 平面 情况 下 , 旋转 o 和 旋转 o 复合 后 净 旋 转 量 就 是 和 (6+ 加, 但 在 
球面 情况 下 则 有 更 复杂 的 法 则 . 车 图 6-10a 上 的 白色 球面 三 角形 的 面积 是 A 而 
k= (1/R?) 是 球面 的 高 斯 曲率 , MARAA H 
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图 610 


w=8+o-—2kA. 
我 们 现在 就 可 以 完成 球面 上 运动 的 分 类 了 . 前 面 已 经 说 过 , 怡 好 有 一 个 球面 运 
动 把 一 个 已 给 的 球面 三 角形 abe 变 为 一 个 与 之 全 等 的 给 定 的 堆 三 角形 . 图 6-10b 可 
以 帮助 我 们 把 这 个 结果 精确 化 . 利用 平面 情况 上 用 过 的 同样 逻辑 推理 , 可 知 [练习 ] 


恰 有 一 个 保 向 运动 M (和 恰好 一 个 反 向 运动 M) 把 一 个 已 给 的 
直线 段 ab 映 为 另 一 个 已 给 的 同样 长 度 的 直线 段 ab. 进一步 还 
AM = (Rro M), R2 L Aiad fb HHH. (6.12) 


图 6-10b 还 告诉 我 们 怎样 构造 M. 过 a M a 作 一 直线 P, 令 其 极点 为 p. 很 清 
楚 , 只 要 取 适 当 的 9, Ro 就 会 把 直线 段 ab 沿 P 映 为 一 段 由 ad 发 出 的 直线 段 (a't). 
再 绕 a! 作 一 个 适当 旋转 RE, 即 可 将 它 最 终 带 到 ab. OREM = (RË, o RE), 而 由 
(6.11), 它 等 价 于 单个 旋转 . 把 这 一 点 与 (6.12) 结合 起 来 , 又 有 


球面 上 每 个 保 向 运动 都 是 一 个 旋转 ， 而 每 个 反 向 运动 都 是 一 个 
旋转 和 一 个 反射 的 复合 . (6.13) 


作为 对 这 个 结果 (以 及 你 对 此 结果 的 掌握 程度 ) 的 简单 测验 , 请 考虑 对 径 映 射 ， 
即 把 球面 上 每 点 映 为 其 对 径 点 的 映射 .显然 这 蚌 一 个 运动 , 它 是否 与 上 述 结 果 一 
致 ? 


6.2.3 ”球面 上 的 一 个 共 形 映射 


球面 只 是 为 所 谓 球面 几何 提供 了 一 个 特别 简单 的 模型 . 明定 "在 1839 年 发 现 ， 
任 一 个 具有 常 * 正 高 斯 曲率 k= (1/R?) 的 曲面 都 与 半径 为 R 的 球面 有 同样 的 内 草 
几何 , 把 一 个 乒乓 球 剖 为 两 半 , 取 其 中 一 个 半球 面 并 轻 轻 地 把 它 揉 弯曲 , 就 可 以 得 
到 无 穷 多 个 内 曹 几何 与 原来 的 球面 完全 相同 的 曲面 . 


EPN ee 


@ Ernest Ferdinand Adolf Minding, 1806—1885, 德国 数学 家 . 一 一 Pee: 
D 如 果 曲 率 不 是 常数 , 两 个 曲面 可 能 在 对 应 点 有 相等 曲率 , BALHA. 
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图 6-11 表明 , 哪怕 仅 限 于 旋转 曲面 , 球面 也 不 是 唯一 的 具有 常 正 曲率 的 曲面 . 
尽管 它们 看 起 来 完全 不 像 球 面 , 生活 在 一 个 这 样 的 曲面 上 的 有 智慧 的 归 蚊 ,如 果 不 
准 它 疏 到 边缘 上 , 是 不 会 知道 它 其 实 并 不 是 生活 在 球面 上 的 . 这 个 说 法 差不多 已 经 
对 了 : 但 是 说 到 头 , 这 只 师 蚊 还 可 能 发 现 这 个 曲面 在 有 些 点 上 并 不 光滑 , 或 者 它 还 
可 能 从 边缘 上 掉 下 去 了 , 因此 , 它 并 不 生活 在 球面 上 . 1899 年 利 伯 曼 证 明了 , 如 果 
一 个 常 正 曲率 面 没有 这 些 毛病 , 它 就 只 能 是 一 个 球面 . 


图 6-11 


球面 还 有 一 个 优点 , 就 是 可 以 看 得 很 清楚 , 它 的 内 曹 几何 春 许 有 运动 群 : 而 在 
图 6-11 所 示 的 曲面 -上 肯定 看 不 清楚 , 一 个 图 形 是 否 可 以 在 其 上 自由 地 移动 和 旋转 
而 不 会 有 拉 伸 . 然而 , 前 面 的 讨论 也 说 明 , 曲面 在 空间 中 的 真正 的 形状 只 是 让 人 分 
心 , 所 以 最 好 是 有 一 个 比较 抽象 的 模型 来 把 所 有 可 能 的 具有 同样 的 内 曹 几何 的 曲面 
的 实质 概括 无 余 . 


所 谓 “ 实 质 *, 我 们 是 指 关 于 其 上 任意 两 点 的 距离 的 知识 , 因为 这 种 知识 , 而 且 
只 需要 这 种 知识 , Mae SAUL. 事实 上 只 要 有 了 两 个 相 邻 点 的 无 穷 小 工 离 的 
法 则 就 足够 了 一 一 注意, 这 一 点 是 微分 几何 的 最 基本 的 洞察 — 有 了 这 个 法 则 ， 
我 们 可 以 把 任意 曲线 的 长 度 定义 为 把 它 分 成 无 穷 小 线段 后 距离 的 无 穷 和 ( 即 积分 ). 
结果 是 我 们 可 以 确定 这 种 几何 中 的 “直线 ", 就 是 由 一 点 到 另 一 点 的 最 短 的 路 径 , 角 
度 也 可 以 类 似 地 定义 [练习 |]. 

这 就 引导 到 可 以 包括 任意 弯曲 曲面 S( 不 一 定 要 有 常 曲率 ) 的 实质 的 一 个 总 的 
战略 : 为 了 避免 为 曲面 在 空间 的 形状 分 心 , 我 们 在 一 张 平 坦 的 纸 上 画 出 5 的 地 图 
(地 理学 意义 下 的 地 图 ). 这 就 是 要 建立 5 上 之 点 3 与 平面 (设想 为 复 平面 ) 上 的 点 

现在 考虑 将 5 上 两 个 相 邻 的 点 3 和 6 AFKEER dé. 在 地 图 上 这 两 个 点 可 用 
z 与 g = 二 2 十 dz 来 表示 , 而 有 ( 欧 氏 ) BR ds = |dz| PERF. 一 旦 我 们 有 了 一 
个 法 则 , 来 由 地 图 上 表 观 的 间隔 ds 算出 其 在 S 上 的 真正 的 间隔 di, URN (在 原 
WE 就 已 经 知道 了 关于 5 的 内 区 几何 所 需要 知道 的 一 切 事情 . 
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用 ds RH dé 的 法 则 称 为 一 个 “度量 ". 一 般 说 来 ds 既 依 赖 于 dz 的 方 问 , 又 
依赖 于 dz 的 长 度 ds, 故 若 记 dz = eeds, 则 有 


dé = A(z, dds. (6.14) 


按 此 公式 ,Alz,g) MA: 我 们 需要 把 地 图 上 一 一 位 于 z, FAA 加 一 的 表现 为 
ds 的 间隔 放大 这 么 多 倍数 才能 得 到 由 曲面 5 上 真正 的 间隔 dé. 

我 们 现在 要 对 球面 来 实行 这 个 战略 . 由 (6.9) 式 可 知 , 要 想 画 出 球面 的 地 图 , 使 
它 能 忠实 地 表示 其 内 草 几 何 的 每 个 方面 , 这 是 不 可 能 的 [练习 ]. 选择 什么 样 的 地 图 
要 看 我 们 希望 忠实 地 表示 的 是 哪些 特点 ， 举 例 来 说 , 如 果 我 们 要 求 球面 上 的 直线 
(KE) 在 地 图 上 也 表示 为 直线 , 就 可 以 使 用 中 心 投影 , 把 球面 上 的 点 从 球 心 投影 到 
某 一 个 切 平 面 上 , 这 就 是 球面 的 所 谓 投影 地 图 或 称 投 影 模 型 . 就 是 图 6-12 所 示 . 在 
这 里 , 保持 直线 概念 是 要 付出 代价 的 ,因为 角度 不 能 忠实 地 表示 : 球面 上 两 条 曲线 
的 交角 (一 般 地 ) 不 是 它们 在 平面 上 的 象 的 交角 . 


图 6-12 


对 于 绝 大 多 数目 的 , 宁可 牺 和 性 直线 而 求 保持 角度 , 从 而 得 到 曲面 的 共 形 映 射 , 这 
样 做 好 得 多 . 用 (6.14) 来 表述 , 一 个 映射 为 共 形 当 且 仅 当 伸缩 因子 A 不 依赖 于 由 = 
发 出 的 无 穷 小 向 量 dz 的 方向 : 


dé = A(z)ds. (6.15) 


[回忆 一 下 , 我 们 在 第 4 章 中 已 经 证 明了 这 一 点 ] 这 种 映射 的 一 大 优点 在 于 曲面 上 
一 个 无 穷 小 图 形 是 由 地 图 上 一 个 相似 的 图 形 来 表示 的 , 二 者 仅仅 大 小 有 异 : 在 5 上 
的 图 形 恰好 大 A f. 

在 球面 情况 下 我 们 已 经 知道 了 一 种 构造 共 形 映射 的 简单 方法 , 即 通过 球 极 身 
影 . 为 简单 计 , 以 后 我 们 总 取 具 有 单位 半径 的 球面 , 使 它 可 以 与 第 3 章 的 黎 曼 球面 
5 等 同 起 来 . 与 图 6-12 不 同 , 这 个 共 形 的 地 图 上 的 “直线 ", 并 非 我 们 熟知 的 平面 上 
的 “ 直 ” 线 . 事实 上 不 难看 到 , 上 的 大 圆 都 被 映 为 C 上 与 单位 圆周 交 于 一 对 对 径 
点 的 圆周 [练习 ]. 

公式 (6.15) 可 以 改 述 如 下 : 一 个 映射 为 共 形 的 , 如 果 S 上 的 无 穷 小 圆周 是 由 
地 图 上 的 无 穷 小 圆周 (而 非 机 圆 ) 来 表示 的 . 球 极 射影 当然 满足 这 个 要 求 , 因为 它 能 
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保持 各 种 大 小 的 圆周 . 图 6-13a 用 半径 为 ds 的 荆 上 的 室 心 小 圆周 被 映 为 C 上 的 
半径 为 ds 的 空心 小 圆周 来 说 明 这 一 点 . 要 想 完 成 这 个 球 极 射影 ,就 必须 找到 与 之 
相关 联 的 度量 函数 A, 即 图 6-13a 中 两 个 半径 之 比 . 


ER NOK! 


[a b oo Si sat [i] 
图 6-13 


考 图 图 6-13a 的 垂直 截面 , 它 画 在 图 6-13b 上 , 记 住 我 们 在 3.4.2 节 中 已 经 证 明 
T. 球 极 射影 是 反 演 的 一 个 特例 ， 


BK AWN 为 中 心 、 V2 为 半径 的 球面 , AHERE K t 
反 演 在 全 或 于 上 的 限制 . 


然后 考虑 3.2.1 节 中 的 公式 (3.6), 它 描述 了 反 演 对 于 两 点 的 问 隔 的 效果 . 让 这 两 个 
点 趋 近 而 取 极 限 , 我 们 可 以 用 此 结果 于 图 6-13b 而 得 到 [练习 | 


R 2 
ds = mA 


它 也 可 以 不 用 (3.6) 式 而 选 di 平行 于 C 而 更 直接 地 得 出 . 最 后 , 用 毕 达 哥 拉 斯 定 
理 于 三 角形 Nz0 即 可 得 到 9 
ds = —— ds. (6.16) 
T+ [ee 


这 个 具有 度量 (6.16) 的 平坦 的 共 形 映射 就 是 我 们 想 要 求 的 , 所 有 可 能 的 具有 
常 高 斯 曲率 k= +1 的 曲面 的 抽象 描述 . 


6.2.4 ”空间 旋转 也 是 默 比 乌 斯 变换 


我 们 相当 一 般 地 设 5 是 一 个 有 常 高 斯 曲率 的 曲面 (从 而 其 上 有 一 个 运动 群 )， 
并 作 了 S 的 一 个 具有 度量 (6.15) 的 共 形 映射 , 5 上 的 任 一 运动 将 由 此 共 形 映射 在 
C 上 诱导 出 一 个 相应 的 变换 . 因为 弯曲 的 曲面 上 的 保 向 运动 都 是 共 形 的 , 所 以 映射 
的 共 形 性 将 使 得 此 运动 在 C 上 诱导 出 来 的 变换 ( 即 复 函数 ) 也 是 共 形 的 , 从 而 是 解 
析 的 . 纯粹 用 C 上 的 语言 来 表述 , 我 们 可 以 把 一 个 复 函 数 f(z) 与 一 个 运动 等 同 起 
来 , 只 要 它 是 解析 的 而 且 保持 度量 (6.15). 这 就 是 说 , 设 解析 函数 2  F= f(z) 把 
间隔 为 无 穷 小 的 两 点 z 和 (z + dz) 映射 到 这 和 (Z+ dz). WW f(z) 是 一 个 运动 当 且 
仅 当 象 的 间隔 ds = d2] 与 原来 的 间隔 ds = |dz| 之 间 有 以 下 关系 式 存在 : 


A(2)ds = A(z}ds. 
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[与 此 类 似 , 反 向 运动 就 相应 于 C 上 满足 上 式 的 反共 形 映 射 .] 因为 dé = f(z)dz, 上 
式 就 等 价 于 f(z) 满足 微分 方程 
A(z) 


Fe) = 后 
Fe 

回 到 S = D, 而 且 共 形 映射 为 球 极 射影 的 特例 , 则 所 有 可 能 的 具有 常 高 斯 曲率 
k= +1 的 曲面 上 之 保 向 运动 的 集合 应 为 微分 方程 


2 
Pe = (6.17) 


之 解 的 集合 . 原则 上 说 , 我 们 本 来 在 C 中 就 可 以 找 出 这 些 函 数 而 用 不 着 离开 C 到 
r 上 去 找 出 其 运动 . 然而 回 到 上 由 (6.10) 与 (6.13) 描述 的 运动 更 为 简单 而 且 有 
启发 . 当 我 们 对 这 些 运动 施 以 球 极 射影 时 , 在 C 上 将 诱导 出 什么 样 的 函数 呢 ? 

很 清楚 , 第 一 步 是 要 找 出 上 由 对 直线 了 的 反射 R: 所 诱导 的 函数 . 考虑 图 
6-l4a, 它 表 示 了 构造 E 上 3 点 的 反射 象 R) 的 一 种 新 的 内 曹 的 方法 ,也 就 是 ， 
R, (2) 是 两 个 圆心 都 在 二 上 而 且 都 通过 3 点 的 圆周 的 第 二 个 交点 . 注意 这 两 个 贺 
周 都 正 交 于 L. 图 6-14b 则 画 出 了 在 球 极 射影 之 下 , 这 种 构造 法 在 C 上 是 怎样 的 . 
因为 球 极 射影 保持 圆周 和 角度 , 那 两 个 正 交 于 上 而 且 通 过 2 的 圆周 被 映 为 C 上 两 
个 正 交 于 工 且 通过 > 的 圆周 , 它们 的 第 二 个 交点 就 是 z 对 LARWA I)! 总 之 


了 上 对 于 直线 的 反射 诱导 出 和 上 对 此 直线 的 球 极 射影 象 的 反射 ( 反 演 ). (6.18) 


(6.18) FA ATA REE A BAUER, 请 见习 题 2] 作为 一 个 重要 的 特例 , 注意 ， 
LEY SCANS PNR, WD 中 对 于 世 的 反射 将 诱导 出 复 共 斩 


zr F, 


图 6-14 


现在 来 求 相 应 于 二 上 的 旋转 的 复 函 数 . 图 6-15 MHT vA & 旋转 一 个 
角 的 旋转 RY. G bA â ANRA, 于 是 b= 一 (1/ 司 [ 见 3.4.5 节 的 (3.22) 式 . 这 
里 a 与 b 是 & 与 在 球 极 射 影 下 的 鱼 |.& 与 $5 都 在 旋转 轴 上 ,所 以 在 这 个 旋转 下 不 
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变 : 相应 于 此 , a 与 5 是 此 旋转 在 C 上 诱导 出 来 的 变换 的 不 动 点 .此 外 , 从 几何 上 
看 得 很 清楚 , 诱导 出 来 的 变换 在 a 的 一 个 无 穷 小 邻 域 中 的 效果 是 绕 a 旋转 [练习 ]， 
而 由 我 们 的 规定 , 规定 旋转 角 为 Ay. 


由 (6.10) 
RY = Rj, o Ri, 
其 中 Pi 和 Ls 是 两 条 任意 的 通过 if 因此 也 通过 6) 且 交 角 为 (ww/2) 的 直线 . 因为 球 
极 射影 保持 圆周 与 角度 , Lb) 和 js 在 C 中 的 象 就 是 通过 a 与 4 AAS (1/2) 的 
圆周 .Za 和 Ls 由 (6.18) TAH RY 在 C 上 诱导 出 的 变换 RY 是 


RY = Ir, o Tr, = 


这 样 RY 就 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 ! 请 参看 图 6-16, 其 上 画 出 了 一 个 y = (x/3) 的 旋 
转 , 再 参看 3.8.2 节 的 (3.46), 并 回忆 起 “ 乘 子 " 在 紧 接 着 一 个 不 动 点 的 邻 域 中 刻 划 
了 默 比 乌 斯 变换 的 局 部 效果 , 我 们 就 发 现 了 
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E 上 的 旋转 RY 经 球 极 射 影 请 导出 C LHMDRAE MER 
RY 其 不 动 点 是 与 一 {1/5), HARP a HRP meme. 


以 3.7.3 节 的 (3.41) 式 为 基础 作 直 接 的 矩阵 计算 就 给 出 RY 的 矩阵 的 显示 表达 


I 
p | etal? + e74% Zia sin{y)/2) 
l= | isna Da etwa | on 
注意 , 这 与 3.6.4 节 的 (3.382) 式 是 一 致 的 : E 上 的 旋转 诱导 出 以 下 形状 的 默 比 乌 斯 
变换 
oy Az+B 
Ha (2) = Li (6.20) 


由 (6.13), 这 个 公式 表示 了 工 上 最 一 般 的 保 向 运动 . 我 们 已 经 注意 到 z z 相应 于 
E 的 一 个 反射 , 所 以 最 一 般 的 反 向 运动 将 由 以 下 形状 的 函数 来 表示 [练习 ]: 


_ (434) 
“BE + A) 


图 6-10b 上 给 出 了 一 个 很 漂亮 的 作 空间 旋转 的 复合 的 几何 方法 上面 的 分 析 
则 给 出 了 计算 由 (Rs o RE) 生成 的 净 旋 转 的 同样 漂亮 的 计算 方法 ， 所 需要 做 的 就 
是 把 相应 的 默 比 乌 斯 变换 组 合 起 来 : 


[RY o RY) = [R] R$]. 


一 个 本 来 看 起 来 有 很 大 技巧 性 的 问题 被 化 成 了 2x2 FRR ee! 

在 实际 运算 中 , 旋转 RY 通常 可 以 用 指向 旋转 轴 方 向 的 单位 向 量 v 来 表示 , v 
以 二 为 其 端点 OLA 6-15 的 箭头 ). 然而 (6.9) 现在 是 用 点 a 的 球 极 射影 铺 a 来 表 
示 的 . 所 以 我 们 要 将 [RY| 重新 用 单位 向 v 的 分 量 1 mm 来 表示 , 这 里 


v=fi+mj+nk, l Hmi +n =l. 

回 到 3.4.5 节 的 (3.19) 式 , 我 们 看 到 Sv 的 关系 如 下 : 
a= tim + ea 
-nn a l-n 


把 它们 代入 (6.19), 并 提出 会 因子 2/(1 一 n), 有 N]. 


cos(q/2) + i nsin(w /2) (—m + il) sin(y/2) 


[Ry] = Fe. pian eas | 
(m+ al) sinih 2) cos(w/2) — i nsin(y/2) 


(6.21) 
请 自行 验算 , 此 矩阵 是 “规范 化 * 的 , 即 det [RY] = 1， 这 样 做 就 使 事情 容易 多 了 ， 
因为 把 两 个 这 样 的 矩阵 相 乘 , 所 得 矩阵 仍 是 完全 一 样 的 形状 . 把 这 个 结果 与 (6.21) 
比较 , 就 可 以 立即 读 出 净 旋转 . 
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例如 , 设 先 绕 着 i 旋转 (r/2), 再 绕 着 j 旋转 (r/2), 净 旋 转 的 默 比 乌 斯 矩阵 应 


aji —i|ıfiiļ| 1|1-: -1+i 
| a. 1 vi1| 2|1 1+i 
与 (6.21) 比较 , 即 知 这 是 绕 轴 v= (i +j- k) 旋转 (27/3). 


6.2.5 ”空间 旋转 与 四 元 数 


所 有 这 一 切 都 是 非常 漂亮 的 , 但 是 事实 上 将 空间 的 旋转 复合 起 来 的 方法 还 可 以 
进一步 梳理 光 顺 . 要 问 怎 样 作 , 我 们 就 要 把 哈密 尔 顿 关于 四 元 数 的 故事 再 讲 下 去 ， 
我 们 在 第 1 章 末尾 处 已 经 开 了 一 个 头 . 

1843 年 10 月 16 日 星期 一 , 这 天 上 午 哈 密 尔 顿 和 他 的 夫人 出 去 散步 . 在 他 的 思 
绪 深 处 一 直 有 一 个 他 苦 思 十 年 未 得 其 解 的 问题 一 一 寻找 复数 的 3 维 类 似 物 , 使 得 
对 空间 的 向 量 也 能 作 乘 除法 .我 们 在 第 1 章 中 已 经 指出 , 哈密 尔 顿 是 不 可 能 解决 这 
个 问题 的 , 原因 很 简单 : 这 样 的 类 似 物 是 不 存在 的 . 但 是 这 一 天 当 他 正 走 过 勃 洛 安 
桥 (Brougham Bridge) 时 , 他 突然 认识 到 , 那个 在 3 维 空间 中 一 直 躲 着 他 的 大 奖 在 
4 维 宝 间 中 真 的 可 以 拿 到 !” 

在 2 维 复 平面 上 , 我 们 可 以 把 1 和 i 想 成 其 “基底 ”向 量 , 而 任意 的 一 般 复 数 
可 以 号 成 z =al + bi. C 中 的 代数 相当 于 : 约定 乘法 对 加 法 是 分 配 的 ; 1 是 恒 等 元 
(BẸ EUA FA i? = -1. 

密 尔 顿 在 4 锥 空间 中 引入 四 个 向 量 1 ,I, J, K, 而 一 个 一 般 向 量 W( 哈 密 尔 
aa 四 元 数 ) 可 以 用 它们 来 表示 为 


(6.22) 


Y =vl + ult vd +K, (6.23) 


系数 全 是 实数 . 为 了 定义 两 个 四 元 数 之 乘积 , 哈密 尔 顿 取 1 为 恒 等 元 , 1, J, K 则 为 
-1 的 三 个 不 同 的 平方 根 且 类 似 于 i: 


I? = J? =K? = -1. (6.24) 
和 在 通常 的 代数 中 一 样 , 哈密 尔 顿 坚持 乘法 对 于 加 法 有 分 配 律 , 但 为 了 使 除法 也 是 
可 能 的 , 他 不 得 不 向 前 大 大 跃进 一 步 ， 而 在 他 的 时 代 这 是 革命 性 的 一 步 : BLS ae 
法 是 非 交 撞 的 . 更 准确 些 说 , 哈密 尔 顿 规定 了 几 个 公设 ; 


IJ=K=-JI, JK=1=-KJ, KI=J= -IK. (6.25) 


D SRR RA. PAE i (Broom Bridge—— HAF). 桥头 
Shae, Tike, HAIL PMNS (6.24) 和 (6.25) 也 刻 在 上 面 ， 不 过 (6.25) 小 成 
了 LK = -1, 因为 据说 哈密 尔 顿 随手 把 这 小 公 式 刻 在 桥头 一 块 石 关上 了 . 一 一 译 者 注 
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这 些 关 系 大 体 看 来 是 熟悉 的 : 它们 在 形式 上 与 基底 向 量 i, j,k 的 向 量 积 是 
一 样 的 . 例如 ,ixj=k= 一 j xi 我 们 可 以 用 ij,k 与 I,J, 攻 的 这 一 类 比 来 把 
两 个 四 元 数 之 积 以 特别 简单 的 方式 表示 出 来 . 

首先 , 我 们 用 这 个 类 比 来 简化 记号 16.231， 和 在 普通 的 代数 中 一 样 ,我们 略 去 
了 第 一 项 中 的 1 而 记 vl = vw, 哈密 尔 顿 称 这 一 项 为 Y 的 数量 部 分 . 其 次 我 们 把 其 
余 三 项 人 台 写 为 V 三 mmI+zJ+ vaK, 哈密 尔 顿 则 称 这 一 部 分 为 Y 的 向 量 部 分 . 于 
是 (6.23) 式 就 成 为 

Voud+ V. 

在 数量 部 分 = 0 的 特殊 情况 下 , 哈密 尔 顿 称 V = V 为 一 纯 四 元 数 . 从 历史 上 看 ， 
纯 四 元 数 概念 是 通常 的 空间 向 量 概念 的 前 身 . 事实 上 ,“vector( 向 有 量 )” 一 词 是 哈密 
尔 顿 在 1846 年 造 出 来 的 , 作为 “ 纯 四 元 数 ” 的 同 尽 语 . 

如 果 用 另 一 个 四 元 数 W = w + W ER V, 则 由 16.24) 与 (6.25) 可 得 | 练习] 


VW = (vw — V: W) 4 (WW 4 wV +V x W), (6.26) 
特别 是 , € V 5 WAAN (Ele =0=w), 则 它 化 为 
VW=-V-W+VxW. (6.27) 


从 历史 上 说 , 点 积 (数量 积 ) 与 叉 积 (向 量 积 ) 在 数学 中 第 一 次 就 是 出 现在 此 式 中 . 
这 样 , 这 两 种 阿 量 运算 在 一 开始 是 仅 被 看 成 是 四 元 数 乘法 的 两 个 小 侧面 (数量 部 分 
和 向量 部 分 ). 但 是 物理 学 家 们 不 久 以 后 就 认识 到 数量 积 和 向 基 积 本 身 就 很 重要 , 而 
与 它们 的 起 源 四 元 数 没有 关系 . 

在 习题 中 还 会 导出 四 元 数 的 进一步 的 性 质 , 我 们 在 这 里 只 想 解 释 四 元 数 与 空间 
旋转 的 联系 . 这 种 联系 其 实 系 于 二 元 旋转 [ 即 在 空间 中 旋转 角度 x) 的 概念 .“ 二 元 
一 词 用 得 很 恰当 , 因为 它 “办 二 归 元 ": 作用 两 次 就 相当 于 恒 等 元 . 

按 (6.21) 式 , 相应 于 绕 轴 v = i+ mj 十 nk 的 二 元 旋转 的 默 比 乌 斯 变换 是 

[R7] = | oe ate | 
myi —in 
我 们 暂时 把 四 元 数 放 在 一 边 , 重新 定义 1 为 单位 矩阵 , 1, J, K 为 绕 i, j, k 的 二 元 
旋转 的 矩阵 ， 


-| :| ore]? fae a eel: at 
0 1 i 0 Te i 0 —i 
请 自己 检验 一 下 , 相应 于 K 的 默 比 乌 斯 变换 是 KK{z) = -2 请 确信 应 该 是 这 样 . 


现在 我 们 就 可 以 来 宣布 这 些 和 矩阵 与 四 元 数 之 间 的 怀 人 联系 了 : 这 些 二 元 旋转 
的 答 阵 在 给 阵 素 法 之 下 服从 与 哈密 尔 顿 的 IT, J, 区 完全 同样 的 法 则 [6.24} 和 (6.25), 由 
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此 可 知 , 四 元 数 的 乘法 , 与 把 1, I, J, K 用 上 述 年 阵 取 代 以 后 所 得 的 2x2 eA 
法 , 互相 是 等 价 的 . 反 过 来 说 , (6.21) 所 示 的 一 般 旋转 矩阵 [RY] 可 以 表示 为 以 下 的 
四 元 数 [练习 ]: 
RY = cos(y/2) + V sin(w /2), (6.28) 
这 里 V = Utm] +nKk. 这 个 漂亮 的 公式 比 16.21) FLA! 
要 把 两 个 空间 旋转 复合 起 来 , 只 需 把 相应 的 四 元 数 乘 起 来 即 可 . 举例 来 说 , (6.22) 
的 计算 一 一 即 先 绕 i 旋转 (n/2), B52 j 旋转 Se 现在 就 成 了 
vv (1+ =-(1+1+J-—K). 
我 们 又 一 次 导出 了 这 就 是 绕 轴 v = 方 (i +j 一 k) 旋转 (27/3), 但 是 比 以 前 更 容易 . 
四 元 数 也 对 RY 在 空间 的 位 置 岗 量 P = Xi + Yj+ Zk 上 的 效果 给 出 了 很 紧 凌 
的 公式 . RY 把 P 旋转 到 五 如 果 用 纯 四 元 数 下 = XI+YJ+ZK 和 下 分别 表 
PRE P 和 P, 则 
F = RYPR,”. (6.29) 
这 个 结果 首先 是 由 凯 芋 "在 1845 年 发 表 的 , 然而 他 后 来 承认 哈密 尔 顿 得 到 此 结果 
在 前 . 这 个 结果 不 仪 漂亮 , 而 且 有 实际 应 用 . 例如 , ES. G. Hoggar [1992] ti 
了 怎样 利用 (6.29) 于 计算 机 制作 动画 时 把 一 个 旋转 物体 的 运动 弄 光 滑 , 而 它 
K. P. Horn [1991] 中 又 被 用 于 与 机 器 人 视觉 有 关 的 研究 中 ! 
下 面 我 们 想 对 (6.29) 给 出 一 个 我 们 能 够 想象 到 的 最 直观 的 解释 ; 习题 7 和 习 
题 8 中 还 有 另外 两 个 . 首先 注意 P 的 任意 倍数 都 被 旋转 到 五 的 相同 倍数 , 所 以 为 
了 一 般 地 证 明 (6.29), RAE P 与 P 均 为 单位 向 量 的 情况 下 证 明 它 即 可 . 于 是 可 
以 设 它们 的 端点 六 与 六 都 在 单位 球面 上 . 和 前 面 一 样 , 设 & 是 向 量 v 的 端点 . 
考虑 下 面 三 个 旋转 的 复合 : (RY o RS o Ri*)， 它 肯定 相当 于 单个 旋转 , 而 图 
6-17 可 以 帮助 我 们 看 出 它 是 一 个 什么 样 的 旋转 令 CARY 的 经 过 广 与 六 的 不 变 
圆周 , 而 w Eh p RMAF CHES), 注意 C 上 一 点 发 出 的 任意 向 量 都 
被 尺 ;” 酉 为 一 个 与 C 成 同样 的 角 的 向 量 . 这 就 证 实 了 图 上 面 出 的 三 个 旋转 的 效 
R we w ow sw". PAR wow! ERS p es a: 


Ri = Ry oRZOR,”. 
这 个 几何 事实 可 以 用 默 比 乌 斯 变换 矩阵 来 表示 , 或 者 等 价 地 用 四 元 数 来 表示 为 : 
RE = RY o Rb o Ry*. 


最 后 , 若 令 0 =x, 则 二 元 旋转 RES RE 正 是 纯 四 元 数 P 与 P, 证 毕 . 


Arthur Cayley, 1821—1895, HART. -一 译 者 注 
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图 后 17 


进一步 的 阅读 材料 。 关于 (6.29) 的 历史 意义 , 可 见 Altmann [1989]; 关于 哈密 
尔 顿 如 何 被 引导 到 四 元 数 的 详情 , 可 见 van der Waerden [1985]; 关于 它 与 现代 数学 
和 物理 的 联系 , 可 见 Penrose and Rindler [1984], Yaglom [1988] 和 Stillwell [1992]. 


6.3 双 曲 几何 


6.3.1 BMRA AKA 


在 研究 了 具有 常 值 正高 斯 曲率 的 曲面 的 内 将 几何 以 后 , 我 们 现在 转向 具有 常 值 
负 高 斯 曲率 的 曲面 的 内 曹 几何. 正如 有 无 穷 多 个 曲面 具有 和 常 值 的 k > 0 一 样 , 也 有 
无 穷 多 个 具有 常 值 k< 0 的 曲面 . 贝尔 特 拉 米 称 后 一 种 曲面 为 伪 球 面 型 曲面 . 根据 
前 面 讲 过 的 明定 的 结果 , 所 有 具有 相同 的 常 值 负 高 斯 曲率 的 伪 球 面 型 曲面 都 有 相同 
MAHULE. 因此 为 了 理解 双 曲 几何 , 只 要 考查 任意 一 个 伪 球 面 型 曲面 就 行 了 . 为 
了 我 们 的 目的 , 伪 球 面 是 最 简单 的 , 所 以 我 们 来 解释 伪 球 面 是 怎样 构造 出 来 的 . 

试 一 试 下 面 的 实验 . 取 一 个 小 小 的 重 物 , 例如 一 个 镇 纸 , 上 面 系 上 一 根 细 绳 . 把 
镇 纸 平 放 在 尝 面 上 而 让 细 绳 的 自由 端 沿 桌面 的 边缘 运动 . 你 会 看 到 , 镇 纸 将 沿 一 条 
像 图 6-18a 中 的 曲线 运动 , 图 中 的 Y RRR PA. 这 条 曲线 称 为 蔓 物 线 , Y 
轴 ( 它 是 电 物 线 的 渐 近 线 ) 称 为 其 轴 . 电 物 线 最 早 是 牛顿 在 1676 年 研究 过 的 . 

如 果 这 条 细 强 之 长 为 R, 由 此 可 知 电 物 线 有 以 下 几何 性 质 : 它 的 切线 上 由 切 点 
到 了 轴 的 那 一 段 有 定 长 R. 这 就 是 牛顿 给 电 物 线 下 的 定义 , 还 有 一 个 有 趣 的 旁白 : 由 
此 定义 , 电 物 线 也 可 以 如 图 6-18b 那样 构造 出 来 , 即 它 是 圆心 在 轴 上 的 一 族 半 径 为 
RR 的 圆周 族 的 正 交 轨 线 [练习 ], 这 是 画 忠 物 线 的 快速 而 且 相 当 精 确 的 一 个 好 办 法 . 

回 到 图 6-18a, $ o ARMANI, 而 起 点 o = 0 是 在 X= RM: 即 我 们 
想 去 拖 蝶 的 物体 的 初始 位 置 . 当 这 个 物体 正在 通过 (X,Y) 点 时 , 令 dX 表示 物体 党 
忠 物 线 运动 一 个 无 穷 小 距离 do 时 , XX 的 无 穷 小 变化 . 由 图 6-18a 上 夯 出 的 两 个 有 
阴影 的 三 角形 的 相似 性 , 我 们 有 

dX A 


"0 Y= Re" i 
a = Re (6.30) 
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图 6-18 
半径 为 的 俯 球 面 可 以 定义 为 蝶 物 线 绕 其 轴 旋 转 而 成 的 旋转 曲面 , 同时 也 就 可 


以 这 样 把 它 作 出 来 . 值得 一 提 的 是 , 这 个 曲面 早 在 1693 年 就 由 惠 更 斯 研究 过 了 , 那 
是 在 遇 物 线 推动 人 们 接受 双 曲 几何 中 起 了 催化 作用 之 前 的 两 个 世纪 了 . 


6.3.2 ” 伪 球 面 的 常 值 负 曲 率 * 


本 小 节 也 是 供 选 读 的 , 我 们 将 在 这 里 对 于 伪 球 面 确 有 常 值 融 斯 曲率 给 出 一 个 纯 
几何 的 证 明 . 确切 地 说 , 我 们 将 利用 高 斯 曲率 k 作为 主 曲 率 之 积 这 个 外 在 的 定义 ， 
来 证 明 半 径 为 虹 的 伪 球 面 有 常 值 曲率 k = 一 (1/ R*)， 以 后 我 们 还 要 给 出 这 个 事实 的 
纯 内 区 的 证 明 , 所 以 , 如 果 跳 过 下 面 的 论证 , 也 不 会 有 太 大 的 损失 . 

Sr 与 是 半径 为 R 的 伪 球 面 的 两 个 主 曲率 半径 . 和 对 任意 旋转 曲面 一 样 ， 
由 对 称 性 可 知 [BRI]: 


P= 作为 母线 的 复 物 线 之 曲率 半径 ， 
r 一 由 曲面 到 轴 的 法 线 线段 之 长 . 


由 图 6-19a 可 以 看 见 这 两 件 事 , 于 是 决定 高 斯 曲率 
1 


k= 一 一 
TT 


的 问题 就 化 成 了 平面 几何 问题 , 其 解 可 由 图 6-19b 看 出 . 

由 定义 , 图 6-19b 中 电 物 线 的 切线 段 {由 切 点 P 到 切线 与 轴 的 交点 A) 有 定 长 
R. 图 6-19b 在 相 邻 两 点 P 与 @ 处 画 出 了 两 个 这 样 的 切线 段 PA 与 QB, 其 间 有 
fe, 所 以 相应 的 法 线 PO 与 QO 之 间 也 有 同样 的 角 。 注意 , 作 AC HAF QB. 
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[ly 


现在 来 看 当 久 与 已 融合 (而 已 认为 是 不 动 的 ) 时 会 发 生 什 么 . 在 极限 情况 下 ， 
O 的 极限 位 置 是 曲率 圆 的 中 心 , PQ 是 曲率 圆周 上 的 弧 , AC 则 是 以 已 为 中 心 、 R 
为 半径 的 圆 弧 . 所 以 


= mp PQ_.. AC ACG 
Papp a Po = 
下 一 步 我 们 要 求助 于 定义 电 物 线 的 性 质 PA=R=QBRSH, £905 PP 融合 时 
[练习 ] 
BC = PQ. 


最 后 , 利用 Q 5 P 融合 时 , 三 角形 ABC 最 终 与 三 角形 TAP 相似 , 而 知 


Fh! 


6.3.3 ” 伪 球 面 上 的 一 个 共 形 映射 


下 一 步 是 在 伪 球 面 上 构造 一 个 共 形 上 映射 来 作 一 个 地 图 ， 回忆 一 下 , 在 球面 情 
况 下 , 构造 这 样 一 个 地 图 有 两 个 好 处 : (1) 它 同 时 描述 了 所 有 曲率 k = +1 的 曲面 ; 
(2) 它 对 运动 给 出 了 一 个 漂亮 而 又 实用 的 描述 , 即 表示 为 默 比 乌 斯 变换 . 在 当前 的 
负 曲 率 曲 面 上 , 这 两 个 好 处 仍 可 以 得 到 保持 ; 特别 是 , 双 曲 几何 中 的 ( 保 向 ) 运动 又 
”是 默 比 乌 斯 变换 ! 

为 简单 计 , AF a ee we EER = 1, 所 以 我 们 的 地 图 应 该 表示 曲 
k= —1 的 伪 球 面 型 曲面 . 图 6-20a 介绍 了 伪 球 面 上 一 个 相当 自然 的 坐标 系 (x,o) 
作为 构造 共 形 映射 的 第 一 步 . 
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第 一 个 坐标 表示 绕 伪 球 面 的 轴 的 角度 , 假设 它 限 于 0 < x < 2x. 第 二 个 坐标 度 
量 沿 电 物 线 母 线 ( 见 图 6-18a) 的 弧 长 . 于 是 , 曲线 r= const. 就 是 电 物 线 母 线 [ 注 
意 , 它们 显然 是 测 地 线 ], 曲线 o = const. 则 是 擅 球 面 的 圆 形 截 口 [注意 , 这 些 曲 线 
显然 不 是 测 地 线 ]. 因为 这 样 一 个 圆周 的 半径 就 是 图 6-18a 中 的 X AMER, 故 由 (6.30) 
有 

it Alr, o) 0 Ao = comst. 的 半径 天 由 下 一 6 7 给 出 ， 

我 们 的 地 图 是 把 伪 球 面 映 到 (z, y) 平面 上 { 即 图 6-20b), 其 中 , RA z ARE 
br, 所 以 伪 球 面 的 蝶 物 母线 由 垂直 直线 来 表示 . 伪 球 面 上 的 点 (x,o) 在 此 地 图 上 将 
由 笛 卡 儿 坐 标 为 (ry) 的 点 来 表示 , 而 我 们 马上 就 把 这 个 点 想象 为 复数 z= 2 + iy. 

如 果 不 要 求 此 映射 有 任何 特别 之 处 , 我 们 可 以 简单 地 就 取 y = y(z,o) 为 z 和 
o 的 任意 函数 . 但 是 与 此 成 尖锐 对 比 的 是 , 我 们 要 求 此 映射 为 共 形 的 , 这 就 对 y AB 
标的 选择 (基本 上 ) 没有 留 下 自由 的 余地 . 我 们 试 着 来 弄 懂 这 一 点 . 

首先 , 电 物 母线 r= const. 正 交 于 圆 形 截 口 o = const., 所 以 它们 在 共 形 映射 
下 的 章 也 应 正 交 . 从 而 o = const. 之 音 必 由 水 平 直线 y = const. 表示 , 由 此 得 知 y 
NRE o 的 函数 : y = yla). 

其 次 , 在 伪 球 面 上 考虑 圆周 o= cost (FA X) 上 连接 (2,0) 与 (x + dz,o] 
的 圆 弧 . 由 x 的 定义 , 这 段 圆 弧 在 圆心 张 一 个 角 dz, 所 以 它们 在 伪 球 面 上 的 间隔 是 
Xdzr( 见 图 6-20a). 在 映射 后 , 这 两 点 在 地 图 上 高 度 相 同 , 而 间隔 为 dr, 这 样 , 在 由 
盆 球 面 映 到 其 地 图 时 , 这 个 特定 线段 收缩 了 一 个 因子 x. RRE “收缩 ", 是 因 
为 用 X ER, 但 是 因 X < 1, 所 以 实际 上 是 “ 脱 胀 ”.] 然而 , PEFR ESET HY, 
由 (2,0) 发 出 的 任意 方向 的 无 穷 小 线段 都 应 该 弱 以 相同 因子 (1/X) =e. 换言之 


dé = Xds. 
最 后 , 考虑 图 6-202 中 那 一 串 小 圆 盘 最 上 面 的 一 个 黑 的 ， 设 想 它 是 半径 为 e 
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的 无 穷 小 圆 盘 . 它 在 地 图 上 成 为 图 6-20b 的 一 串 小 圆 盘 最 上 面 一 个 黑 的 , 其 半径 
为 (e/X), 可 以 把 这 个 半径 更 生动 地 解释 为 : 站 在 伪 球 轴 上 观看 原来 的 圆 盘 ( 即 图 
6-20a 的 圆 盘 ) 的 视角 宽度 . 现在 设想 这 个 黑 图 答 不 断 地 沿 伪 球面 的 忠 物 线 母 线 癌 
边缘 走 , 每 一 步 都 移动 一 个 e. 图 6-20a 上 画 出 了 这 样 得 到 的 一 串 相 切 的 同样 大 小 
HAR. 但 是 当 圆 盘问 下 移动 时 , 它 就 远离 盆 球 面 的 轴 , 所 以 从 轴 上 来 看 它 的 视角 
就 会 减 小 . 所 以 在 地 图 上 , 即 象 平面 (图 6-20b) 上 , 这 一 串 圆 盘 越 往 下 移 就 越 缩小 
在 伪 球 面 或 是 其 地 图 上 , 每 走 8 步 就 通 到 下 一 个 黑 圆 盘 , 但 在 原来 伪 球 面 上 两 个 黑 
圆 盘 距离 都 是 Se, 而 在 地 图 上 , 相继 的 黑 贺 盘 的 距离 束 不 再 相同 了 . 

现在 我 们 对 此 映射 的 作用 有 了 一 些 感觉 了 , 相应 于 伪 球 面 上 的 点 (x,o), 地 图 
CAA (x,y), 让 我 们 来 实际 计算 y 是 多 少 . 由 以 上 的 考虑 (或 直接 由 画 出 的 两 
个 三 角形 为 相似 ), 可 以 得 出 


ow 1 
= — = 67 => y =e” + const., 


这 个 const. 标准 的 选取 法 是 取 为 0( 即 设 伪 球面 边缘 oz =0 2BA y=1), A 
y=e = (1X). 

OPE, 整个 伪 球 面 的 地 图 就 是 图 6-20b 上 位 于 y = 1({ 伪 球 边 缘 ) 以 上 的 有 阴影 的 区 
域 , 而 与 此 映射 相关 的 度量 是 

_ds_ da? + dy? 

y y | 

为 了 以 后 的 应 用 , 还 请 注意 在 地 图 上 的 以 dz 和 dy 为 边 的 无 穷 小 矩形 (图 6-20b 上 
空白 的 三 角形 是 其 一 半 ) 代表 伪 球 面 上 一 个 以 = 和 dy ALLA S -) FETE. 所 
以 , 在 地 图 上 看 起 来 , 它 的 视 面 积 dzdy 与 伪 球 面 上 的 真 面 积 dA ZARE 


dad 
dA= a (6.32) 


(6.31) 


6.3.4 贝尔 特 拉 米 的 双 曲 平面 


我 们 在 引言 中 可 能 造成 了 一 个 印 铺 , 即 贝尔 特 拉 米 成 功 地 把 双 曲 几何 解释 为 伪 
球面 的 内 冀 几 何 . 这 其 实 是 不 可 能 的 , 而 且 贝 尔 特 拉 米 也 不 是 这 样 说 的 . 

由 商 斯 、 鲍 耶 和 罗 巴 切 夫 斯 基 所 发 现 的 抽 银 的 双 曲 几何 应 理解 为 发 生 在 双 曲 
FHE, 它 就 是 欧 几 里 德 平 面 , 只 不 过 其 中 的 直线 应 满足 双 曲 线 公理 (6.3): 


始 定 一 直线 工 以 及 工 外 一 点 P, 至 少 有 两 条 过 pp 的 直线 不 与 二 相交. 


伪 球 面 的 常 值 负 曲率 保证 了 它 能 忠实 地 表示 这 个 公理 的 一 切 只 涉及 双 曲 平面 的 有 
限 区 域 的 推论 . 这 种 推论 的 一 个 例子 就 是 以 下 定理 ; 三 角形 的 角 量 是 其 面积 的 负 倍 
数 , 在 伪 球 面 上 确实 是 这 样 的 . 

但 是 , 伪 球 面 不 能 作为 整个 双 曲 平面 的 模型 , 因为 它 在 两 个 问题 上 令 人 无 法 接 
受 地 背离 了 欧 几 里 德 平 面 ， 
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。 伪 球 面 更 接近 于 柱 面 而 非 平 面 . 例如 平面 上 的 闭环 恒 可 缩 为 一 点 , 而 伪 球 面 
上 包围 轴 的 闭环 则 不 行 . 
。 在 双 曲 平面 上 , 和 在 欧 几 里 德 平面 上 一 样 , 直线 段 在 两 个 方向 上 均 可 无 限 延 
长 . 我 们 已 经 看 到 , 伪 球 面 的 虚 物 母线 明显 是 测 地 线 , 所 以 我 们 可 能 愿意 把 
它们 解释 为 双 曲 直线 . 但 是 这 样 一 条 蝶 物 线 虽然 可 以 沿 伪 球 面 无 限制 地 向 上 
延伸 , 而 在 男 一 方向 上 , 当 它 碰 到 边缘 时 就 必须 停 下 来 . 
贝尔 特 拉 米 指出 , 第 一 个 问题 可 以 如 下 解决 设想 用 一 个 可 以 拉 伸 的 薄膜 包 
住 伪 球 面 , 要 想得到 图 6-20b 的 映射 象 , 把 这 个 薄膜 沿 忠 物 线 驳 开 , 并 且 解 开 来 放 
在 有 阴影 的 区 域 上 .当然 要 把 薄膜 拉 一 拉 才 能 弄 平 , 而 且 成 一 矩形 区 域 一 一 度量 
(6.31) 告诉 我 们 , 在 各 个 部 分 应 作 多 么 大 的 拉 伸 . 但 是 现在 请 你 设想 , 这 时 塑料 薄 
膜 把 伪 球 面 缠 着 包 了 无 穷 多 次 ", 就 好 像 一 卷 长 为 无 限 的 保鲜 膜 一 样 . 把 这 张 无 穷 
长 的 薄膜 松 开 (一 边 放 松 一 边 拉 伸 ) 就 可 以 把 y = 1 以 上 的 区 域 盖 满 . 按照 这 个 解 
E, 若 一 质点 在 地 图 上 沿 水 平 直 线 运 动 , 就 相应 于 一 个 质点 RR) ERR LS 
周 o = const. 旋转 , 在 地 图 上 每 走 2r, 就 相应 于 在 伪 球 面 上 转 了 一 周 . 
我 们 现在 再 来 解释 怎样 用 这 个 共 形 映射 解决 第 二 个 问题 一 一 即 伪 球 面 边 缘 问 
题 . 从 外 在 几何 的 角度 看 , 这 个 边缘 是 一 个 不 可 但 越 的 障碍: 我 们 不 能 把 伪 球 面 光 
滑 地 拓展 过 这 个 边缘 而 仍然 保持 常 曲率 . 然而 我 们 关注 的 只 是 伪 球 面 的 内 草 几 何 ， 
而 我 们 已 经 看 到 , 如 果 我 们 用 d# = 22 来 量度 距离 , MPR (AAR) 与 图 6-21 
中 的 区 域 y > 1 是 完全 一 样 的 . 


双 曲 直线 


q EHTA: y 
图 6-21 


假想 你 是 生活 在 图 6-21 上 的 小 小 的 2 维 生 物 , 党 着 垂直 直线 z = const. 向 下 
EMERG LAA RMA EER. 当然 , 在 伪 球 面 上 走 到 边缘 (o = 0) 
上 的 某 个 5 点 处 就 要 突然 停 步 , p 在 地 图 上 相应 于 直线 y = 1 上 的 某 点 p. 但 是 
在 地 图 上 , 这 个 p 点 与 其 他 点 没有 什么 不 同 , 绝 无 任 何 障碍 不 让 你 走 下 去 , 一 直到 
y 二 0 上 的 某 点 g 为 上 上. 


全 Stillwell[1996) 指出 , 这 可 能 是 现在 拓扑 学 家 所 说 的 “万 有 复 订 ”在 数学 中 第 一 次 亮相 . 
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为 什么 到 了 g 就 一 定 要 停 ? 答案 是 , 你 根本 走 不 了 那么 远 , 4 离 p 有 无 穷 远 ! 候 
设 你 就 是 图 6-21 上 那个 位 于 直线 y = 2 上 的 小 圆 盘 , 我 站 在 你 的 双 曲 世界 之 外 , 看 
着 你 以 一 个 恒定 不 变 的 步伐 向 y = 0 走 去 . 当然 , 在 你 的 双 曲 世界 里 , 你 的 双 曲 身 裁 
是 不 变 的 , 但 是 在 我 看 来 你 却 在 越 缩 越 小 . 在 我 们 画 出 的 欧 几 里 德 解释 即 图 6-21 
习 ] 里 , 这 一 点 就 表现 得 特别 生动 , 你 的 双 曲 身 裁 正 是 角 da = H: 


中 心 位 于 (z+ iy) 处 的 无 穷 小 圆 瘟 的 双 曲 直径 就 是 此 图 盘 在 实 
th too St Boke) A. (6.33) 


这 样 你 的 表 观 上 的 大 小 , 即 我 所 看 到 的 你 的 大 小 , 一 定 得 缩 , 这 才能 始终 张 同样 的 
fi, 虽然 在 你 看 来 , 你 的 双 曲 步伐 每 步 都 一 样 长 , 但 在 我 看 来 , 你 的 步子 却 越 来 越 小 ， 
在 我 看 来 你 是 越 走 越 慢 . 

举例 来 说 , 设 你 是 以 恒定 的 速率 In2 在 走 ， 按 我 们 的 解释 , 将 S 积分 求 出 所 
需 时 间 [练习 ], 你 在 1 个 单位 时 间 后 会 走 到 y = 1, 2 个 单位 时 间 后 走 到 y=}, 3T 
单位 时 间 后 到 达 y= 1, 等 等 , 每 一 个 单位 时 间 只 能 使 你 走 完 到 y = 0 的 距离 的 一 
半 , 所 以 永远 也 到 不 了 . [这 个 现象 称 为 “ 世 诺 的 报复 ”再 适当 不 过 了 中 

我 们 现在 有 了 双 曲 平面 的 一 个 具体 模型 , 即 图 6-21 上 有 阴影 的 整个 半 平 面 y > 
0, 其 上 规定 了 度量 ds = 4. 实 轴 上 的 点 离 普通 的 点 为 无 穷 远 , 而 (严格 说 来 ) 并 不 
考虑 为 双 曲 平面 的 一 部 分 . 这 些 点 称 为 理想 点 或 无 穷 远 点 . 由 无 穷 远 点 构成 的 整个 
直线 y = 0 将 称 为 天 际 线 2”. 

用 这 一 幅 地 图 来 研究 双 曲 几何 就 好 比 用 球 极 射影 地 图 来 研究 球面 几何 , 哪怕 真 
的 球面 根本 没有 看 见 . 这 并 不 如 人 们 想象 的 那么 糟 . 归根 结 底 , 人 类 用 天 体 测量 对 
地 球 表 面 早 已 有 了 很 好 的 理解 , 这 比 人 类 冲 进 太空 俯视 大 地 看 见 它 真 正 是 一 个 球 ， 
TE is! 

然而 , 有 一 个 像 地 球 仪 那样 的 东西 总 比 仅 有 一 张 世 界 地 图 更 好 . 因 人 以 球面 只 能 
模拟 双 曲 平面 的 一 部 分 , 那么 有 没有 别 的 曲面 与 整个 双 曲 平面 等 距 呢 ? 令 人 伤感 的 
是 , 希 尔 伯 特 在 Hilbert [1901] 中 就 证 明了 , 每 一 个 伪 球 面 型 的 曲面 都 一 定 有 边缘 而 
不 可 能 光滑 地 拓展 过 它 且 又 同时 保持 常 值 负 曲率 . 所 以 , 具有 度量 (6.31) 的 上 半 平 
面 就 是 双 曲 平面 的 我 们 可 以 得 到 的 好 的 描述 了 . 

然而 , 正如 一 张 世 界 地 图 可 以 用 不 同 的 投影 法 来 表示 地 球 表 面 一 样 , 我 们 也 可 
以 用 不 同类 型 的 映射 来 表示 双 曲 平面 , 我 们 刚才 得 到 的 地 图 称 为 处 加 莱 上 半 平 面 ， 
但 是 还 有 一 个 称 为 下 加 莱 贺 盘 , 再 有 一 个 称 为 克 莱 因 圆 和 前 . 前 两 个 模型 是 庞 加 莱 在 
1882 年 得 到 的 , 第 三 个 则 是 殉葬 因 在 1871 年 得 到 的 . 

我 们 不 能 对 这 些 模 型 的 名 称 一 声 不 作 , 任何 一 个 对 数学 史 稍 有 兴趣 的 人 都 知 


号 不 过 按 国 人 熟 亚 的 程度 , 应 该 说 是 * 状 者 的 报复 ”: “一 步 之 还, 日 行 其 半 , 万 世 不 剖 ， 一 一 ARE 
D 原因 很 快 就 清楚 了 , 另 一 个 名 字 是 无 穷 远 贺 . 
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道 , 各 种 数学 思想 (时 常 ?) 会 张冠李戴 , 找 错 了 主 . 事实 上 这 三 个 模型 都 是 贝尔 
特 拉 米 发 现 的 ! 我 们 会 看 到 , 贝尔 特 拉 米 是 以 一 种 漂亮 的 统一 的 方式 从 第 四 个 模型 
中 得 出 它们 来 的 , 这 个 模型 是 画 在 一 个 半球 面 上 的 地 图 . 感到 迷惑 了 吗 ? 好 , 半球 
面 模型 还 是 贝尔 特 拉 米 的 ! 


6.3.5 ” 双 曲 直线 和 反射 


在 继续 往 前 走 之 前 , 我 们 先 要 指明 我 们 要 到 哪里 去 , 于 是 我 们 集中 注意 于 保 向 
运动 . 在 欧 氏 几何 中 , 每 个 保 向 运动 都 是 对 两 条 直线 的 反射 的 复合 . 我 们 已 经 看 到 ， 
对 于 球面 几何 这 也 是 真 的 , 而 我 们 马上 就 来 证 明 , 它 在 双 曲 几何 中 仍然 为 真 ， 因为 
两 条 欧 氏 直线 或 相交 或 平行 , 所 以 怡 好 有 两 类 保 向 的 欧 氏 运动 : 旋转 与 平 称 . 在 球 
面 上 则 没有 平行 线 , 这 蕴含 了 其 上 的 保 向 运动 只 能 是 旋转 . 相反 地 , 在 双 曲 平面 上 
有 过 多 的 平行 线 , 给 出 了 一 种 比 欧 氏 几何 更 丰 寅 的 几何 学 , 其 中 的 保 向 运动 既 有 旋 
转 和 平移 , 还 有 在 欧 氏 几何 中 没有 对 应 物 的 第 三 类 运动 . 

为 了 防止 混 请 , 我 们 用 加 一 个 字 头 h 来 表示 双 曲 概念 而 与 它们 在 地 图 中 的 欧 
氏 描 述 相 区 别 . 例如 h 直线 就 表示 一 条 双 曲 直线 ( 即 测 地 线 ), 而 “直线 ” 则 是 指 地 
图 中 的 通常 的 直线 . 我 们 也 定义 开 {z , 2} 为 a1 和 zo 之 间 的 (用 dj = 至 来 量度 
的 EA. 例如 , 车 dz 是 一 个 无 穷 小 , 则 


ldz] 
Imz ` 


H{z+dz, z} = 


最 后 , 我 们 定义 : Ae Ah 中 心 、p 为 h 半径 的 h 圆周 就 是 适合 Hiz, ch =p 的 
点 之 轨迹 . 

因为 伪 球 面 上 的 电 物 母线 很 清楚 是 测 地 线 , 地 图 上 的 垂直 直线 也 就 应 该 是 测 地 
线 , 就 是 说 , 它们 是 h 直线 的 例子 . 图 6-22a 将 通过 证 明 


两 个 径直 分 隔 的 点 之 间 的 {唯一 ) 最 短路 径 是 连接 它们 的 垂直 直线 段 工 ， (6.34) 


现在 来 直接 验证 这 件 事 , (6.34) 的 证 明 如 下 , 把 工 与 任意 另 一 条 路 径 M 作 比 较 . 令 
ds; AL 上 高 度 为 y 的 一 点 处 的 无 穷 小 线段 , dss 是 在 M 上 由 过 ds, 的 两 端的 水 
平 直线 截 出 的 元 素 . 因为 

ds, ds 


dé, = 2 < — sidi, 
y y 


所 以 工 的 总 双 曲 h HED M 的 总 双 曲 长 度 . 证 毕 . 由 此 我 们 还 可 导出 


H {(x + iyı), (£ + iya)} = |In(y /ya)| . (6.35) 


十 M, Milnor [1982], Stillwell [1996] 中 有 贝尔 特 拉 米 的 原著 Beltrami [1868,1868") 的 译文. 
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通过 的 球面 上 一 点 我 们 显然 有 指向 各 个 方向 的 测 地 线 而 不 只 有 电 物 母线 , 那么 
这 些 多 出 来 的 h 直线 在 地 图 上 是 什么 样子 昵 ? 答案 十 分 美丽 而 又 出 人 意料 : 
每 条 hh 直线 或 者 是 得 直 于 天 际 线 的 半 直 线 ,或 者 是 重 直 于 天 际 
线 的 半圆 周 . (6.36) 


ACER 


图 6-22 


在 证 明之 前 , 重要 的 是 认识 到 下 面 的 事情 : 如 果 你 是 双 曲 平面 上 的 居民 , 你 就 
完全 无 法 区 别 半圆 h 直线 与 垂直 的 h 直线 : 每 一 条 都 和 男 一 条 完全 相同 , 只 是 在 
我 们 地 球 人 的 地 图 上 , 它们 看 起 来 才 不 一 样 . 那么 , 半圆 周 h 直线 在 天 际 线 上 有 两 
个 端点 , 而 垂直 h 直线 在 天 际 线 上 只 有 一 个 端点 , 这 件 事 又 该 怎么 说 呢 ? BRET, 
在 实 轴 上 还 要 加 上 一 个 无 穷 远 点 , 所 有 垂直 h 直线 都 会 在 那里 相遇 , 按照 (6.31) Å, 
当 我 们 沿 两 条 相 邻 的 垂直 的 h 直线 向 上 走时 , 这 两 条 垂直 h 直线 之 间 的 h ERR 
如 (1/y) 那样 消逝 , 这 两 条 h 直线 都 将 收敛 到 无 穷 远 处 ; 这 件 事 在 伪 球 面 上 就 表现 
得 棚 棚 如 生 . 最 后 还 要 提 到 , 甚至 就 地 球 人 的 地 图 而 言 , 每 一 条 垂直 h 直线 也 可 以 
看 成 是 一 个 半圆 周 h 直线 当 人 允许 半径 趋向 无 穷 大 时 的 特例 . 

为 了 证 明 (6.36), 先 来 证 明 一 个 同样 美丽 的 事实 , 此 事 对 整个 下 文 都 是 基本 的 : 

对 正 交 于 天 际 线 的 半 园 周 的 反 演 是 双 曲 平面 上 的 反 向 运动 . (6.37) 
为 了 理解 此 事 为 何 为 真 , 考虑 图 6-22b 中 的 反 演 z> Z= Tr (2). 我 们 要 证 明 对 由 
z 发 出 的 任意 无 穷 小 线段 ds, Irl) 不 会 改变 其 h KÆ ds. 然而 由 于 双 曲 平面 的 模 
型 是 共 形 的 , 只 要 对 于 可 以 任意 选 定 方向 的 一 个 ds 来 证 明 此 事 即 可 . 我 们 选 ds Æ 
AY K 的 半径 gz( 如 图 ), 反 演 的 反共 形 性 蕴含 了 像 ds 仍 垂直 于 此 半径 . 这 样 , 利 
用 图 上 画 出 的 相似 三 角形 可 知 [练习 ] 


证 毕 . 

为 了 证 明 (6.36), 请 看 图 6-23a. 首先 由 图 可 知 两 点 a 与 可 只 要 Rela) # Reb) 
恒 可 用 唯一 的 垂直 于 实 轴 的 半圆 弧 L 连接 起 来 ; 要 想必 出 此 弧 的 圆心 c, 只 要 画 出 
ab 的 垂直 平分 线 即 可 . 如 图 所 示 , 令 gq 为 此 半圆 弧 的 一 端 . 现在 我 们 可 以 证 明 工 是 
连接 a 到 b 的 最 短 ( 即 h 长 度 为 最 小 ) 的 路 径 . 
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图 6-23 


RIHAR z F = Irl) 来 证 明 它 , 这 里 K 是 任意 的 以 g 为 中 心 的 圆周 . 
这 个 反 演 把 L 变 为 垂直 线段 L, (6.37) 告诉 我 们 , 工 与 5 有 相同 的 h KE. 更 一 般 
地 说 , 由 a 到 4 的 任意 路 径 M 必 与 其 反 演 M = Tx (MI)(M 是 由 寺 到 的 路 径 ) 有 
相同 的 h EE. 这 样 , OL 不 是 由 a 到 5 的 最 短路 径 , 则 工 也 不 是 由 于 到 8 的 最 
短路 径 , 这 与 (6.34) 矛盾 . 证 毕 . 

附带 提 一 下 , 这 种 构造 方法 使 我 们 (从 原则 上 说 ) 能 够 计算 出 双 曲 平面 上 两 点 


的 bh 距离 , 根据 (6.35) 这 个 距离 是 
Ima‘ | 
in (| 
我 们 以 后 还 能 导出 一 个 更 明白 的 公式 . 


垂直 于 实 轴 的 半圆 周 是 一 h 直线 这 件 事 , 强 有 力 地 向 我 们 建议 , (6.37) TAR 
新 解释 如 下 : 


对 正 交 于 天 际 线 的 半圆 周 K 的 反 演 就 是 对 双 曲 平面 上 的 h 直 
A K 的 反射 Re. (6.38) 


用 符号 来 写 就 是 Re(z) = Tx (z) . 在 证 明 这 一 点 之 前 , ABA, 所 谓 反 射 是 什么 
意思 . 正如 我 们 在 欧 氏 或 球面 几何 中 所 采用 的 作法 一 样 , 在 构造 Rele) 时 , 先 作 一 
个 过 z 而 且 垂直 于 K 的 直线 PLA PRK 的 交点 为 m, WR 就 是 在 P 上 的 
这 样 一 点 , 它 到 m 的 h 距离 与 > 到 mm 的 bh ARHAR. 

为 证 (6.38), 请 看 图 6-23b, 其 上 3 = Ik(z). 首先 要 注意 , 每 一 个 过 > 与 的 
圆周 都 自动 地 垂直 于 K. 特别 是 , 过 z 与 的 h ERE- EEEF K, 因此 就 是 
我 们 在 上 一 段 要 找 的 “P", 最 后 还 请 回忆 起 , Tx 把 P 映 为 其 自身 而 且 把 线段 zm 
与 tm 对 换 . 这 样 , 由 于 Te 是 一 个 运动 , 这 两 个 h 直线 段 有 相等 的 h KE, 这 就 是 
我 们 想 要 证 明 的 . 

反 过 来 , 设 已 知 任意 两 点 z 与 名 可 以 作 其 垂直 hh 平分 线 OK, 这 样 Re 就 会 将 
z 与 对 换 . 还 请 注意 > 及 其 反射 Mile) BK 上 任 一 点 k 的 h 距离 都 相同 , 这 
和 欧 氏 几何 及 球面 几何 的 情况 一 样 . 这 是 很 容易 证 明 的 : 因为 Te 是 一 个 运动 , 而 


H{a, b}=H{ā, b} = 
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k = Ip(k) =k, WA H {z , k} =H {z, k} =H{F, k}. 

现在 变 得 很 清楚 了 , 双 曲 几何 和 欧 氏 几何 有 许多 共同 之 处 . 然而 我 们 既 已 知道 
h 直线 是 什么 样子 , 图 6-24 就 表明 双 曲 几何 确实 是 非 欧 几 里 德 的 : 经 过 p A 
穷 多 条 h 直线 [图 上 凡 用 虚线 画 的 都 是 ] 都 不 与 图 上 的 h 直线 工 相 过 . 这 些 h 直线 
就 称 为 是 超 平行 于 L. 


图 e 


恰好 有 两 条 bh 直线 把 超 平行 于 CL 的 以 及 与 上 相交 的 h 直线 分 离开 , 这 两 条 h 
直线 在 双 曲 平面 之 内 不 能 与 世 相遇 而 在 天 际 线 上 才 与 工 相遇 . 这 两 条 h 直线 就 称 
为 “ 渐 近 于 ”或 者 说 是 过 p 对 工 的 渐 近 线 .2 

和 在 欧 氏 儿 何 中 一 样 , 图 6-24 清楚 地 显示 出 来 : 恰 有 一 条 了 h 直线 M it p 点 
BS LNZAABA (TAR g A). 事实 上 [练习], M 可 以 作为 唯一 一 条 过 p 和 
Ri(p) 的 h 直线 而 构 作 出 来 ，M 的 存在 , 使 得 p 与 直线 工 的 距离 可 以 按 通常 的 方 
HENX, EM 的 线段 pg 的 EE. 

因为 M A LEZ, Ray = Zw 必 映 工 为 其 自身 , 但 把 工 在 天 际 线 上 的 两 个 
端点 对 换 . 由 此 可 知 Ray 也 把 两 条 渐 近 于 工 的 h 直线 ( 渐 近 直线 ) 互相 对 换 , 而 且 
M 平分 两 渐 近 线 在 p ALH. M 与 任 一 渐 近 线 之 和 角 称 为 平行 衣 , 通常 记 作 II. 当 
把 直线 M ip 旋转 时 , M 与 工 之 变 点 就 移 向 无 穷 远 处 , 而 I 就 告诉 你 ,AM 要 转 
多 么 大 才 完 全 离开 工 . 

最 后 , 图 6-25 只 是 用 来 说 明 与 图 6-24 同样 的 概念 与 名 词 的 , 但 这 里 h BL 
不 是 用 半圆 周 而 是 用 垂直 半 直 线 来 表示 的 . 

6.3.6 ” 鲍 耶 一 罗 巴 切 夫 斯 基 公 式 * 


这 一 小 节 很 短 , 也 是 选读 的 , 它 很 美妙 地 说 明 怎 样 用 前 面 的 思想 来 解决 一 个 很 
有 意义 的 具体 问题 : 求 平行 和 朋 I. 

在 欧 氏 几何 中 , 两 条 渐 近 线 的 类 比 永 是 过 p 的 唯一 平行 于 工 的 直线 , 而 且 因 为 
此 直线 与 M ÆA, II 的 类 似 物 就 是 直角 . 另 一 方面 , 在 双 曲 几何 中 , 很 清楚 贡 总 是 


D 男 一 个 共用 的 名 词 是 平行 
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锐角 , 而 且 随 着 p žl LZ hEN D=H{p, g} 之 增加 , 其 值 下 降 . 更 准确 地 说 , fe 
耶 与 罗 巴 切 夫 斯 基 都 证 明了 


tan(I1/2) = e”, 


他 们 还 由 此 得 到 了 许多 其 他 结果 . 我 们 现在 对 这 个 所 谓 的 鲍 耶 - 罗 巴 切 夫 斯 基 公 式 
给 出 一 个 简单 的 几何 让 明 . Greenberg [1993, 391 页 | 中 说 它 “ 是 全 部 数学 中 最 值得 
注意 的 公式 之 一 , ”然而 对 于 本 书 它 只 有 附带 的 意义 . 

首先 注意 , 证 明 这 个 公式 , 图 6-25 就 已 够 用 了 , 而 不 必 使 用 图 6-24. 这 是 因为 ， 
只 要 对 以 工 之 一 个 山 点 为 中 心 的 任意 半圆 周作 反 演 ( 即 双 曲 反射 就 可 以 把 图 6-24 
变 为 图 6-25. 

图 6-26 中 把 图 6-25 的 要 点 都 画 出 来 了 . ATRIL pg 的 EE D, WHE 反 
Ş} z= F= Re(2), 这 里 C 是 图 上 画 的 以 M 的 端点 e 为 中 心 而 且 经 过 og 点 的 半圆 
周 . JARLIDS pg 变 为 图 上 的 垂直 直线 段 po. 由 (6.35), 只 需求 出 g 与 了 的 纵 坐 标 
之 比 , 也 就 是 要 找 出 欧 氏 距离 [gm] 与 [pm] 之 比 . 


图 6-26 


由 于 半径 pm 正 交 于 圆周 M, AUS pme 等 于 WAS). 由 此 可 知 角 cjim = 
(11/2), 如 图 所 示 [练习 ]. 这 样 
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D = In (=| | = hin (=) = |in tan(II/2)| = —Intan(IT/2), 


ipm| 
最 后 一 步 改变 符号 的 由 来 是 : 因为 [I 是 锐角 , 所 以 tan(I1/2) < 1. 这 样 tan(I1/2) = 
e- 卫 ,是 所 求证 . 
6.3.7 ” 保 癌 运动 的 三 种 类 型 


我 们 已 经 指出 ,“ 庞 加 全 上 半 平 面 * 是 贝尔 特 拉 米 首先 发 现 的 .使 施加 药 应 该 
获得 名 声 (肯定 是 极 高 的 名 声 !) 的 , 是 在 于 他 看 到 了 双 曲 几何 与 复 分 析 有 密切 的 联 
A. 这 种 联系 的 基石 就 是 这 样 的 事实 : 双 曲 平面 上 的 ( 保 向 ) 运动 是 默 比 乌 斯 变换 . 
我 们 先 来 概述 一 下 这 是 怎么 一 回 事 , 

车 和 Lz 是 两 条 h 直线 , 则 关于 它们 的 h 反射 的 复合 

M= Rr. 5 Rr, 
将 是 双 曲 平面 上 的 保 向 运动 . 因为 在 地 图 上 每 一 个 h 反射 都 可 用 对 于 一 个 圆周 的 
RERET, 我 们 立即 导出 , 每 一 个 形 如 Ad 的 保 间 运动 都 可 用 一 个 ( 非 斜 驶 的 ) BR 
比 乌 斯 变换 M (2) 来 表示 . 下 一 步 我 们 将 要 证 明 : 每 一 个 保 向 运动 都 具有 M 的 形 
状 , 实际 上 我 们 甚至 还 会 给 出 把 一 个 任意 的 保 向 运动 分 解 为 两 个 h 反射 的 显 式 的 
几何 作法 . 设 这 一 点 已 经 确立 , 我 们 看 到 , 每 一 个 保 向 运动 都 由 一 个 【 非 斜 驶 的 ) 默 
rt fy Bp ERR RR. 

反 过 来 说 , 设 M(z) 是 一 个 性 意 的 映 上 半 平 面 到 其 自身 的 默 比 乌 斯 变换 . 则 
M(z) 也 必 映 实 轴 (UAH) 为 其 自身 . 但 是 斜 驶 型 默 比 乌 斯 变换 不 会 以 天 际 线 
为 其 不 变 曲线 : 它 的 不 变 曲 线形 状 很 奇怪 , 可 见 3.7.2 节 的 图 3-32. 因此 这 种 映 上 
半 平 面 为 其 自身 的 Mio 不 会 是 斜 驶 型 的 , 而 由 3.8.5 节 的 (3.48) 可 知 M(z) 是 对 
于 两 个 正 交 于 实 轴 的 圆周 的 反 演 的 复合 . 于 是 映 上 半 平 面 到 其 自身 的 最 一 般 的 默 比 
鸟 斯 变换 之 集 人 各 与 上 面 讲 的 M 类 型 的 保 向 双 曲 运动 的 集合 相等 . 

要 找 出 这 一 类 默 比 乌 斯 变换 的 代数 形式 的 方法 之 一 , 是 应 用 3.2.1 节 中 的 (3.4) 
ch: 对 于 以 实 轴 上 的 9 点 为 中 心 、R 为 半径 的 圆周 KRAE 

7: at o -一 D 
把 两 个 这 样 的 函数 复合 起 来 , 我 们 就 知道 M 类 型 的 运动 相应 于 下 面 的 默 比 乌 斯 变 
换 [练习 ]: 


at" a,b,c,d 为 实数 ， (ad ~ be) > 0. (6.39) 


回想 一 下 , 在 第 3 章 的 习题 25 中 已 经 证 明 过 , 这 就 是 最 一 般 的 映 上 半 平 面 为 其 自 
身 的 默 比 乌 斯 变换 . 这 样 我 们 的 结果 与 前 一 段 之 末 的 结论 完全 一 致 

概述 到 此 为 止 ----- 现 在 我 们 要 来 详细 地 看 一 下 保 向 运动 M. 由 图 6-24 和 图 6- 
25 知道 , MF h 直线 L 与 Lo 的 构 形 恰好 有 三 种 可 能 性 , 相应 于 此 , M = Roz, 
必 属 于 以 下 三 种 本 质 不 同 的 类 型 之 一 : 


M(z) = 
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(i) FERAE h 直线 相交 , M RRA me eh ae. 
(ii) 车 这 两 条 h 直线 是 渐 近 的 , M 就 是 一 种 新 类 型 的 运动 (而 只 有 双 曲 几何 才 
会 有 ), 称 为 极限 旋转 . 

(iii) 者 这 两 条 h 直线 是 超 平 行 的 , At 就 称 为 双 曲 平移 . 

我 们 在 第 3 章 中 的 全 部 辛苦 劳作 , 现在 有 了 收获 了 , 因为 这 三 种 类 型 的 运动 正 
是 三 种 不 同类 型 的 非 斜 驶 默 比 乌 斯 变换 : (i)h HE HR” MH; (ii) 极限 旋转 是 
“抛物 型 ”的 ; (iiiyh 平移 是 “ 双 曲 型 ” 的 ?. 这 里 , 如 果 再 读 一 下 第 3 章 末 关于 这 些 
默 比 乌 斯 变换 的 讨论 , 必定 大 有 助 益 . 

我 们 已 经 懂得 了 这 些 默 比 乌 斯 变换 , 所 以 余下 要 做 的 事 就 只 有 : 透 过 双 曲 眼镜 ， 
重新 审视 它们 . 就 是 说 , 假想 你 属于 让 加 菜 族 这 个 物种 一 一 就 是 属于 那 种 小 小 的 ， 
生活 在 双 曲 平面 上 的 有 智慧 的 2 维 生 物 . 对 于 你 和 你 的 宠 加 芋 族 同胞 , h 直线 真正 
是 直线 , 实 轴 真 正 是 位 于 无 穷 下 远 之 处 , 以 及 诸如 此 类 的 事 . 如 果 对 你 的 世界 实行 
上 述 的 运动 , 你 会 看 见 什么 呢 ? 


ee ee ee ep i 


我 们 先 从 h 旋转 开始 . 图 6-27 上 夯 的 是 一 个 椭圆 默 比 乌 斯 变换 一 一 我 们 称 
之 为 Rs 一 一 它 是 这 样 产 生 的 : 所 有 的 h 直线 都 交 于 a 点 , 而 由 a 到 Ls 的 角 为 
(6/2). [此 图 是 就 @ = (1/3) BIW.) 于 是 RE BATA: a Fo, 与 a HR 
TA mse. 在 第 3 章 里 已 经 说 过 , APRA BN “EE 都 被 Re 按 箭头 所 
指 的 方向 映 到 下 一 个 有 阴影 的 “第 形 " 一 - 有 的 矩形 画 成 黑 的 是 为 了 强调 这 一 点 . 

现在 考虑 一 下 , 在 你 和 你 的 庞 加 莱 族 同胞 看 来 , 这 是 怎么 回 事 . 举例 来 说 , 你 看 
到 的 各 个 黑色 矩形 形状 和 大 小 都 一 样 . 为 了 更 好 地 理解 Ri, 我 们 首先 注意 到 , 它 对 
a 的 无 穷 小 邻 域 的 效果 (用 地 图 的 语言 来 说 ) 正 是 绕 a 点 的 欧 氏 旋转 , 转角 为 办 但 
因 这 个 地 图 是 共 形 的 , 这 意味 着 , 站 在 a 点 的 鹿 加 华 族 生 物 也 看 到 紧 接着 他 的 邻 域 
经 历 了 旋转 一 个 角 由 

然而 , 更 加 引 人 注 目的 是 , a 点 处 的 庞 加 莱 族 生物 会 发 现 整 个 双 曲 平面 都 经 历 


D 请 勿 与 双 曲 几何 的 “又 曲 ” 弦 清 . 
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了 一 个 完美 的 旋转 o. 他 所 作 的 每 一 条 由 a 发 出 的 h 直线 段 ap 都 被 映射 > 一 = 
Ré(z) RAA— h 长 度 相同 , 且 与 原来 的 h 直线 段 成 角 # 的 h 直线 段 op. 如 果 
席 加 莱 族 生物 让 由 逐渐 由 0 变 到 Qn, 他 就 会 看 见方 画 出 一 个 以 a 为 中 心 的 h A 
H, 而 在 地 图 上 我 们 则 看 见 F 奇迹 般 地 画 出 了 一 个 欧 包 圆周 ! 这 样 , 图 上 画 的 与 过 
a 的 hn 直线 正 区 的 欧 氏 圆周 都 是 真正 的 双 曲 圆周 , a 是 它们 的 公共 h 圆心 . 让 我 们 
把 这 个 了 不 起 的 结果 记录 下 来 , 中 间 加 了 一 些 不 难 证 明 的 细节 [练习 ]: 


每 个 h 圆周 在 地 图 上 都 用 一 个 欧 氏 圆周 来 表示 ,其 圆心 是 任意 
两 条 与 它 正 交 的 h BASES. 用 代数 表示 , a= (r +iy) 为 
h 圆心, p Ah 半径 的 h BA, HAY (2 + iycoshp) 为 中 心 ， 
ysinhp 为 半径 的 欧 氏 圆周 . 


图 6-28 作为 引 向 极限 旋转 的 垫 脚 石 , 在 双 曲 平面 上 引入 了 一 种 新 类 型 的 曲线 . 
在 欧 氏 几何 的 眼光 看 来 , 就 是 作 一 条 直线 工 , 在 其 上 取 一 定点 p 而 a 则 为 其 上 的 一 
We, eC 为 以 a 为 中 心 而 且 过 p 的 圆周 . 如 果 我 们 让 a 沿 工 趋向 无 穷 远 , C 的 
极限 形状 将 是 一 条 直线 (经 过 p 而 与 工 垂直 ). 图 6-28a 表明 , 在 双 曲 平面 上 我 们 看 
见 的 则 是 另外 一 种 情况 . 当 a 趋向 实 轴 上 的 无 穷 远 点 4 时 , 0 的 极限 形状 是 一 个 
在 A 点 与 实 轴 相 切 的 (KA AA. 它 既 不 是 通常 的 h 圆周 , 也 不 是 h 直线 ; 这 是 
一 类 新 的 曲线 , 称 为 极限 圆 . 图 6-28b 则 表明 , 水 平 的 (KE) 直线 也 是 极限 圆 . 注 
A, E K 是 以 A 为 中 心 的 任意 圆周 , Wb RS Re = Ie 把 图 6-28a 变 为 图 6-28b. 
所 以 宠 加 药 族 生物 无 法 区 分 这 两 类 极限 圆 . 


图 6-28 


现在 考虑 图 6-29, 它 画 的 是 对 于 在 4 点 互相 渐 近 的 两 条 h 直线 5 和 OL HE 
h 反射 所 产生 的 默 比 乌 斯 变换 . 参看 图 6-27 和 图 6-28, 现在 就 懂得 了 为 什么 称 它 为 
极限 旋转 : 它 可 以 看 作 是 h 旋转 Re 当 a 趋向 天 际 线 上 一 点 4 时 的 极限 . 请 注意 
这 个 图 上 一 些 有 趣 的 地 方 : 不 变 曲线 是 在 4 点 相 切 的 极限 圆 ; 每 个 这 样 的 极限 圆 
都 正 交 于 以 A 为 端点 任 一 h 直线 ; 每 两 个 这 样 的 极限 圆 均 在 每 条 以 4 为 端点 的 
直线 上 截 出 相同 的 h 长 度 . 

用 地 图 上 的 语言 来 说 ， 当 渐 近 的 h 直线 L AL. 是 由 垂直 的 【其 相隔 的 欧 
氏 距 离 设 为 (0/2) 欧 氏 直线 来 表示 时 , 就 会 得 到 景 简单 的 极限 旋转 ， 这 时 , M = 
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Rr, o 泡 [， 在 地 图 上 是 关于 平行 直线 的 两 个 欧 氏 反射 的 复合 . 这 样 M 就 是 上 半 平 
面 的 欧 氏 平移 = 一 (z+a) 不 变 曲线 是 水 平 直 线 , 也 就 是 图 6-28b 上 的 那 种 极限 圆 ， 
不 过 这 个 欧 氏 平移 不 是 h PB. 只 要 看 一 看 M 在 伪 球 面 上 的 效果 就 清楚 了 , EA 
RAMEE RAR MSE a. 


图 6-29 


图 6-30 画 出 了 第 三 种 也 就 是 最 后 一 种 运动 : h 平移 ( 双 曲 型 默 比 乌 斯 变换 ), 它 
是 由 对 两 个 超 平行 的 h 直线 的 反射 生成 的 . 首先 要 注意 , 能 够 同时 正 交 于 Li 和 Le 
的 h 直线 只 有 一 条 . 与 欧 氏 平移 不 同 , 这 个 h 直线 是 唯一 的 被 映 为 自身 的 h 直线 ， 
称 为 h 平移 的 轴 . 尽管 有 这 一 点 差别 , “bh 平移 ”这 个 名 词 还 是 恰当 的 , 因为 h 直线 
工 上 每 一 点 都 被 沿 着 工 移动 了 相同 距离 【 记 为 站 . 如 果 在 L 上 再 赋 以 一 个 方向 , 则 


在 欧 氏 几何 中 , 平移 的 不 变 曲 线 是 平移 方向 的 平行 线 . 然而 图 6-30 表明 , TL 
的 不 变 曲 线 并 非 h 直线 , 而 是 连接 L 两 端 el 和 ez UKM. 它们 称 为 工 的 等 
距 曲 线 , 因为 在 这 样 一 条 欧 氏 圆 弧 上 , 每 一 点 距 h 直线 工 都 有 相同 的 h 距离 , 请 自 
行 弄 清 这 一 点 . 

用 地 图 来 解释 , 当 超 平 行 h 直线 Li 和 Lo 用 同心 欧 氏 半圆 周 来 表示 时 会 生成 
最 简单 的 h 平移 . 为 方便 计 , 设 圆心 为 原点 . 这 里 , 两 个 h 反射 ( 即 反 演 ) 给 出 一 个 
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中 心 伸 缩 : z kz, 其 中 上 是 一 个 实数 伸缩 因子 . 这 个 h 平 称 的 轴 是 过 原点 的 垂 
直 直 线 (y $h), 而 其 他 的 经 过 原点 的 (KR) 直线 都 是 等 距 曲 线 (参看 图 6-20 和 图 
6-21). 注意 , 在 地 图 上 这 个 欧 氏 伸缩 是 一 个 相似 变换 , 而 在 双 曲 平面 上 则 不 是 相似 
变换 —— 在 双 曲 平面 上 根本 就 没有 相似 变换 . 

现在 我 们 已 完成 了 对 于 这 三 类 保 向 运动 的 概述 , 重要 的 是 要 注意 , 它们 不 仅 在 
地 图 上 看 来 效果 很 不 相同 , 而 且 用 内 冀 的 双 曲 几何 来 说 , 它们 又 各 有 独特 的 指纹 
MAA, 不 加 菜 生 物 能 够 区 分 这 些 运 动 . 例如 , 在 三 类 之 中 只 有 h 旋转 有 不 变 的 
h 圆周 , 只 有 h 平移 有 一 条 不 变 h 直线 . 
6.3.8 把 任意 保 向 运动 分 解 为 两 个 反射 


我 们 现在 要 证 明 双 曲 平面 上 的 保 向 运动 公有 h 旋转 、 极 限 旋 转 与 h FE. 即 是 
说 任 一 个 保 向 运动 At 可 写 为 两 个 h 反射 的 复合 : M = Re o Ri. 

证 明 的 第 一 步 是 一 个 熟知 的 引 理 ， 任意 双 曲 运动 At{ 和 不 一 定 是 保 向 的 } 可 由 它 
对 三 个 非 共 线 点 上 的 效果 而 唯一 确定 . 和 在 欧 氏 几何 中 一样, 要 证 明 这 一 点 只 需 证 
HA p 的 位 置 可 以 由 它 到 任意 3 个 非 共 线 点 a, b,c 的 h EREHE 看 一 看 
图 6-31a, 其 中 我 们 (为 简单 计 ) CEE a, b Wh 直线 工 由 地 图 上 的 垂直 直线 表 
示 . 分 别 作 以 a, b, 为 中 心 而 且 经 过 pp 点 的 h 圆周 . 因为 由 假设 c PELE, 我 
们 看 到 p 就 是 这 三 个 圆周 的 唯一 交点 . 证 些 . 


|a] L \ [is] 


| 
d 
| 
| 
# 


图 6-3 
现在 设 已 有 一 个 运动 将 a, b 两 点 分 别 送 到 图 6-31b PAY a! AA b 点 . 由 以 

上 所 述 , 只 要 知道 任 一 个 不 在 过 a 和 4 的 h EE LERI p RAR, 这 个 运动 就 唯 
一 地 决定 了 . 现在 以 w Ald! Ah Al, Hia, p 和 fb, p Ah 半径 作 两 个 h 
圆周 如 图 6-31b, 我 们 知道 只 有 它们 的 两 个 交点 p Sop Aa Red p BUR. 此 外 , A 
为 过 am Alb fh Be L 一 定 与 以 这 两 点 为 中 心 的 h MAEZ, 我 们 知道 p' 5 P 
关于 L' 对 称 , 即 万 = Telp) = Reip). 这 样 我 们 证 明了 ， 

恰好 有 一 个 保 向 运动 JM[ 以 及 恰好 一 个 反 向 运动 M) 把 一 已 知 

Sh 直线 段 ab MAA -CHHAA EAH 长 度 的 h 直线 段 (6.40) 

a'b!. 此 外 ,AM = (Ryo MÌ, L Aita fob hh 直线， 
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我 们 将 要 给 出 把 任 一 保 向 运动 At 分 解 为 两 个 h 反射 的 显 式 的 几何 作法 . 首 
先 注意 , 由 (6.40) 得 知 M 可 由 它 在 任意 两 点 上 的 效果 所 决定 , 不 论 这 两 点 多 么 接 
it. 虽然 这 并 不 是 本 质 的 , 但 车 令 这 两 点 间隔 为 无 究 小 , 下 面 的 作法 就 特别 清楚 了 . 

所 以 , 我 们 取 这 两 点 为 z 和 (z 十 dz), 它们 在 At 下 的 象 则 为 w= Miz) 和 
w+dw = M(z+dz). 图 6-32 是 为 了 说 明 这 里 的 思想 . 我 们 的 工作 是 要 找 出 两 个 h 
反射 使 得 同时 能 把 > 变 为 wd: BA dw.[ 附 带 说 一 fF 因为 At 必 为 共 形 的 , CM 
可 以 看 成 一 个 解析 函数 , 而 有 dw = M1’ (z)dz.] 

先 用 一 个 h 平移 Ti 把 z RB w, EP SS= fz, wh LEH z Bw 的 唯一 
h 直线 . AAT) 是 共 形 的 , 它 必 保 持 长 度 与 前 度 , MUCE dz 映 为 一 个 h KES 
dz 相同 的 无 穷 小 向 量 dz, WA dz 与 工 的 角度 等 于 dz 与 工 的 角度 . $ d 到 dw 
的 角度 为 9 再 作 一 次 h 旋转 RE, 则 w 位 置 未 动 , 而 dz 转 成 了 dw. 这 样 两 次 运 
动 的 总 效果 就 是 既 把 z E w, 又 把 dz 变 为 dw, 所 以 它 就 是 我 们 需要 的 M: 


M=R® of}. 


其 实 这 里 已 把 At 分 解 为 4 个 h 反射 , AAT! 与 Re 各 可 分 解 为 两 个 h 反 
射 ， 然而 , 图 6-32 表明 , 我 们 总 能 安排 得 使 4 个 h 反射 中 有 两 个 互相 抵消 . > m 
Ah 直线 段 zw 的 bh PA, ERAR h 直线 4 和 B 分 别 过 m 与 w 而 且 都 与 工 正 
ae. 这 样 , TÉ = (Reo Ry). 如 果 过 再 作 一 条 h 直线 C HES B 成 角 (8/2), 则 
RË = (Reo Re) 这 样 我 们 就 会 得 到 开始 时 想 要 证 明 的 ; 每 个 保 向 运动 At 可 以 分 
解 为 两 个 h 反射 : 


M = (Re a Rp) o Rp o Ra) = Ro oR. 


图 «6-32 


在 我 们 画 出 的 例子 中 , A 和 C 这 两 条 h AEA a, RAA (0/2) 
则 上 面 求 出 的 At 恰好 是 一 个 h 旋转 : JM = RI. 然而 也 很 清楚 , 这 样 的 做 法 也 很 
容易 给 出 渐 近 的 或 超 平行 的 4 与 C, 这 时 A4 就 会 是 极限 旋转 或 b 平移 . 

总 结 我 们 已 经 证 明 的 , 并 且 回 忆 (6.39), MA: 
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RHE LHSME DMMB AAP h 反射 的 复合 , 因此 是 h 
旋转 , 或 极限 旋转 , Ah PH. 在 处 加 莱 上 半 平 面 中 , 所 有 这 些 
运动 都 可 以 用 以 下 形状 的 默 比 外 斯 变换 表示 : 
2 Rra, b,c, d$ gt, E (ad—be)> 0. 

最 后 , 再 回 到 图 6-32, 并 且 借 助 于 (6.40), EU SUE—HOIRI aR x 和 dz Aw 和 
dw 的 反 向 运动 M 必 由 三 个 h 反射 给 出 : 


M(z) = 


M= Rr oRcoRy, ‘ 


这 里 V 就 是 图 上 夯 的 经 过 w 与 (w+ dw) 的 bh 直线 , 也 就 是 按 dw 方向 经 过 的 
h 直线 . 然而 这 个 分 解 并 没有 给 出 M 的 最 简单 的 几何 解释 ; 习题 24 中 就 有 这 种 几 
何 解 释 以 及 揪 述 一 般 反 同 运 动 的 公式 .. 

6.3.9 双 曲 三 角形 的 角 盈 


在 双 曲 平面 上 用 h 直线 段 把 三 个 点 连接 起 来 就 给 出 一 个 双 曲 三 角形 (这 就 是 其 
定义 ). 我 们 的 目标 是 要 证 明 , 这 样 一 个 双 曲 三 角形 了 的 角 和 是 ET) 是 


EIT) = (-1)A(T). (6.41) 


我 们 在 引言 中 已 经 指出 , 这 个 式 子 表明 T 的 内 角 和 恒 小 于 r 而 最 大 的 T 的 面积 
也 不 会 超过 x( 当 然 还 有 其 他 的 事 ). 参照 微分 几何 中 的 结果 ( 即 前 面 的 (6.6) 式 ), 我 
们 还 看 见 , 这 个 公式 的 证 明 过 程 , 还 能 对 双 曲 平面 具有 常 值 负 曲 率 k = —1 这 一 事 
实 给 出 一 个 内 荔 的 证 明 .” 

我 们 还 曾 指出 , 惠 更 斯 早 在 1693 年 就 研究 过 伪 球 面 , 在 我 们 熟悉 了 双 曲 面积 
以 后 , 现在 就 可 以 证 实 他 的 一 个 惊人 结果 : 的 球面 具有 有 限 面 积 . 图 6-20 表明 , fH 
球面 可 以 用 上 半 平 面 中 的 有 阴影 的 区 域 {0 < 2 < 2n,y > 1} 来 表示 , (6.32) 式 则 表 
示 , 这 个 欧 氏 面积 为 无 穷 大 的 区 域 , 其 双 曲 面积 其 实 是 有 限 的 : 


A( 伪 球面 ) = [faa = 3 | cal a W dz ia CY on, 


2 2 
r=0 vy=1 y yol y 


而 惠 更 斯 已 经 发 现 了 和 它 . 
图 6-33a 上 画 了 一 个 伪 球 面 上 的 三 角形 (空白 三 角形 )}. 如 果 它 的 最 上 面 的 项 
所 洛 伪 球面 无 限 地 问 上 运动 , 则 在 此 项 点 处 的 角 趋 向 零 , 相交 于 这 个 项 点 的 两 边 趋 
HATNA, 即 伪 球面 的 两 条 电 物 母线 , 它们 相交 于 无 穷 远 点 . 这 样 一 个 两 边 为 
独 近 的 极限 三 角形 称 为 渐 近 三 角形 . 为 了 对 通常 的 三 角形 证 明 (6.41) 式 , 我 们 先 对 
渐 近 三 角形 来 证 明 此 式 . 图 6-33b 在 上 半 平 面 画 出 了 这 样 一 个 三 角形 , 两 个 电 物 母 
T 请 回忆 一 下 , 我 们 前 面 莹 用 伪 球 和 面 给 出 了 一 个 外 在 的 证 明 ， 
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线 的 边 变 成 了 垂直 半 射 线 . 由 惠 更 斯 的 结果 , T 很 清楚 具有 有 限 面积 AT), AAM 
HRALA, 我 们 想 要 证 明 的 结果 就 是 AT) = (n-a -— 8). 


为 了 简化 这 个 结果 的 导出 , 图 6-33b 假设 了 T 的 有 限 边 是 一 段 单位 圆 弧 . 这 并 
不 导致 背 失 一 般 性 , 因为 一 个 以 > = X APD. r 为 半径 的 圆 弧 , 只 要 先 作 极 限 族 
转 (前 面 说 了 , 它 在 复 平面 上 就 是 x 一 (z 一 无 )), 再 继 以 一 个 h 平移 (在 复 平面 上 
就 是 z 一 (zj7)), 就 可 以 变 成 单位 圆 弧 . 由 图 6-33b, 我 们 现在 就 可 导出 


cos d Do 
A(T) = | St] ee 
g=cos(n—a) LJy=VI—2? Y 


$ r= cosd, 就 给 出 所 求证 的 结果 


dr 
er y 1 一 x? 


anej 28a =n—a-B. 

图 6-34 的 左 图 是 一 个 -- 般 三 角形 (空白 三 角形 ), 设 其 面积 为 A 对 它 的 一 个 
顶点 (现在 是 a) 作 一 个 适当 的 h 旋转 Ro, 就 可 以 把 它 的 一 边 (现在 是 由 a HMA 
为 ?的 顶点 的 边 ) 变 到 垂直 位 置 , 如 图 6-34 右 图 所 示 . 这 就 很 清楚 了 , 面积 .A 是 两 
个 源 近 三 角形 面积 之 盖 : 其 一 具有 项 和 角 a 和 (8 十 用; 另 一 个 (RERE) RATA 
(x 一 ?7) 和 6. 最 后 再 应 用 上 面 关 于 渐 近 三 角形 的 结果 , 即 得 (6.41) 式 : 


图 6-34 
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A= [n-a-(8+8)] -[x-(x-7)-8) 
=nx-a-f-y¥y 
= =Ë, 
6.3.10 Fmxae 


贝尔 特 拉 米 除了 上 述 半 平面 模型 外 , 还 在 Beltrami [1868] 中 构造 了 双 曲 平面 
的 另 一 个 极 有 用 的 共 形 地 图 , 这 一 次 是 作 在 单位 圆 盘 内 . 14 年 后 , 庞 加 莱 重 新 发 现 
了 这 个 地 图 , 所 以 现在 普遍 地 (然而 张冠李戴 地 ) SECO eo HE A. 
图 6-35a 画 出 了 这 个 构造 过 程 的 第 一 步 , 即 用 反 演 
gree = Ig{z) 

映 整 个 上 半 平 面 到 单位 圆 盘 内 , K 就 是 图 上 夯 的 以 -i 为 中 心 并 经 过 +1 HAA. 
为 了 使 这 个 圆 盘 能 代表 双 曲 平面 , 它 的 度量 必须 是 从 上 半 平 面 继承 而 来 的 . 这 就 是 
说 我 们 必须 定义 圆 盘 内 两 点 和 了 的 b 间隔 [a 6} 即 为 它们 在 上 半 平 面 中 的 
BR a Mb 的 h 间隔 H{a, b}. 注意 , 这 就 意味 着 | 练习 ] 圆 盘 中 的 h 直线 应 定 
义 ?为 上 半 平 面 中 的 h 直线 之 象 


图 B35 


在 往 下 读 之 前 请 先 仔 细 考 虑 图 6-35a, 直到 把 以 下 细节 都 弄 清 楚 为 止 : (i) 土 1 为 
不 动 点 , i BRA) 0; Gi) 上 半 平 面 的 整个 有 阴影 的 区 域 被 映 为 有 阴影 的 下 半 单 位 圆 
盘 ; (iii) 上 半 平 面 的 其 余部 分 ( 即 空白 的 上 半 单 位 圆 盘 ) 被 映 为 其 自身 ; fiv) HRA 
Nh 直线 是 上 半 平 面 的 h Bese, 它们 是 与 单位 圆周 正 交 的 图 弧 ; (v) 双 曲 平面 
的 整个 天 际 线 用 单位 圆周 代表 , 上 半 平 面 的 垂直 h 直线 在 无 穷 远 处 的 公共 点 现在 
用 -i ER. 

至 此 我 们 已 经 得 到 了 双 曲 平面 在 单位 圆 盘 内 的 地 图 . 然而 , 因为 Irl) 是 反共 
形 的 , 所 以 这 个 地 图 也 是 反共 形 的 : 上 半 平 面 中 的 角 现 在 用 圆 盘 内 相等 但 是 反 号 的 
PEET. 如 果 我 们 再 作 z 一 三 把 圆 盘 对 实 轴 反射 为 其 自身 , 则 角 的 符号 将 再 反 转 


$$$ 


DO “MERAY BULA, 似乎 有 助 于 读者 理解 ， 事实 上 后 文 讲 到 了 这 一 点 , 一 一 HEE 
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这 样 , 从 庞 加 莱 半 平面 到 庞 加 药 圆 盘 的 净 变 换 就 是 xz 一 Igle) Mtr we 
A, 这 就 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 , 设 记 之 为 D(z). 因为 D(z) 把 i BRB) o 而 把 -i 映 
到 oo, 很 显然 D(z) 应 该 与 (z -—i)/(2+7) 成 比例 . 最 后 再 回忆 一 下 , 默 比 乌 斯 变换 
应 由 其 在 三 个 点 上 的 效果 决定 , 再 注意 到 土 ] 是 不 动 点 , 我 们 就 得 到 了 [练习 ] 
tz+1 
zit 
用 另 一 种 办 法 , 即 用 3.2.1 节 的 反射 公式 (3.4) 硬 算 , 也 会 得 到 这 个 结果 [练习 |]. 

因为 D(z) 保持 角度 和 圆周 , 很 容易 把 双 曲 平面 上 的 基本 的 曲线 类 型 从 庞 加 莱 
上 半 平 面 转 称 到 庞 加 芋 圆 得 上 来 . 图 6-35b 表明 , PENSE AY h 直线 现在 用 正 
交 于 单位 圆周 的 圆 弧 {诸如 L, A, U 来 表示 , 其 中 也 包括 单位 圆 盘 的 直径 例如 工 . 
附带 说 一 下 , 因为 天 际 线 现在 是 用 单位 圆周 来 表示 , 所 以 你 就 可 以 理解 , 为 什么 天 
际 线 也 叫做 无 穷 远 贺 周 . 

关于 hh 直线 的 一 些 术语 仍 与 以 前 一 样 ; 了 与 工 相交, 4 渐 近 于 L, U 与 工 超 平 
行 , 而 连接 工 的 两 个 端点 的 欧 几 里 德 圆 弧 E 则 是 L 的 等 距 曲线 . 很 容易 看 到 , 严 
格 位 于 单位 圆 盘 内 的 欧 氏 圆周 C 表示 一 个 h 圆周, 但 是 其 bh 圆心 与 其 欧 氏 圆心 并 
不 重合 . 最 后 , 图 6-28a 与 图 6-28b 中 的 极限 圆 在 庞 加 莱 圆 盘 内 是 由 巨 那样 的 切 于 
单位 圆周 的 圆周 来 表示 的 . 

我 们 现在 来 求 谍 加 菜 圆 盘 中 的 度量 . 习题 19 说 明 怎 样 把 它 硬 算出 来 , 但 是 下 
面 的 几何 方法 ”更 有 启发 性 , 也 更 省 力 得 多 . 首先 , 图 6-36a 使 我 们 想起 了 前 面 得 到 
的 (6.33): Æ ds 是 由 2 发 出 的 水 平 直线 元 素 , 它 具 有 无 穷 小 欧 几 里 德 长 度 , WLS 
E 之 角 就 是 其 双 曲 长 度 dë = [ds/Im(z)]. 

注意 , 车 用 纯粹 的 双 曲 几何 的 语言 来 说 , 工 就 是 正 交 于 ds MWh 直线 , 而 E 是 
L 的 一 条 等 距 曲 线 , 车 作 h 旋转 RE, 则 工 变 成 了 另 一 条 h 直线 L, EF 变 成 了 工 
的 一 条 等 距 曲 线 E', 而 L' Se 间 的 角 与 原来 芭 与 互 之 间 的 角 一 样 . 这 样 我 们 就 
得 到 了 以 下 的 一 般 的 作法 : 

过 ds 之 一 端 作 正 变 于 ds Hh 直线 1 过 其 另 一 端 员 作 等 距 西 
Be. 这 时 ds 的 h 长 度 d8 就 是 | 与 el 在 天 际 线 上 ) HA. (6.43) 


这 样 把 da 解释 成 一 个 角 , 其 美丽 之 处 在 于 把 复 平 面 映 到 庞 加 莱 圆 盘 的 默 比 乌 斯 变 
换 D 是 共 形 的 , 所 以 在 庞 加 莱 圆 盘 中 上 述 构造 ds 的 方法 也 适用 ! 

图 6-36b 画 出 了 一 个 中 心 在 论 加 芋 圆 盘 的 z = ret’ Ab, 而 有 半径 ds HCA 
AA. 因为 映射 是 共 形 的 , 所 以 ds 的 h EE ds 与 ds 的 方向 无 关 , 我 们 由 此 可 取 
ds 正 交 于 过 z 点 的 直径 i, 从 而 简化 构造 (6.43). 等 距 曲 线 e 就 是 在 图 上 画 的 过 ! 
两 端的 欧 氏 圆 弧 , 

D 我 们 相信 这 个 方法 来 自 Thurston [1997|, 我 们 只 不 过 是 重新 发 现 了 它 . 但 我 们 对 此 方法 的 应 用 过 少 
有 别 于 Thurston [1997]. 


D(z) = 


(6.42) 
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图 6-36 


为 把 这 一 个 关于 ds 的 图 形 转变 为 一 公式 , 我 们 先 要 注意 到 , 者 p 是 包 合 圆 弧 
e 的 圆周 的 半径 , 则 (请 画 一 个 图 ! ) 


pdŝ=1. 


然后 , 请 回忆 一 下 {或 重新 证 明 一 下 ) 图 6-36: 所 夯 出 的 关于 圆周 的 一 个 熟知 的 性 
E: 对 于 所 有 过 一 固定 内 点 的 弦 , 此 内 点 把 纺 所 分 剖 成 的 两 部 分 乘积 相等 , 即 图 上 
的 AB = A'B', 把 这 个 结果 用 于 图 6-36d( 它 其 实 是 图 6-36b 的 放大 ), WA [练习 ] 


2pds 一 人 1 一 r)(L+r) 一 工 一 |z| 


所 以 , 庞 加 莱 圆 盘 中 的 度量 是 
2 
då = rear ee (6.44) 
请 注意 它 与 (6.16) 惊人 地 相似 ! 
因为 连接 0 到 : 的 欧 氏 直线 段 也 是 一 个 h ERR, 沿 它 积 分 就 可 以 得 出 这 两 


点 的 h 间隔 : 
noj p+] 


H{0, z} = 1n (4%) l (6.45) 


此 公式 有 一 个 简单 的 验证 法 , 当 z 趋向 单位 圆周 (天 际 线 ) 时 , H{0, z} BAER 
大 , 而 它 本 来 就 应 该 如 此 . 


所 以 
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6.3.11 上 庞 加 莱 贺 盘 中 的 运动 


在 上 半 平 面 中 我 们 发 现 了 : 每 个 保 问 运动 都 是 两 个 h 反射 的 复合 , 而 每 个 反 向 
运动 则 是 三 个 h 反射 的 复合 . AA Be See ee AY AN ae Ly ee A LAT 
完全 相同 , 这 个 结果 就 必然 也 成 立 , RPM ARR Rae, h 反射 是 什 
么 意思 ., 在 上 半 平 面 中 我 们 已 经 看 到 , 对 于 h 直线 K 的 h 反射 就 是 对 K 的 几何 
反 演 , A Rio KO Ap AH! 

这 是 很 容易 理解 的 , 在 上 半 平 面 中 , 说 9 Æp 点 对 K 的 上 反射 , 就 是 说 p 与 
q( 在 反 演 意义 下 ) 关于 K 对 称 . 为 使 大 加 莱 圆 盘 等 距 于 上 半 平 面 , 我 们 一 直 坚 持 要 
求 映射 2 F= D(z) 保持 双 曲 距离 . 特别 是 ,了 是 六 对 KK 的 反射 , 但 是 , D(z) 是 黑 
re ty HR, 所 以 对 称 原理 [3.5.1 节 的 第 三 款 ] MA PM 了 关于 KOMP, 这 就 是 
我 们 要 证 明 的 . 

这 样 , 庞 加 莱 圆 盘 中 的 每 个 保 向 运动 W 都 可 写 为 


M = Re, o Rr, = Iz, o IL, 


这 里 Ll 和 L 是 h 直线 , 即 正 交 于 单位 图 周 的 圆 弧 . 和 在 上 半 平 面 中 一 样 , 每 个 保 
向 运动 都 是 一 个 非 斜 驶 型 默 比 乌 斯 变换 . 我 们 已 经 看 到 保 向 运动 恰好 有 三 种 双 曲 地 
可 以 区 分 的 类 型 , 而 其 区 别 如 果 用 Li 和 Lo KH, 和 前 面 是 一 样 的 : 相交 时 可 得 一 
个 h 旋转 , 渐 近 时 可 得 极限 旋转 , 超 平行 时 为 h 平移 . 我 们 马上 就 来 讨论 这 些 默 比 
乌 斯 变换 的 公式 , 但 是 我 们 先 来 画 一 下 图 . 

6-37a 是 一 个 典型 的 1 旋转 , 请 注意 其 中 出 现 了 有 公共 h 圆心 的 h 圆周 . 图 
6-37b 则 画 出 了 一 个 令 人 愉快 的 事实 ; 着 Pi 和 Lz 在 原点 相交 (这 时 它们 都 是 欧 氏 
直径 ), 则 所 得 的 h 旋转 看 起 来 和 欧 氏 旋转 一 样 . 


在 这 一 点 上 , 要 讲 几 句 警告 的 话 . 我 们 作为 欧 几 里 德 族 生物 , 总 受到 一 种 不 可 
HAR, 以 为 论 加 莱 圆 盘 的 圆心 有 什么 特殊 之 外 . 所 以 必须 时 时 提醒 自己 : 对 
FEARS RED, 每 一 点 与 其 他 的 点 都 无 区 别 . 特别 是 , HES 
族 生 物 看 不 出 图 6-37a 和 图 6-37b 有 什么 不 同 . 
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图 6-38a 画 出 了 一 个 典型 的 极限 旋转 , 它 是 由 L 以 及 一 个 与 它 在 天 际 线 上 A 
点 处 渐 近 的 Fa 生成 的 . 请 再 次 注意 , 不 变 曲线 都 是 切 于 4 点 的 极限 圆 , 而 它们 与 
所 有 在 A 点 渐 近 的 h 直线 都 正 变 . 


图 6-38 


最 后 , 图 6-38 上 画 了 一 个 典型 的 b FE. 再 一 次 请 注意 , 这 时 恰好 有 一 条 不 变 
h 直线 [ 即 图 上 的 粗 黑 线 ], 而 不 变 的 等 距 曲 线 则 是 通过 它 的 端点 的 圆 弦 . 

从 我 们 在 上 半 平 面 的 工作 中 可 以 知道 , 上 面 画 的 三 类 运动 就 是 斋 加 莱 圆 盘 中 仅 
有 的 保 向 运动 , 现在 我 们 就 转 来 寻找 描述 它们 的 公式 . 我 们 知道 每 一 个 保 向 运动 都 
是 一 个 映 单位 圆 盘 为 其 自身 的 默 比 乌 斯 变换 , 在 第 3 章 末 , 我 们 曾 以 一 种 令 人 厌烦 
的 先 见 之 明 研究 过 单位 圆 盘 的 这 些 “ 默 比 乌 斯 自 同 构 *. 我 们 还 看 到 了 [3.9.2 节 的 
(3.51)], 其 最 一 般 的 一 个 Me(z) 是 


Me(z] = et Malz), 其 中 M,(z) = ——— . 


Hz—1 
这 样 , My 就 是 M 与 绕 原 点 旋转 o 的 复合 . 

注意 , Ma 把 a 和 0 WR: Mi(a) = 0， Mi0) = a. 更 一 般 地 说 ，M。 把 每 一 
对 点 z 和 Male) 都 对 换 ; 这 个 变换 是 对 合 的 . 这 可 由 图 6-39a 来 解释 , 此 图 让 我 们 
回忆 起 3.9.3 THA 3-39 所 表示 的 结果 ; 


Ma = Ig 0 ÍA, 


其 中 B 是 过 a 的 直径 , 而 AEAT 为 中 心 且 正 交 于 单位 圆周 的 圆周 . 

双 曲 几何 为 这 个 结果 提供 了 一 个 新 的 视角 : 4 和 B 的 交点 m 就 是 0 与 a 的 
h 中 点 , 而 A 则 是 h 直线 段 0a 的 h 垂直 平分 线 . 此 外 , 对 AA B 的 反 演 都 是 bh 
反射 . RE, Ma 就 是 对 两 条 过 m 是 互相 正 交 的 h 直线 的 h 反射 的 复合 , 所 以 


将 a 与 0 对 挽 的 唯一 的 默 比 鸟 斯 自 同 构 就 是 绕 h 直线 段 0a 的 
h P aitt n t h iH Rn 
这 种 新 的 洞察 的 直接 的 好 处 就 是 , 我 们 现在 可 以 很 容易 地 找到 任意 两 点 a Gz 
的 h 间隔 的 公式 . h 旋转 M, 把 a 带 到 原点 , 而 我 们 早已 知道 由 一 点 到 原点 的 bh HE 
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离 的 公式 (6.45): 


H{a, z} =H{M(a), Ma(z)} = HI0, Ma(z)} = 1n (acon | 
所 以 


az—l1|+lz-a 
Hia, z} = n (E utge) i 
现在 我 们 再 继续 关于 Me 的 讨论 并 把 它 完成 ， 正 如 图 6-37b 所 示 , 欧 氏 旋转 
ze e: ME h WER RE. 所 以 圆 盘 的 最 一 般 的 默 比 乌 斯 自 同 构 可 以 解释 为 两 个 h 
旋转 的 复合 : 


(6.46) 


M? = RS o RT . | 
图 6-39b 说 明 这 两 个 h 旋转 的 复合 法 , 用 的 正 是 欧 氏 几何 和 球面 几何 中 同样 
的 思想 . h 旋转 R$ 是 对 任意 两 条 经 过 0 而 且 交 角 为 (6/2) 的 两 条 直线 ( 即 直 径 ) 
所 作 h 反射 的 复合 . 如 果 取 第 一 条 h 直线 为 B, 第 二 条 则 记 为 cC, 我 们 得 到 
MË = (Re o Rea) o (Rp o Ra) = Re oR . 
所 以 Mè 是 h 旋转 、 极 限 旋转 或 h 平移 , 视 4 与 eA. AERE FITE. 
如 果 视 a 为 固定 的 而 $ 变动 , 则 由 有 一 个 临界 值 由 = 更 把 上 旋转 与 h 平移 
分 开 , 在 这 个 临界 值 处 , 0 的 位 置 成 为 C'E 6-39b 上 的 虚线 ], 它 与 4 在 p 点 渐 近 . 
不 难看 到 , 三 角形 pa0 是 直角 三 角形 [练习 ], 故 cos(@/2) = |al, 亦 即 
® = 2cos* |a| ， 
这 就 解释 了 3.9.3 节 的 结果 (3.53), 这 个 结果 已 在 第 3 章 的 习题 27 中 用 代数 方法 证 
明 过 了 . 总 结 起 来 , 我 们 有 
国 盘 的 最 一 般 的 歌 比 忽 斯 自 同 构 MP 是 一 个 保 向 双 曲 运动 ,而 
i) $go<OH, 它 是 一 个 h RH; (ii) HG =O 时 为 轰 限 旋转 ; 
(iii) $ a> 0 时 为 平移. 
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最 后 , 回想 一 下 , 第 3 章 的 习题 20 告诉 我 们 , 形 如 MY? 的 默 比 乌 斯 变换 的 集合 
即 是 以 下 形式 的 M(z) 之 集合 : 


m=- Et RR tal |B. 
Bz+A 
将 此 式 与 (6.20) 比较 , 即 知 : 在 球面 与 双 曲 平面 之 间 , 不 仅 其 度量 的 形状 , 还 有 表示 


保 向 运动 的 默 比 乌 斯 变换 的 形状 , 都 有 令 人 注目 的 相似 性 . 
6.3.12 “半球 面 模型 与 双 曲 空间 


图 6-40 画 出 了 我 们 怎样 得 出 双 曲 平面 的 两 个 新 模型 . 我 们 按照 Beltrami[18681， 
把 席 加 莱 圆 盘 从 黎明 球面 的 南极 5 用 球 极 射影 投影 到 北半球 面 . 对 北半球 面 上 的 
两 点 , 我 们 定义 其 h 间隔 就 是 它们 的 原音 在 虎 加 莱 圆 盘 中 的 h 间隔 , 这 样 , 我 们 就 
得 出 了 双 曲 平面 的 一 个 新 的 共 形 地 图 , 称 为 其 半球 面 模型 . 这 个 模型 中 的 b 直线 就 
是 庞 加 莱 圆 盘 中 的 h 直线 的 铺 , 因为 球 极 射影 保持 圆周 和 角 , 我 们 可 以 导出 : 半球 
面 模型 中 的 hb 直线 就 是 半球 面 上 的 重 直 (+O) 截 口 | 练习 ]. 等 距 曲 线 和 极限 圆 现在 
是 什么 样子 呢 ? 


图 6-40 


其 实 , 半球 面 才 是 贝尔 特 拉 米 的 双 曲 平面 的 原始 的 模型 , 再 对 这 个 半球 面 施 以 
上 述 的 球 极 射影 , 他 才 得 到 了 上 庞 加 菜 圆 盘 . 事实 上 , 贝尔 特 拉 米 用 不 同 的 方法 对 此 
半球 面 作 投影 , 他 就 (以 一 种 统一 的 方式 ) 得 到 了 几乎 所 有 的 现在 使 用 的 模型 

例如 , 他 把 此 半球 面 垂直 投影 到 复 平 面 上 ( 见 图 6-40a), BEE e E A 
了 双 曲 平面 的 一 个 新 模型 . 现在 称 之 为 克 菜 因 模 型 或 投影 模型 . 因为 半球 面 上 的 小 
圆周 清楚 地 被 投影 为 圆 盘 中 的 椭圆 , 所 以 克 莱 因 的 模型 不 是 共 形 的 . 这 是 一 个 严重 
的 缺点 , 但 是 由 于 半球 的 垂直 部 分 都 投影 为 ( 欧 氏 ) 直线 这 个 事实 , 这 一 点 也 得 到 了 
补偿 : 克 莱 因 模型 中 的 h 直 线 是 单位 圆周 内 的 直 的 欧 扩 弦 . 请 注意 此 事 与 图 6-12 的 
类 比 , 在 那个 图 中 球面 上 的 测 地 线 是 由 地 图 上 的 直线 来 表示 的 , 习题 14 将 会 揭示 
出 这 个 类 比 并 非 表 面 的 . 

克 莱 因 模型 的 其 他 性 质 将 在 习题 中 探讨 , 但 是 现在 我 们 已 经 钓 上 了 一 条 大 鱼 ! 
迄今 为 止 我 们 都 是 专注 于 发 展 双 曲 平面 上 的 几何 学 , 这 个 平面 乃 是 欧 氏 平面 的 负 向 
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弯曲 ( 意 指 为 负 曲 率 ) 的 对 应 物 . 而 欧 氏 平面 的 几何 又 可 以 认为 是 由 3 维 欧 氏 空间 
的 几何 学 继承 而 来 的 . 这 就 是 说 , E X, Y, 2) 是 这 个 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 , 则 此 空 
PPC be EB ds 是 


da = VdX? + dY? + d2?, 


把 这 个 公式 限制 在 通常 平面 的 点 上 , 就 得 到 2 HERR ECLA, 

所 以 这 就 产生 了 一 个 问题 : 是否 也 存在 一 个 负 向 弯曲 { 先 不 管 这 话 是 什么 意 
思 ) 的 3 维 欧 氏 空间 的 对 应 物 , 使 得 由 此 对 应 物 在 它 的 “平面 ” 上 诱导 出 来 的 几何 
学 自动 地 就 是 双 曲 平面 的 几何 学 呢 ? 我 们 要 证 明 , 这 种 3 维 双 曲 空间 确实 是 存在 的 . 

为 了 做 这 件 事 , 我 们 先 来 求 半 球面 模型 的 度量 , 因为 由 庞 加 革 圆 盘 到 半球 面 的 
球 极 射影 是 共 形 的 , 可 知 ds 又 一 次 可 由 构造 (6.43) 给 出 , MA ds 与 半球 面 上 的 
ds 的 方向 无 关 , 我 们 可 以 通过 为 ds 选 一 个 吉利 的 方向 来 简化 我 们 的 构 作 . 对 于 庞 
mls, ds 的 方向 最 好 是 选取 正 交 于 过 所 研究 的 点 的 直径 , 所 以 在 半球 面 上 的 最 
佳 选 择 就 是 这 个 构 形 的 球 极 射影 . 

这 样 , 在 图 6-40b 中 我 们 选 h 直线 | 为 半球 面 的 垂直 截 口 , 此 截 口 要 通过 N A 
与 ds 的 出 发 点 . 这 样 一 来 , 1 与 e 都 成 了 半 个 大 圆 : | 的 平面 是 垂直 的 , e 的 平面 与 
垂直 平面 的 倾角 是 ds, 这 两 个 平面 的 交 线 就 是 图 上 所 画 的 笔直 在 1 下 方 的 单位 图 
周 的 直径 . 

现在 令 我 们 画 的 ds 的 出 发 扩 坐 标 是 (X, Y, Z), 其 中 外 AY 的 方 同 恰好 是 
C 的 实 轴 与 虚 轴 方向 , 所 以 2 就 表示 一 点 离 C 的 高 度 . 由 于 ds EET: | 的 垂直 
平面 又 正 交 于 半球 面 , 所 以 ds 是 水 平 的 . 而 ds FBR PAM (X, Y, 0) 点 所 张 
的 角 就 是 (ds/Z). 但 是 这 个 角 就 是 | 与 e EA! 这 样 , 半球 面 模型 的 度量 就 是 

.ds 
ds = FZ: (6.47) 

这 个 公式 只 描述 了 半球 面 上 的 点 的 h 间隔 , 但 是 我 们 完全 可 以 用 它 来 定义 3 维 
区 域 Z > 0 中 任意 两 个 无 穷 小 间隔 的 点 的 h 间隔 . 这 个 位 于 CC 之 上 方 的 区 域 , 在 
有 了 (6.47) 所 定义 的 h 距离 后 , 就 称 为 3 维 双 曲 空间 的 半空 间 模型 . 由 (6.47) 即 
知 , 中 的 点 距 严 格 位 于 C 的 上 方 的 点 之 h 距离 是 无 穷 大 , 对 此 我 们 不 来 详细 讨 
论 . AZ, C 就 表示 双 曲 空间 的 2 维 天 际 面 或 称 为 其 无 穷 远 球面 . 

至 此 为 止 , 说 由 (6.47) 式 诱导 出 来 的 半球 面 上 的 几何 学 就 是 双 曲 平面 的 几何 
学 , 似乎 就 只 不 过 是 同 义 语 的 反复 而 已 了 . 为 了 进而 看 到 这 个 思想 里 还 真正 有 点 东 


平移 而 改变 , 所 以 这 是 一 个 运动 . 它 也 不 会 因 以 原点 为 中 心 的 伸缩 (X, Y, 2) 一 
(KX , kY , kZ) 而 改变 . 更 为 一 般 地 说 ， 以 C 之 任意 点 为 中 心 的 伸缩 都 会 保持 då, 
所 以 这 也 是 一 个 运动 

把 这 两 种 运动 都 用 于 我 们 正在 研究 的 以 原点 为 中 心 的 半球 面 , 就 会 看 到 : 
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在 半空 间 模 型 中 , 每 个 正 交 于 已 的 半球 面 都 是 双 曲 平面 . (6.48) 


在 欧 氏 几何 中 两 个 平面 的 交 线 都 是 直线 , 这 就 暗示 我 们 , 一 条 h 直线 应 该 是 两 个 双 
曲 平面 的 交 线 . 这 样 , 我 们 就 能 预期 到 , 每 个 正 变 于 CC 的 半 回 周 都 是 h 直 线 , 这 是 因为 
每 个 这 样 的 半圆 周 都 是 两 个 正 交 于 C 的 半球 面 的 交 线 . 注意 , 这 与 一 件 我 们 已 知 的 
事 是 一 致 的 : 半球 面 模型 中 的 h 直线 就 是 正 交 于 C 的 半圆 周 . 

让 我 们 暂时 回 到 2 锥 几何 . 图 6-41 画 出 了 贝尔 特 拉 米 是 怎样 从 他 的 半球 面 模 
型 得 到 上 半 平 面 模型 的 . 令 4 为 半球 面 边 缘 上 的 一 点 , 用 球 极 射影 把 这 个 半球 面 投 
影 到 它 在 g 之 对 径 点 (图 6-41 上 的 黑 点 ) 处 的 切 平面 上 一 一 其 实 任意 切 平面 都 可 
以 . 因为 球 极 射影 保持 圆周 和 和 角 , 所 以 半球 面 上 一 个 典型 的 h 直线 被 映 为 此 切 平面 
的 上 半 平 面 的 正 交 于 底 边 的 半圆 周 , 而 过 4 的 h 直线 被 映 为 垂直 直线 


图 6-41 


因为 这 些 象 都 是 h 直线 , 看 起 来 我 们 已 得 出 了 虚 加 芋 的 上 半 平 面 , 但 是 , 为 了 
确定 这 一 点 , 我 们 还 要 检验 一 下 这 个 半 平 面 上 是 否 因 此 而 真正 赋 有 了 由 (6.31) 给 
出 的 度量 . 因为 球 极 射影 是 共 形 的 , 我 们 可 以 再 用 一 次 (6.43). W1 为 一 过 4 的 h 
HAZ S, 从 图 上 立即 可 以 看 到 di = (ds/2). 其 实 这 就 是 (6.31) 式 , 只 不 过 记号 不 
同 而 已 . 

我 们 就 这 样 回 到 了 我 们 的 出 发 点 半 平 面 , 但 是 重 回 故 地 时 我 们 已 经 比 出 发 时 陪 
HET. 再 看 一 下 (6.47), 我 们 就 认 出 了 这 个 正 交 于 C 的 半 平 面 就 是 双 曲 空间 里 的 
双 曲 平面 . 这 也 揭露 出 了 球 极 射影 在 图 6-41 中 的 真正 作用 . 

我 们 知道 , 由 g 出 发 的 球 极 射影 就 是 对 于 以 g 为 中 心 的 球面 K 之 反 演 Tr 在 
此 半球 面 上 的 限制 . 用 与 平面 情况 相同 的 论证 ( 见 图 6-22b), 我 们 看 到 Te RRR 
景 (6.47), 所 以 它 是 双 曲 空间 的 一 个 运动 , 而 将 h 直线 变 为 h 直线 , 将 h 平面 变 为 
h 平面 . 此 外 , (6.48) 还 告诉 我 们 K 也 是 这 个 双 曲 空间 中 的 双 曲 平面 , 因此 我 们 就 
怀疑 Te 就 是 对 这 个 h 平面 的 反射 ， 只 要 推广 图 6-23b 的 论证 就 可 以 证 实 这 一 点 
[练习 ]. 所 以 我 们 就 有 了 (6.38) 的 如 下 推广 : 


对 于 正 交 于 天 际 面 的 半球 面 扩 的 反 演 就 是 双 曲 空间 对 bh 平面 所 的 反射 物 ， 
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探讨 双 曲 空间 中 的 运动 已 经 超过 了 本 书 的 范围 ~, 然而, 让 我 们 至 少 描述 一 下 
一 个 特别 美丽 的 结果 . 

正如 一 个 平面 上 的 任意 保 向 运动 都 是 对 其 中 两 条 h 直线 的 反射 的 复合 , 双 
曲 空 间 中 的 任意 保 向 运动 也 是 对 其 中 的 h 平面 的 四 个 反射 的 复合 . REL COA 
天 际 面 的 上 半空 间 模 型 中 , 这 样 一 个 运动 就 是 对 球 心 在 C 上 的 球面 作 的 四 个 反 演 
的 复合 . 如 果 我 们 限制 在 C 上 之 点 , 则 对 这 样 一 个 球面 KK 的 反 演 就 成 了 世上 对 于 
一 个 圆周 的 2 RR, 这 个 圆周 就 是 K 与 C 相交 而 威 的 赤道 圆周 . 反之 , C 上 对 
一 个 圆周 k 的 反 演 也 一 定 可 以 唯一 地 拓展 为 空间 的 反 演 : 只 要 作 一 个 球面 以 上 为 
IRLI T. 

这 样 , 双 曲 空间 的 每 一 个 保 向 运动 最 终 都 可 以 用 天 际 面 ( 即 C) 上 的 东西 表示 
为 对 四 个 圆周 反 演 的 复合 , 而 这 正 是 复 平 面 C 上 的 最 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 

az+6 


z Miz) = ar 


EMRE 1883 年 发 现 了 这 个 奇特 的 事实 ， 

我 们 已 经 看 见 : 双 曲 平面 . 欧 氏 平面 和 球面 上 的 保 向 运动 之 群 , 都 是 这 个 一 般 
的 默 比 乌 斯 变换 的 群 之 子 群 . 我 们 马上 就 会 看 到 , 这 个 事实 有 一 个 十 分 引 人 注 目的 
几何 解释 . 

希 尔 怕 特 关于 党 值 负 曲 率 曲 面 的 结果 表明 , 3 维 欧 氏 几何 不 可 能 为 双 曲 平面 提 
供 一 个 模型 . 然而 , 令 人 惊奇 的 是 , 3 维 双 曲 空间 确实 包含 了 一 些 曲 面 , RAL 
正 是 欧 氏 几何 ! 事实 上 , 极限 球面 (它们 是 极限 圆 的 推广 ) 就 是 这 种 有 曲面. 与 图 6-28 
HA, 切 于 C 的 欧 氏 球面 以 及 平行 于 C 的 平面 2 = const. 都 是 极限 球面 . 

在 我 们 的 双 曲 空间 模型 中 , ETF C 的 垂直 平面 看 起 来 是 平坦 的 , 而 其 实 是 内 
蕴 地 为 弯曲 的 双 曲 平面 . 但 是 , 一 个 极限 球面 2 = const. 不 仅 看 起 来 是 平坦 的 , 而 
且 真 的 是 平坦 的 . 因为 它 从 围绕 着 它 的 空间 的 度量 (6.47) 继承 来 的 度量 是 


dé = (const.)ds, 


而 这 就 是 欧 氏 平面 的 度量 ! 

于 是 网 氏 平面 几何 中 的 运动 现在 可 以 看 作 是 双 曲 空间 中 那些 把 这 个 内 蕴 地 平 
坦 的 极限 球面 映 为 其 自身 的 运动 . 很 清楚 , 这 些 运动 就 是 对 垂直 平面 的 反射 (也 就 
是 对 正 交 于 这 些 极限 球面 的 4 平面 的 bh 反射 ) 的 复合 . 这 样 , 欧 氏 平面 的 保 和 疝 运 动 
群 , 在 天 际 面 C 上 就 表现 为 默 比 马 斯 变换 的 子 群 . 

至 于 球面 几何 , 我 们 是 从 把 h 球 面 定 闵 为 到 一 个 定点 (B h RO AF h 距离 
的 点 的 集合 . 不 难看 到 , 这 些 h 球面 , 在 半空 间 模 型 中 是 由 欧 氏 球面 来 表示 的 , 虽然 
它们 的 h 球 心 不 一 定 就 是 欧 几 里 得 球 心 ， 


@ Thurston [1997] 是 甘于 这 些 运动 的 极 佳 的 信息 来 源 . 
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虽然 在 这 个 模型 中 并 不 是 马上 就 可 以 明显 地 看 到 , 这 样 一 个 h RRA AL 


何 , 就 是 欧 氏 空间 中 的 通常 的 球面 (但 半径 不 同 ) OAL Ae), 但 是 这 是 可 以 证 明 的 
[见习 题 27). 这 个 h 球面 的 运动 , 和 极限 球面 一 样 , 可 以 看 作 是 双 曲 空间 中 上 映 此 h 
球面 为 其 自身 的 运动 . 它们 也 是 对 正 交 于 此 bh 球面 的 b 平面 的 h 反射 之 复合 , 而 
我 们 又 一 次 达到 默 比 乌 斯 变换 的 一 个 子 群 , 


显然 , 双 曲 平面 的 运动 也 可 以 这 样 来 看 , 所 以 现在 我 们 就 可 以 用 一 个 合适 的 高 


潮 来 结束 本 章 : 2 维 的 双 曲 几何 、 欧 氏 几 何 和 球面 几何 都 被 包括 在 3 维 的 双 曲 几何 


进一步 阅读 的 材料 . Penrosel1978] 是 关于 微分 几何 的 大 师 式 的 概述 ; 关于 微分 


几何 的 具体 材料 , 可 见 McCleary [1994], do Carmo [1994] 或 O'Neill [1996]. 如 果 想 
知道 更 多 关于 双 曲 几何 的 材料 , 可 见 Stillwell 11989,1992,1996] 以 及 Thurston[1997] 


= 


bo 


oe 


f= 


6.4 J 题 


. 在 一 个 适当 的 瓜 果 表面 上 画 一 个 测 地 三 角形 A, 从 它 的 一 个 顶点 到 对 边 的 任 一 


点 联 一 条 测 地 线 . 这 就 把 A 分 成 了 两 个 测 地 三 角形 , 记 为 A, 和 Ao. TERRA 
函数 € 是 可 加 的 , 即 ELA) = E(Ai) + Eln ,把 这 个 分 放 过 程 继 续 下 去 , 由 此 
导出 : (6.5) AWA (6.6) Å. 


. 推广 3.4.3 节 中 得 出 特例 (3.17) 的 论证 , 这 样 来 解释 (6.18). 就 是 说 , 把 对 球面 


的 反射 用 对 空间 中 的 平面 I 的 反射 来 看 待 , 如 6.2.2 节 的 图 6-8 那样 , 又 把 球 
极 射影 看 成 3 RIT, 在 球面 上 的 限制, 这 里 K 是 以 卫 之 北极 为 中 心 、v5 
为 半径 的 球面 (MA 6-13b), W a A E E-A, 考虑 Ik HF a, OA Rula) 
的 效果 . 


. 令 C 为 C 上 一 个 圆周 , C REED 上 的 球 极 射影 象 . 若 避 是 一 个 大 圆 , 则 


(6.18) 指出 To 球 极地 诱导 出 于 上 对 ê 的 反射 , 但 车 C 是 任意 圆周 , 又 会 诱导 
出 什么 变换 ? 推广 图 6-14 的 论证 来 证 明 To RM HOHE, 这 里 U 是 洪 忆 与 于 相 
切 的 圆锥 顶点 , 即 是 说 , Aw = Tele), W i 是 一 空间 直线 与 芝 的 第 二 个 交点 ， 
此 直线 经 过 顶点 o ALA 2. 解释 (6.18) 如 何 可 以 看 作 是 这 个 更 一 般 结果 的 极限 
状况 . 


. 用 3.7.3 节 的 (3.41) AREH, 若 默 比 乌 斯 变换 M(z) 有 不 动 点 E, MAS E 


WKAR eM, 则 


m= | WU 人 | 
| Qe AR. 


$ E =a, m= e", E = -(1/a), 导出 6.2.4 WH (6.19) 式 , | 提示: 对 于 默 比 


290 第 6 章 非 欧 几何 学 * 


乌 斯 矩阵 可 以 自由 地 以 一 个 常数 去 滋 .] 

5. 证 明 默 比 乌 斯 变换 (6.20) 确实 适合 微分 方程 (6.17). 

6. (i) 定义 四 元 数 V = v+ V HARV ACH BV. TERR V = 
V* =v- V, 由 此 导出 当 且 仅 当 丈 = -V i, v TET (ae 
数 的 类 比 物 ). 

(ii) 类 比 于 复数 的 长 度 , 定义 WV 之 长 度 |W| AH V = VV. 证明 |v? = v? + 
vP = | 
(iii) 若 v| = 1, 则 称 W 为 单位 四 元 数 . 验证 RY [ 见 (6.28) 是 一 单位 四 元 数 且 
R, = [RY] =n? 
(iv) 证 明 ; VW = W V, 并 导出 [VW] = vw], 这 样 , 例如 , 两 个 单位 四 元 数 之 
积 仍 是 一 个 单位 四 元 数 . 
(v) EH: SERS A? =-1 WY, A 才 是 一 个 纯 的 单位 四 元 数 . 
(vi) EH: 对 于 任意 四 元 数 Q 都 可 以 找到 v 和 把 中 表示 为 全 = QRY. 
(vii) 设 将 变换 (6.29) 推广 为 了 一 上 = OPO, H+ O 是 任意 四 元 数 . 在 此 解释 
下 , 导出 QO 表示 空间 中 的 伸缩 族 转 , 而 两 个 四 元 数 乘 积 表 示 相 应 伸缩 旋转 
之 复合 . [这 与 第 1 章 末尾 所 说 的 视 四 元 数 为 4 维 向 量 互相 一 致 .| 
7. | 作 此 题 前 需 先 作 上 题 ]. (6.29) 式 的 以 下 证 明 是 基于 柯 克 斯 特 的 一 篇 论文 : H. S. 
M. Coxter [1946]. 
(i) 用 (6.27) 来 证 明 纯 四 元 数 PAS A 正 交 当 且 仅 当 PA + AP = 0. 
(ii) 4 A 有 单位 长 , 使 A?2 = 一 1, 证 明 以 上 方程 可 写 当 PF = APA. 
(iii) 现 将 纯 的 单位 四 元 数 A 固定 , 但 令 P 表示 任意 的 纯 四 元 数 . 令 la 表示 
WA 为 法 向 量 而 且 过 原点 的 平面 ( 它 的 方程 为 P.A = 中 ,考虑 变换 


P 一 P = APA. (6.49) 


证 明 : (a 自动 地 为 纯 四 元 数 , H | 本 | = |P|, 这 样 (6.49) 表示 空间 中 的 运 
动 ; (bia 上 的 每 点 均 不 动 ; (c) 每 个 正 交 于 Ia 的 向 量 均 被 反 向 . 由 此 导 
出 : (6.49) 表 示 室 间 对 [I 的 反射 和 Rn1,. 
(iv) FES: HA, 到 第 二 个 平面 Ha 之 角 为 (如 /2), 而 沿 此 两 平面 的 交 线 之 
单位 向 量 为 V, 则 旋转 RY = (Rn, o Roa) 可 写 为 
P P = (BA)P(AB) = (-BA)P(-BA) . 
(v) 用 (6.27) UEH: -BA = cos(w/2) + Vsin(y/2), 由 此 同时 证 明 (6.29) 与 
(6.28). 
8. PR (6.29) 2 Aik. 如 正文 中 所 设 , P 是 端点 为 单位 球面 上 一 点 方 的 单位 向 
o R PEP 与 五 的 球 极 射影 象 与 方 用 齐 次 坐标 向 量 即 C2 中 的 p 5 p 来 表 


D 这 里 增加 一 个 提示 : RY 中 的 WY 适合 |V = 1. — 译 者 注 


9. 


示 , 则 我 们 知道 由 p 到 的 旋转 可 以 表示 为 
prop = Ryp. 
这 里 RY 看 作 2x2 矩阵 
(i) 证 明 在 齐 次 坐标 下 , 3.4.5 WAI (3.20) ARA 


?1pa Pa \pi!* 一 |p2l? 
pil? + [pal]? Ipa]? + [pa]? © 
(ii) 为 了 简化 此 式 , 记 住 p 的 倍数 仍 表示 C 上 的 同一 点 p, AG p 之 长 
RE” 恰好 为 V2: 


Atir = 


(p, p} = |pil? + |pal? = 2. 
这 样 选 定 p 后 , (i) 中 的 式 子 可 以 写 为 


1+2 X+i¥ =| Oh mh aM | Lp i |= 20". 
PoP, Papo P2 ii 


X-iY 1-3 
(iii) 验证 
PEE 
(iv) 由 此 导出 


1 — iP = RY(1 — iP) [R*] =1-iRYPR,Y, 


(6.29) 也 就 立即 得 出 . 
(i) 图 6-40a 画 的 是 把 旋 加 菜 圆 盘 的 一 点 z 变 为 克 革 因 模 型 的 相应 点 z 的 两 
步 过 程 , 解释 为 什么 由 圆 盘 到 其 自身 的 净 映 射 一 z' 可 用 下 面 的 图 6-42a 
来 表示 , 其 中 C 是 经 过 z 点 而 且 与 单位 圆周 U 正 交 的 任意 圆周 . 
(ii) 下 面 的 图 6-42b 则 是 图 6-40a 的 过 > 与 z' 的 垂直 截面 . 由 此 导出 


2"| 


i a 2 
a 


l 
b’ |z| b’ 
将 此 二 式 相 乘 , 导出 z = per. 
[这 样 我 们 又 得 出 3.4.5 节 的 (3.20) 式 的 一 个 几何 解释 .] 
(iii) 这 个 公式 也 可 由 图 6-42a 直接 导出 , 而 不 需 半球 面 之 助 . 重 画 此 图 而 使 C 
与 0z EX. 用 几何 解释 为 什么 C 的 中 心 既 可 认为 是 T(z"), 又 可 认为 是 
z 与 Iyl) 的 中 点 . 由 此 得 出 


1/7 =Ty(e!) = Fle + Tu (e)] = $ le + 0/2) 


由 此 立即 可 得 (ii) 中 的 结果 . 
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图 642 


10. 把 球面 看 作 由 半圆 周旋 转 而 成 的 旋转 曲面 . 严格 类 比 于 图 6-20 中 作伪 球面 的 
地 图 的 方法 作出 球面 的 共 形 地 图 . 证明 这 就 是 在 第 5 章 习 题 14 PRR NS 
托 地 图 . 

. (i) 证 明 双 曲 平面 上 以 p 为 h 半径 的 h 圆周 的 b 周 长 是 2rsinhp . | 提示 : 把 

h 圆周 表示 为 庞 加 莱 圆 盘 中 以 原点 为 中 心 的 欧 氏 圆周 .] 
(Gi) 让 半径 为 R 的 球面 上 的 居民 画 一 个 以 p 为 (AS) 半径 的 圆周 . 用 初等 几 
何 证 明 其 周 发 为 2xRsin(p/R}. 证 明 ; 着 取 此 球面 的 半径 为 R= i, 即 得 
(i) 中 的 公式 ![ 与 习题 14 比较 .] 
12. 令 工 与 M 为 单位 圆周 的 两 条 相交 的 缠 , 与 m 则 分 别 为 工 与 M 两 端的 一 对 
切线 之 交点 , 见 图 6-430, FERRARA, 证 明 : SHARA E MER) E, 
m 在 L( 之 延 线 ) EIN, FS M 才 是 正 交 的 h 直线 


= 
— 


图 6-43 


13. $ z= r” 为 双 曲 平面 的 到 菜 因 模型 的 一 点 . 

(i) 在 位 于 克 革 因 模型 上 方 的 半球 面 上 画 出 一 些 圆周 > = const. 与 一 些 射线 
é=const. 的 垂直 同上 的 投影 . 虽然 一 般 来 说 在 殉 革 因 模 型 中 角 会 被 改变 ， 
证 明 这 些 圆周 和 射线 却 是 正 变 的 , 与 它们 看 起 来 也 正 交 是 一 致 的 . 也 请 注 
意 欧 氏 圆周 r= const. 也 是 h 圆周 . 

(ii) 图 6-43b 画 出 了 半球 面 模型 与 死 莱 因 模型 过 射线 ! = const. 的 垂直 截 口 . 
车 点 z 沿 此 射线 向 外 移动 dr, 用 ds 记 其 在 半球 面 上 的 垂直 射影 的 运动 ， 
解释 为 什么 图 上 两 个 阴影 三 角形 相似 , 并 导出 ds = (dr/Z). 

(iii) 用 半球 面 上 的 度量 (6.47) 证 明 ; WERN PRERA (r, 0) 和 (r +dr, 8) 
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的 两 点 的 h 间隔 ds, 由 下 式 给 出 : 


dr 
1 一 Fr2 
[值得 注意 的 是 , 这 表示 H{0, z} 的 公式 与 庞 加 莱 圆 盘 的 公式 (6.45) 只 相 
差 一 个 因子 2 
(iv) 用 同样 方法 ( 即 向 半球 面 作 投影 ) 证 明 : 点 (r.0) 与 (r,9 十 d8) 的 h 间隔 
d88 为 


d3, = 


(v) 由 此 导出 点 (r,0) 5 (r+dr,0+d0) 的 hn 间隔 4 由 以 下 公式 ( 见 Beltrami 
[1868]) 给 出 : 
dr? r*d@? 
arp 1 
14. (i) 图 6-44 是 把 单位 球面 上 一 个 大 圆 的 球 极 射影 象 与 射影 象 [ 见 图 6-12] A 
而 成 的 . 令 zs 与 zp APRA (6,0) 之 点 的 球 极 射影 铺 与 射影 象 . 由 第 3 
BEAN (3.21) sh, zs = cot(ġ/2)e®. 证 明 z, = [- tangle, 并 由 此 导出 


da? = (6.50) 


aes 
7 L=- [za 


=p 


(ii) 在 半球 面 上 作 如 下 曲线 的 草图 , 使 它们 被 中 心 投影 为 圆周 |zp| = const., 以 
及 射线 arg zp = const. 虽然 在 射影 模型 中 , 角度 一 般 都 会 被 改变 , 但 这 些 
圆周 和 射线 确实 是 正 变 的 , 与 它们 的 表 观 形 银 相同. 

(iii) 现在 令 球面 半径 为 R, 而 把 点 (6,0) 的 射影 象 写 为 z = re. FE r = 
—Rtand. WEAR: 车 te 洛 射线 @ = const. 移动 dr, 则 球面 上 的 相应 点 移动 


的 距离 ds, 是 
dr 


1+ (r/R)? ` 


1. = 
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15. 


16. 


IT. 
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(iv) 与 此 类 似 , 证 明 球面 上 相应 于 地 图 上 的 (r0) 与 (r,# + de) 的 两 点 的 间隔 
dês 为 
di 
(v) 导出 球面 上 相应 于 (r0) 和 (r 十 dr,8 + dé) 的 两 点 的 球面 间隔 di 为 


dd 
1+r/R)2 7 14+ (r/R) 


(vi) 下面 是 一 个 “狂想 *: 说 不 定 只 要 许可 球面 的 半径 R Re ik, 就 可 以 得 
到 具有 常 值 负 曲率 k = —(1/R2)=41/GR) 的 曲面 . 请 验证 , 若 在 上 式 中 
令 R= i, 就 会 得 到 双 曲 平面 的 贝尔 特 拉 米 度量 (6.50)![ 要 想 这 个 狂想 真正 
有 意义 , 就 必须 转 到 爱 因 斯 坦 的 相对 论 ; 见 Thurston[19971.] 
取 一 过 10 张 纸 , 并 且 沿 着 其 三 个 边 用 订 书 订 钉 好 . 用 圆规 在 最 上 面 一 张 纸 上 面 
一 个 能 宽松 地 容纳 于 纸 内 的 圆 ， 在 圆心 把 10 张 纸 穿孔 订 透 . 用 前 刀 把 它们 前 
下 来 成 10 个 完全 一 样 的 半径 为 RR 的 圆 盘 然后 再 用 20 张 纸 这 样 做 , 使 圆 盘 
数 加 倍 . 
i) 在 第 一 张 圆 盘 中 前 去 一 个 扇形 , 把 它 的 两 边 联 起 来 做 成 一 个 圆锥 , 对 其 他 
圆 盘 也 这 样 做 , 但 前 去 的 扇形 顶 角 越 来 越 大 , 于 是 得 到 的 圆锥 越 来 越 尖 越 
i. 请 保证 做 到 最 后 一 个 圆锥 时 , 只 留 下 不 到 3 aE. 这 样 作出 一 个 很 尖 
的 锥 , 把 所 有 的 锥 的 锥 顶 都 放 在 同一 个 固定 点 处 . 
(ii) 把 这 些 圆锥 依次 套 在 一 起 使 它们 有 共同 的 轴 , CRA HH. 解释 这 
就 做 出 了 -一 个 半径 为 R 的 以 球面 的 部 分 模型 . 把 你 做 的 这 条 纸 花 的 顶 抓 
住 舞动 , 这 样 就 可 以 造成 新 的 奇形怪状 (外 观 上 不 对 称 ) EE i hE h 
面 ! 
(iii) 按 同 样 的 思想 作 一 个 像 圆 盘 形 状 的 “ 双 曲 纸 ”, 例如 , 只 要 从 你 的 盆 球 面 上 
切 下 一 个 圆 盘 就 行 , 验证 一 下 , 总 可 以 把 它 贴 在 伪 球 面 上 而 让 它 自由 少 动 
用 一 根 相当 短 的 线 , 在 上 题 中 的 玩具 伪 球 面 上 拉 紧 , 画 出 一 个 典型 的 测 地 线段 . 
把 它 从 两 端 向 两 个 方向 延长 , 但 每 次 都 用 原来 那 一 段 线 来 延长 . 请 注意 测 地 线 
围绕 伪 球 面 的 奇特 方式 : 向 上 只 要 走 了 有 限 距 离 , 它 就 会 向 下 环绕 . 
0 用 上 半 平 面 来 从 数学 上 验证 , 电 物 母线 是 私有 的 可 以 延伸 到 顶 的 测 地 线 . 
(ii) 令 工 为 一 典型 的 测 地 线 , 在 工 碰 到 边缘 oz = 0 处 , 工 与 电 物 母 线 所 成 的 
Aw o. 证 明 : L 可 以 沿 伪 球面 上 行 的 最 大 踪 离 为 domas = |Insinal. 
设 在 ry 平面 上 有 一 曲面 的 共 形 地 图 , 其 度量 是 由 (6.15) 给 出 的 : 


då = Ads = A(z,y) vy dr? + dy*. 


då? 
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微分 几何 中 有 一 个 潭 亮 的 结果 说 , 此 曲面 上 任 一 点 的 高 斯 曲率 为 
l 
k= —7zA(nA), 


其 中 A = (03+ 0?) 为 拉 普 拉 斯 算 子 . 用 球面 的 球 极 射影 地 图 的 度量 (6.16) 以 
及 双 曲 平面 的 半 平 面 模型 和 圆 盘 模 型 的 度量 (6.31) 和 (6.44) 来 试验 一 下 这 个 
结果 . 

. 用 庞 加 莱 圆 盘 重 新 导出 平行 朋 公 式 tan{I1/2) = e 2. [提示 : 令 一 条 h 直线 为 
直径 .] 

. 为 导出 度量 【6.44)， 考 虑 由 上 半 平 面 到 庞 加 莱 圆 盘 的 映射 (6.42): z w = 
Diz) Bz 点 发 出 的 一 个 无 穷 小 问 基 dz 被 伸 扭 为 由 v 发 出 的 无 穷 小 向 量 
dw = D'(z)dz, 而 (由 定义 )dw 的 上 KJE dé Bide dz W h 长 度 .证明 下 陈 , 从 而 
验证 (6.44): 


1 


oo 


1 


uo 


a 


2 


| 


. 考虑 由 庞 加 革 圆 盘 到 其 自身 的 映射 26 w = Mefzj， 用 上 题 通过 计算 的 方法 
来 证 明 z w 是 一 个 双 曲 运动 , 即 保持 度量 : 
2\dw| sg, 2|dz| 


= 各 号 = ami 
1 — wl? 1 — [f 


. 在 上 半 平 面 , 绕 点 i 旋转 角度 由 的 h 旋转 RP 由 以 下 默 比 乌 斯 变换 给 出 ; 
cz+8 
-5z +c’ 


用 以 下 的 三 种 方法 证 明 此 式 : 
(i) W RÉ =i, 而 且 {Ret} (i) = el, HA ARRERUERA TT PPS 
my 


2 


— 


R (z) = 其 中 c=cos(¢/2), s =sin(d/2). 


(ii) 用 反 演 公式 [ 见 3.2.1 节 的 (3.4) 计算 出 R? = (Re o Ra), RB AMBER 
过 i 而 且 成 角 (0/2) 的 h 直线 . [提示 : 取 A 为 虚 轴 , 画 个 草图 来 说 明 半 贺 
周 B 的 中 心 是 c/s, FIE 1/s.| 
(iii) 描述 并 解释 (DoR? o D7!) 对 于 庞 加 莱 圆 盘 的 效果 , 这 里 D 是 由 上 半 平 
面 到 庞 加 莱 圆 盘 的 映射 (6.42). 证 明 
(Dan a Diye} = etz. 
把 它 用 默 比 乌 斯 矩阵 之 积 表 示 出 来 , 并 解 出 矩阵 [Re]. 
22. (i) 对 图 6-44a, 证 明 上 半 平 面 两 点 的 h 间隔 可 以 用 变 比 来 表示 ; 
H1a,b} = Inja, B,b, A). 


[提示 : 作 一 个 以 a 为 中 心 的 h 旋转 把 b RSE a 的 垂直 上 方 的 位 置 ,] 
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20. 


24. 


25. 


26. 


ROR 非 欧 几何 学 * 


(ii) 证 明 此 公式 也 可 以 用 于 图 6-45b 中 的 庞 加 莱 圆 盘 . 


[b] 


图 6-45 
(i) (44 2RD ERBA,o 和 z 是 它们 在 C 上 的 球 极 射影 象 . 若 S{a, z} 
是 â 和 站 在 球面 上 ) 的 距离 , 证 明 


z=- ff 


Gz 十 1| 


S{a,z} = 2tan™! 


[提示 : 用 (6.20) 式 把 a 映 到 原点 .] 
(ii) WEAR RE Seat EA h 距离 公式 (6.46) 可 以 重 写 为 


Hi{a,z}= tanh! |= | 


(i) i 个 简单 的 草图 证 明 z 一 f(z) = -7 是 庞 加 全 上 半 平 面 的 一 个 反 向 运 


(ii) r M 为 任意 反 向 运动 . 通过 构造 (f oM) 来 证 明 


-Zt 
z+d' 


(iii) 用 此 公式 证 明 在 天 际 线 (Mk) 上 有 两 个 不 动 点 . BL 是 以 这 两 点 
为 端点 的 h 直线 , 解释 为 什么 LEMFRE. 

(iv) 证 明 M 恒 为 滑动 反射 : 即 沿 工 作 一 个 h w, 再 继 以 对 工 之 h 反射 (或 
者 先 作 h 反射 ). 

CAI— A p PE h 直线 LE, 作 一 个 以 了 为 中 心 、p 为 h 半径 的 h 圆周 C. 

再 过 p 作 正 交 于 工 的 bh 直线 , 使 之 与 也 相交 于 g 再 以 g 为 中 心 、p 为 h 半径 

作 一 上 HA C, S gf 为 它 与 工 的 一 个 交点 . tg 再 作 一 正 交 于 工 的 h BA, 

4% CF a Alb. 证明: 连接 p 到 a Alb 的 两 条 直线 是 互相 渐 近 的 ![ 提 示 : 取 

工 为 上 半 平 面 中 的 垂直 直线 .| 如 果 在 欧 氏 平面 上 作 此 图 , 会 发 生 什 么 事 ? 

作 一 双 曲 三 角形 A 的 草图 , 使 其 顶点 NEA) Aa, b, c 令 E 是 由 a 发 

出 的 , 方向 为 边 ab 的 无 穷 小 向 量 . 用 沿 此 边 方向 的 h 平移 把 £ 移 到 六 再 沿 方 

向 bc EBS c 最 后 又 沿 ca 方向 把 它 称 回 到 ,在 欧 氏 几何 中 这 三 个 平移 

会 互相 抵消 , € 会 原样 不 动 地 回来 . 用 你 的 草图 证 明 , 在 双 曲 几何 中 这 三 个 h 平 

移 的 复合 是 绕 顶 点 a 旋转 E1A) 的 上 旋转 . 


M(z) HP a,b, c, dd 为 实数 , MA (ad—be) > 0. 


27. 
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[ 设 A 是 一 个 任意 的 变 曲率 曲面 5 上 的 测 地 三 角形 . 如 果 Ss 上 的 一 个 居 
民 想 沿 “ 直 线 "( 即 测 地 线 ) 平移 &, 他 就 只 需 保持 6 的 长 度 以 及 其 与 “直线” 的 
交角 不 变 . 这 在 微分 几何 中 称 为 平行 移动 . 这 时 , 上 面 的 论证 仍 成 立 , 所 以 当 € 
被 平行 移动 绕 过 A 时 , Bobet ST E(A). 由 (6.6), 这 个 旋转 角 
就 是 A 内 部 的 总 曲率 .] 
推广 由 上 半 平 面 到 庞 加 华 圆 盘 的 变换 以 得 出 双 曲 空间 在 单位 球面 内 的 一 个 模 
型 . 描述 h HER, h 平面 . h 球面 以 及 极限 球面 在 此 模型 中 的 模样 , 并 解释 为 什 
么 一 个 h 球面 内 草地 与 一 个 不 同 半径 的 欧 氏 球面 相同 . 
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在 本 章 中 我 们 将 要 研究 一 个 简单 但 非常 强大 的 概念 一 一 即 一 个 环 路 绕 一 个 
RAS. 我 们 在 第 2 章 里 已 经 看 到 , 在 理解 多 值 函数 时 需要 这 个 概念 ,下 一 章 中 
我 们 还 会 看 见 , 它 在 理解 复 积分 时 也 会 起 同样 关键 的 作用 .然而 , 只 有 前 两 节 (到 
(7.2) 式 为 止 ) 才 真正 是 研究 复 积分 的 前 提 条 件 , 其 余部 分 什么 时 候 读 都 可 以 . 如 果 
急于 要 学 积分 学 , 完全 可 以 跳 过 本 章 其 余部 分 , 以 后 再 回来 学 习 .? 


7.1 环 绕 数 
7.1.1 EM 


顾名思义 ,环绕 数 x( 工 ,0) 就 是 当 点 > 沿 一 闭环 路 工 , 按照 其 上 已 给 定 的 方向 ， 
绕 过 原点 一 周 时 , 由 0 到 > 的 向 量 旋转 的 总 次 数 , 螺 柱 上 的 螺母 可 以 很 好 地 说 明 
Wie? 的 含意 : 把 螺母 向 这 边 拧 几 圈 又 反 过 来 近 几 圈 , 螺母 最 终 离 出 发 点 的 距 
离 就 可 以 度量 它们 的 “ 净 旋 转 *. 

图 7-1 画 了 6 个 闭环 , 并 且 写 出 了 相应 的 环绕 数 . 可 以 从 每 条 曲线 上 的 随意 一 
点 开始 , 并 用 手指 沿 着 曲线 移动 : 先 把 环绕 的 圈 数 定 为 0, SERRER Gte 
方向 ) 转 了 一 圈 就 加 1, 沿 负 向 ( 顺 时 针 方向 ) 转 了 一 圈 就 减 1. 回 到 起 点 时 的 最 终 
读数 就 是 此 环 路 的 环绕 数 . 


图 7-1 


考虑 环 路 绕 一 点 p 而 不 是 原点 旋转 的 环绕 数 时 常 是 有 用 的 , 此 数 相应 地 记 作 
u(L, p). 这 时 不 考虑 z 的 旋转 周 数 而 对 (2 — p) 计算 旋转 周 数 . 例如 , 图 7-1 FHF 


D 但 这 不 等 于 说 前 两 节 以 后 的 材料 不 属于 复 分 析 的 基本 内 容 , 而 只 是 说 它们 对 于 理解 积分 理论 并 非 不 
可 少 的 前 提 , 本 书 序言 中 “如何 教 这 本 书 ” 里 讲 得 很 清 想 : 它们 仍然 是 传统 复 分 析 课 程 不 可 少 的 部 
分 , 一 一 谋 者 注 
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图 的 阴影 区 域 就 是 使 vL p) AO BY p 点 所 成 的 区 域 . 请 画 出 图 中 其 他 环 路 的 阴影 
区 域 . 


7.1.2 “内 ”是 什么 意思 ? 


WR ER BAAS Se, 它 就 是 简单 环 路 , 例如 圆周 、 椭 圆 和 三 角形 者 是 简单 环 路 . 
然而 简单 环 路 实际 上 可 以 非常 复杂 [见习 题 1]. 简单 环 路 把 平面 分 成 两 个 集合 , B 
其 内 部 和 外 部 , 这 件 事 看 起 来 是 清楚 的 , 证 明 却 很 难 . 然而 当 环 路 并 非 简单 时 , 例如 
7-2 那样 , 哪些 点 在 其 内 , 哪些 在 其 外 , 却 不 是 很 明显 的 . 环绕 数 的 概念 使 我 们 能 
清晰 地 进行 期 望 的 区 分 . 


图 7-2 


一 个 典型 的 环 路 , 如 图 7-2 上 的 L, 把 平面 分 成 好 几 个 集合 DD,( 图 上 是 4 个 )， 
如 果 一 点 p TEP PUES, 则 认为 环绕 数 vlL,p) 恒 为 常数 似乎 是 合情合理 
的 . 现在 来 验证 一 下 . 

集中 注意 于 工 的 一 小 段 . 当 : 沿 它 运行 时 , (> 一 p) 的 旋转 是 连续 依赖 于 p H, 
除非 p 穿 过 L” 换 句 话说 , 当 p 稍微 移动 一 点 时 , 旋转 角 也 只 有 少许 变动 . 因为 L 
的 环绕 数 就 是 在 所 有 各 段 上 的 旋转 骨 之 和 除 以 On, 所 以 它 也 连续 依赖 于 p 的 位 置 : 
E p 稍微 移动 一 下 到 p 则 环绕 数 只 会 有 微小 的 变动 [lv{L, 阐 — v(L, p]. 但 是 环绕 
数 的 变动 又 一 定 是 整数 , 所 以 它 就 必须 为 0. 证 毕 . 

因为 L D; 中 的 每 一 点 的 周 数 都 相同 , 所 以 对 整个 集合 就 可 以 指定 一 个 
环绕 数 o. 请 验证 图 7-2 中 给 出 的 v 值 是 否 正确 . 

这 样 我 们 就 可 以 定义 所 谓 “内 ”就 是 那些 使 v 关 0 的 DD;, 而 其 余 的 Di 则 构成 
“e, WER 7-2 E, Di UD; EA, DoU Dy 是 外 . 

这 个 定义 的 “正确 性 * 在 下 一 章 就 可 以 看 得 很 清楚 . 
7.1.3 ”快速 地 求 出 环绕 数 


在 图 7-2 中 我 们 是 直接 由 定义 来 求 出 环绕 数 的 : 费劲 地 用 手指 (或 眼睛 ) 沿 着 
曲线 来 计算 旋转 的 周 数 . 对 于 一 个 真正 复杂 的 环 路 , 这 确实 叫 人 头疼 , 我 们 现在 要 
导出 一 个 更 快速 更 漂 党 的 方法 来 可 视 地 算出 坏 绕 数 . 


QRS p 穿 过 上 的 一 小 段 时 旋转 的 性 态 . 
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如 果 一 个 点 r EBSA SR K, 则 w(K,r) 为 常数 , 但 当 此 点 确实 穿 过 
K 时 会 发 生 什 么 事 ? 请 看 图 7-3. 最 左 方 是 一 个 点 7, CERE K, K 还 有 一 部 
分 在 图 外 没有 画 出 来 , 设 它 绕 过 ” 的 次 数 是 w(K,7). 图 7-3 是 一 串 分 时 图 形 , CX 
明 r 在 接近 K, 而 K 则 变形 以 使 点 7 不 穿 过 自己 , 最 后 + 走 到 了 s, 而 继续 变 
形 把 左 方 的 缺口 又 封 了 起 来 . 


pp 


图 7-3 


因为 这 个 动 点 一 直 没 有 穿 过 K 环 路 , 环绕 数 在 整个 过 程 中 不 会 变化 . 但 在 最 
AAT, 重新 封口 的 新 环 路 可 以 看 成 是 环 路 K 和 一 个 新 的 圆周 工 之 并 , L 上 的 方向 
也 如 图 7-3 Bras. 于 是 


wR ,rr)=vK, a}tu(L, s)=vK, s}-1 
sul, s)=u(K,r)4+1. 


假想 我 们 在 > 处 , 而 且 在 接近 它 时 一 直 看 着 K, 可 以 把 这 个 结果 表述 为 非常 有 用 的 
穿越 法 则 . 

WRK 上 的 方向 是 当 穿 越 K 时 我 们 是 从 K 的 左 侧 走向 右 侧 

[从 天 的 右 侧 走向 走 侧 ],， 则 环绕 数 增加 1( 减 少 1). (7.1) 


利用 这 个 结果 , 哪怕 是 对 最 复杂 的 环 路 , 要 找 出 wj 也 变 得 难以 置信 地 快捷 、 容 
易 . 请 用 图 7-2 试 一 下 . 从 明显 为 工 外 的 地 方 开始 , 然后 利用 (7.1), 每 穿 过 工 一 次 
就 加 1 或 减 1. 

这 个 思想 有 一 个 直接 的 推论 ， 即 
n= vK p AA p 发 出 的 射线 与 天 
的 交点 的 数目 之 间 有 一 种 联系 . 设 射线 
位 于 一 般 位 置 ， 即 它 不 经 过 K NA 
点 ， 也 不 切 于 K. 如 果 射 线 上 的 g 点 
离 p 充分 远 ， 则 K 显然 不 会 绕 过 qi 
当 我 们 沿 射线 由 p 走 到 qg, 环绕 数 应 改 
变 n. 但 环 统 数 只 有 在 穿 过 K 时 才 会 变化 ; 每 穿 过 一 次 就 变 一 个 单位 ( 即 +1 或 
—1). 所 以 射线 与 KK 至 少 相交 |n| 次 . 然而 除了 必然 会 有 的 |n| 次 穿越 外 , 还 可 能 有 
上 成 对 的 穿越 被 抵消 了 . 所 以 变 点 数 一 般 应 为 nl, |n| + 2, In| +4, 等 等 . 图 7-4 上 对 
n=2 的 情形 画 出 了 种 种 可 能 性 , 每 一 个 交点 上 画 了 一 个 小 圆 图 3 mo, 视 环 绕 数 


图 7-4 
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为 增 或 减 而 定 . 


7.2 BËRE 


7.2.1 结果 


我 们 讨论 了 这 样 一 个 事实 , 固定 一 个 环 路 而 让 点 连续 运动 , 则 只 在 点 穿越 环 路 
时 环绕 数 才 会 改变 . 其 实 很 清楚 , 对 于 固定 的 点 和 连续 运动 的 环 路 同样 的 结果 也 必 
AK: 只 有 在 演变 中 的 环 路 穿 过 此 点 时 环绕 数 才 会 变 , 而 且 仍 按 同 样 的 穿越 法 则 
+1, 这 样 , 如 果 环 路 KK 连续 变形 为 另 一 环 路 工 而 不 穿 过 点 p, WK A L ph 
绕 数 必 相 等 . 

很 自然 地 会 问 , HEERA: KALA p 相同 多 次 , 是 否 一 定 能 把 KK 
变形 为 工 而 不 穿 过 p? 这 肯定 是 一 个 更 微妙 的 问题 , 但 是 画 一 画图 , 你 就 会 被 引导 
着 相信 它 是 真 的 . 我 们 在 本 节 中 将 要 证 实 这 一 猜测 , 即 证 明 以 下 结论 : 

环 路 K 可 以 连续 变形 为 另 一 环 路 L 而 不 穿 过 点 p, 
SABRE K 5 LAESA p 的 环绕 数 . (7.2) 


在 下 一 章 末尾 , 这 将 是 理解 复 分 析 的 中 心 结 果 之 一 的 关键 . 

(7.2) 中 的 结果 是 一 个 了 不 起 的 拓扑 学 事实 的 最 简单 的 例子 , 这 个 事实 称 为 堆 
普 夫 "映射 度 定理 , 它 对 任意 维 数 空间 都 成 立 , 在 2 维 复 平面 上 , 点 可 以 用 封闭 的 
1 维 曲线 [ 即 环 蹄 ) 来 包围 . 在 3 维 空间 中 , 点 则 可 以 用 封闭 的 2 维 曲 面 来 包围 . E 
如 平面 上 的 圆周 只 围绕 圆心 一 次 , 空间 中 的 球面 也 只 围绕 球 心 一 次 . 比较 一 般 的 情 
况 是 , 平面 上 的 自 交 环 路 可 以 围绕 某 一 点 若干 次 , vo 就 是 用 来 计算 这 个 次 数 的 . 类 
(Ha, 可 以 定义 一 个 一 般 的 概念 ( 度 或 映射 度 ) 来 计算 曲面 围绕 空间 中 某 点 的 次 数 . 
EYRE RH, 当 且 仪 当 这 两 个 封闭 曲面 围绕 p 点 同样 多 次 时 , 一 个 封闭 的 曲 
面 可 以 连续 变形 为 另 一 个 封闭 的 曲面 , 而 不 穿越 点 p 事实 上 , 霍 普 夫 定 理 更 进 一 
步 指出 , 对 于 封闭 的 n 维 曲面 围绕 (nm 十 1 维 空间 中 的 点 , 这 也 是 成 立 的 ! 
7.2.2 ” 环 路 作为 圆周 的 映射 * 

作为 理解 (7.2) 的 第 一 步 , 我 们 用 一 个 新 方法 来 看 待 环 路 . 令 C 为 一 个 单位 圆 
周 形状 的 橡皮 圈 . 现在 把 C 变形 为 我 们 希望 的 任意 形状 的 环 路 L 在 变形 过 程 终 
结 后 , C 上 每 点 都 变 成 工 上 的 某 确定 的 点 w, 所 以 工 就 可 以 看 作 是 C 在 一 连续 映 
HL PAINS: w= D(z). 见 图 7-5. 

40 OO 变 到 on 时 , x =e” CEC ESSI- A, w 则 在 到 上 转 了 一 周 ,u 的 长 
E RR 和 角度 & 都 随 o 连续 变动 , 写作 

w = L(e”) = R(8}e'® 


(D Heinz Hopf, 1894—1971, 瑞士 数学 家 . 一 一 Peat 


302 第 7 章 环绕 数 与 拓扑 学 


图 7-5 


其 中 RA 与 O(6) 是 8 的 连续 函数 . 如 有 必要 , 可 以 将 工 旋转 一 下 , 以 保证 Le) 
是 一 个 正 实 数 , 所 以 可 以 设 t0) = 0. w 在 回 到 出 发 点 [z = ea 之 象 ) 时 经 过 的 总 
旋转 pin) = Irv. 

很 清楚 , w 的 长 度 虽 然 在 变动 , 但 对 于 理解 环绕 数 是 不 相干 的 , 所 以 我 们 把 L 
上 的 每 一 点 w 都 径 向 移 到 单位 圆周 上 的 © = w/w| 点 , 这 样 摆脱 了 v 的 长 度 , 而 
得 到 L 的 标准 表示 L 我 们 甚至 可 以 把 L 逐渐 变形 为 L 上 的 目的 地 o 的 过 程 明 
显 地 表示 出 来 . 见 图 7-6a. 因为 {二 一 w) 是 由 上 上 的 点 w 到 其 在 地 上 的 目的 地 全 
的 复数 , 取 分 数 s, 则 此 路 径 上 相当 于 总 行程 的 sf0 < s < 1) 处 的 点 为 


£,(2) = w ++ shb — w). (7.3) 


当 s 由 0 变 到 1 时, £.(C) 就 逐渐 地 (而 且 可 逆 地 ) 由 工 变 成 了 上 . 图 7-6b 上 对 接 
EF 1 的 一 个 s 值 画 出 了 LO. 最 后 还 要 注意 一 件 显然 的 事实 : 在 把 L 逐渐 地 
PARF i 的 过 程 中 并 未 穿 过 原点 w =0. 


] (几乎 就 是 )/ 


这 样 抛 开 了 w 的 长 度 , 我 们 就 来 处 理由 单位 圆周 到 标准 化 了 的 环 路 的 映射 
E WTF: 


ai = Atel?) = e20, 7,4) 
在 此 背景 下 , 通常 就 去 讨论 产生 工 的 映射 £ 的 度 , 而 不 去 说 二 (或 OL) 的 “环绕 数 " 
T. 单个 实 函 数 (外 就 完全 地 描述 了 映射 c, 而 图 7-7 RW EA Of) 的 图 像 直 


接 读 出 C 的 度 (EI o) WR-AD, 确保 自己 已 经 很 明白 此 图 的 意思 . 例如 , 当 z 
以 单位 速度 绕 C 运行 时 , 图 像 的 斜率 (包括 符号 ) 代表 什么 ? 
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7.2.3 解释 * 


Sy(z) = 2" 是 度 为 v 的 映射 的 原型 , 这 时 O(¢) = w9. 它 的 图 像 就 是 图 7-7 上 
的 直线 . 当 z 以 单位 速度 绕 C 一 周 时 , 站 也 以 速率 oj 绕 过 J, (BUSS 7, (2) 2B) 
整数 圈 , 即 绕 单位 圆周 ol 次 [ve > 0 时 为 道 时 针 方向 , v < 0 时 为 顺 时 针 方 向 ]. 

为 了 要 和 弄 清 一 个 典型 的 环绕 数 为 4 的 标准 环 路 L 如 何 与 原型 环 路 j, ARR, 
回 到 图 7-6b, 那 条 环 路 的 环绕 数 v = 2. 把 单位 圆周 设想 为 立体 圆柱 的 边缘 , 再 回 
想 一 下 , 环 路 其 实 是 一 条 会 自动 收 紧 的 橡皮 圈 , 那么 如 果 把 让 LRH, 它 会 怎么 
样 ? 松弛 的 地 方 会 被 拉 紧 而 了 会 被 自动 地 收缩 为 原型 环 路 j. 可 以 把 这 个 有 说 服 
力 的 想象 的 橡皮 圈 收 缩 为 Je 的 过 程 形式 化 , 而 证 明 


任意 的 环绕 数 为 v 的 上 都 可 以 连续 变形 为 原型 环 路 Jo, 反 过 来 也 对 


“ 拉 紧 松弛 ”的 过 程 可 以 用 描述 OL 的 的 图 像 来 显 式 地 加 以 描述 . 当 t 由 0 变 
到 1 时 ， 
(8) = P(g) + tu — Pid) 


的 图 像 会 连续 而 且 可 逆 地 由 一 般 的 B 之 图 像 演变 为 原型 的 直线 图 像 . 图 7-7 中 的 
虚线 就 是 对 某 个 接近 于 1 的 t 值 的 Bi 之 图 像 , 定义 
Le n= el (7.5) 


则 当 t 由 0 变 到 1 时 £,(C) EAM AS L 演变 为 Ja. 

上 面 给 出 的 显 式 的 两 步 变形 [ 先 作 (7.3) 再 作 (7.5) 就 使 我 们 能 把 任意 的 环绕 
A o 的 环 路 变形 为 原型 环 路 Jo, 面 且 不 穿 过 原点 . 反 过 来 , 把 这 两 步 反 过 来 作 ， 
也 可 把 J, 变形 为 任意 的 环绕 数 为 v 的 环 路 . 这 就 可 以 证 明 (7.2) T, 因为 如 果 K 
与 工 有 相同 环绕 数 v, 我 们 可 以 把 K 变形 为 J, 再 把 J, 变形 为 把. 


7.3 多项式 与 辐 角 原 理 
+ A, B, C 为 由 定点 a, b,c 到 动 点 : 的 复数 . 图 7-8 画 了 一 个 圆周 TT 及 其 在 
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三 次 映射 

Fle) = (z — az -—4)(z —c) = ABC 
PHS f(T). 注意 ,TT 包围 了 映射 的 三 个 零点 中 的 两 个 , 而 f(T) 关于 0 的 环绕 数 
也 是 2. 这 并 非 偶 然 的 . AAS RIERA, 其 角度 会 相 加 , 所 以 ABC 所 转 
过 的 周 数 等 于 4 , B 与 C 分 别 转 过 的 周 数 之 和 . 但 当 z 绕 T 一 周 后 , 4 和 B 都 各 
自转 了 一 整 局 , 而 C 的 方向 只 是 摆动 了 一 下 , 而 没有 转载 周 , 这 样 v[f(T),0| = 2. 


图 7-8 


如 果 我 们 把 工 放大 , 使 得 也 把 c ABER, WC 也 会 转 一 整 周 , 所 以 环绕 数 会 
增加 到 3. 从 而 工 之 内 被 映 到 0 的 点 数 再 次 等 于 章 绕 过 0 的 环绕 数 . 
显然 这 个 结果 与 荆 是 一 个 圆周 并 无 关系 , 而 且 它 可 以 推广 到 任意 次 多 项 式 
P(z), MWA: 车 一 简单 环 路 荆 一 次 包围 了 Plz) 的 m AAR, R v[P(L),0] =m. 
根 只 不 过 是 0 PRS, 而 从 几何 观点 看 来 , 0 作为 特定 的 象 点 也 没有 特殊 之 处 . 
所 以 我 们 以 下 会 关注 一 般 点 p HERS, 而 称 之 为 此 映射 的 p- 点 . 
辐 角 原理 是 以 上 结果 的 一 个 极为 广泛 的 推广 , 它 不 仅 可 以 用 于 一 般 的 解析 映 
射 , 而 且 还 包含 了 环绕 数 可 以 给 出 原 鲁 点 的 数目 这 样 的 逆 命 是: 
E f(z) 在 一 个 简单 环 路 工 的 内 域 即 在 工 上 均 为 解析 , HN 为 
TARP Hp RRA [ 按 重 数 计 ], 则 N = fF, pl. (7.6) 
“ 均 按 重 数 计 ” 这 向 话 的 意思 将 在 下 一 节 解 释 . 
我 们 想 要 强调 的 是 : 这 个 结果 与 本 书 前 面 的 思考 中 起 中 心 作用 的 共 形 性 , 只 是 
在 外 表 上 有 关 . 事实 上 , 辐 角 原理 是 一 个 更 三 泛 的 拓扑 学 事实 的 推论 , 而 这 个 事实 
只 要 是 连续 的 映射 都 可 以 应 用 . 因此 , 我 们 的 主要 精力 将 用 于 理解 这 个 一 般 的 结果 
(SFM), 辐 角 原理 只 是 它 的 特例 而 已 . 


7 了 .4 ”一 个 拓扑 辐 角 原理 * 


7.4.1 用 代数 方法 来 数 原 象 个 数 


甚至 在 图 7-8 那 种 最 简单 的 情况 我 们 就 已 看 到 , 在 计算 原 象 个 数 时 需要 小 心 . 
如 果 我 们 把 根 " 移 动 趋 网 根 上 时 ,0 在 工 之 内 仍 有 两 个 原 象 ,T 之 象 仍然 经 0 两 周 . 
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然而 , 当 bajka 时 , 看 起 来 就 只 有 一 个 0 点 在 工 之 内 了 (Ea A), 尽管 f(T) 仍然 
绕 0 两 周 . 所 以 , 如 果 希 望 (7.6) 式 仍 成 立 , a 就 必须 算 两 次 . 

从 代数 上 说 , 解决 的 方法 在 于 : 现在 a 是 -一 个 “二 重 根 *, f(z) 的 因 式 分 解 形式 
f(z) = ABC = ÆC 含有 A= (z-a) 的 平方 . 更 一 般 地 , 若 一 多 项 式 的 因 式 分 解 含 
有 AETS A HERRE) 为 因子 , 我 们 就 说 a 是 代数 重 数 为 n 的 根 , 而 在 (7.6) 
中 a 要 接 此 重 数 算 作 n 个 0 氮 . 

当 m > 1 时 , a 还 有 进一步 的 含意 , 即 它 为 多 项 式 的 临界 点 . 在 三 次 映射 f(z) = 
ABC 中 , $ a,b,c 为 实数 , 从 而 f(z) 在 实 轴 上 取 实 值 . 图 7-9 的 左 图 就 是 这 时 了 的 
通常 的 图 像 . 当 b 趋向 a 时 , a 处 的 斜率 被 迫 减少 , 而 最 后 当 b BA a 时 变 为 零 . 


y= f(a) 


pd pa 


图 7-9 


一 般 来 说 , 当 多 项 式 有 两 个 或 多 个 根 重合 时 , 导数 (现在 是 伸 扭 为 零 的 情况 一 
定 会 发 生 . 再 看 图 7-9, 若 fia 4 0, HRE a 处 不 是 平坦 的 , 而 a 附近 没有 其 他 点 
RARE 0; 但 是 当 b 在 接近 于 a 的 时 候 , 我 们 仍然 坚持 这 一 点 . 当 我 们 进 到 复 平 
mC 以 后 , 仍然 会 有 基本 上 相同 的 事 发 生 , 因为 车 ia 40, 则 以 a 为 中 心 的 无 穷 
小 图 盘 将 被 伸 扭 为 以 0 为 中 心 的 无 穷 小 圆 盘 , 使 得 接近 于 a 的 所 有 其 他 点 都 不 会 
被 上映 到 O. 

这 个 结论 可 以 加 以 精确 化 . 者 名 项 式 Plz) 的 根 a LERA n, 则 P 可 以 因 式 
分 解 为 AN), 而 O(a) 40. 由 简单 的 计算 可 知 P 的 前 (mn — 1) 阶 导 数 均 在 a 为 
= {A n 阶 导数 不 然 [练习 ], 所 以 a 至 少 是 (n-1) 阶 临界 点 . 我 们 马上 就 会 看 到 阶 
数 确 为 (n - 1). 

我 们 下 一 步 要 设法 把 “ 按 代数 重 数 " 来 计算 原 象 个 数 的 想法 推广 到 一 般 的 解析 
映射 . 设 a 为 解析 映射 f(z) 的 一 个 地 点 , 即 为 Fe- p 的 一 个 0 点 , 那么 a 这 个 
“ 根 ” 的 代数 重 数 是 什么 ? f(z) 恒 可 在 一 个 非 奇异 点 的 邻 域 用 收 敏 的 泰勒 级 数 来 表 
RÀ, 正 是 因为 这 个 事实 , 这 个 问题 完全 可 以 回答 . 故 若 A = (z-a) 是 由 a 到 一 个 
DEM 点 的 复数 , 可 以 写 出 


flz)—p= fla+ 4) — fla) = 


Ay — SARS aE RA f(z) — p 的 局 部 性 态 的 一 项 , 同时 也 就 决定 了 a 的 重 
数 应 该 是 什么 . 典型 的 情况 是 : 若 a 不 是 临界 点 [Sa #0], 这 时 f(z) p 的 局 部 


D 这 是 9.2.2 节 的 主要 结论 ， 一 一 译 者 注 
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性 态 应 与 A 的 一 次 时 一 样 , 这 时 我 们 就 说 a 是 f(z) —p 的 单 根 [简单 0 点 或 f(z) 
的 简单 p- 点 ), 其 重 数 为 1. 

现在 考虑 a 为 临界 点 这 个 比较 少见 的 情况 , 如 果 临 界 点 的 阶 数 为 fn 一 1), 则 
fm 是 第 一 个 在 a 点 不 为 零 的 导数 , 这 时 起 决定 作用 的 第 1 项 与 An 成 比例 , 我 们 
就 相应 地 定义 a RRETH n. 当 f(a) 是 第 一 个 在 a 点 不 为 0 的 导数 时 , 如 
Rid 

_ Fa), KOH 0) A, FN) 
mee ea ee arr ie 

这 个 定义 与 对 于 和 多项式 的 代数 重 数 的 定义 之 类 比 就 跳 到 台面 上 来 了 ， 前面 的 等 式 
现在 可 以 写 为 “已 分 解 为 因 式 ”的 形式 : 


Fiz) -p = Q(z)", (7.7) 


其 中 Na) 40. 从 这 个 观点 来 看 , 一 个 一 般 的 解析 映射 和 多 项 式 之 间 仅 有 的 区 别 就 
在 于 , 后 者 有 一 个 “处 处 竺 用 *" 的 分 解 , 而 前 者 则 在 每 一 个 p 点 的 邻 域 中 各 有 互 不 
相同 的 (7.7) 那样 的 因 式 分 解 . 

7.4.2 用 几何 方法 来 数 原 象 个 数 


回想 一 下 , 我 们 是 希望 把 (7.6) 解释 为 一 个 一 般 结果 的 特例 , 而 这 个 结果 讨论 
的 是 仅 为 连续 的 映射 . 但 是 因为 代数 重 数 概念 本 身 对 这 种 一 般 映 射 没 有 意义 , 哪怕 
只 是 给 出 (7.6) 那 种 类 型 命题 的 框架 , 又 怎么 能 做 到 呢 ? 

现在 需要 的 是 一 种 计数 原 象 所 数 的 几何 途径 , 而 且 在 限于 解析 映射 时 要 与 前 而 
的 代数 定义 一 致 . 所 以 要 想 找到 一 个 适当 的 定义 , 就 需要 回 到 解析 映射 去 , 而 且 问 
一 问 :“ 一 个 具有 已 给 代数 重 数 的 p- 点 的 几何 指纹 是 什么 ?” 

考虑 解析 的 f 在 一 个 以 简单 p- me 为 中 心 的 无 穷 小 圆周 C。 上 的 效果 . 因为 
f'(a) £0, Cy 就 被 伸 扭 为 以 p 为 中 心 的 无 穷 小 圆周 . 我 们 看 到 , 这 时 铺 点 绕 p 的 环 
绕 数 (+1) 正 是 a 的 代数 重 数 . 其 实 , 一 般 地 有 : 者 代数 重 数 为 n, WR RH See 
也 是 n. 环 经 数 就 是 我 们 想 要 的 几何 指纹 . 

为 了 证 明 这 个 命题 , 请 记 住 了 在 a 附近 的 局 部 性 态 是 由 (7.7) 式 给 出 的 : 


f(z) = fia + A) = p+ Mz)A", 
这 里 O(a) #0. 因此 基本 的 解释 就 在 于 , 当 A 沿 Co 转 一 周 时 , A” 的 旋转 要 快 到 


n fff, 所 以 f(z) Sip RT n A. 如 果 册 是 一 常数 , 这 样 处 理 自然 无 可 指责 , 而 现在 
只 要 稍 作 计算 就 可 证 明 , 即使 令 O 是 变动 的 , 也 不 会 干扰 这 个 结论 ， 


vl (Ca), p] = v[f (Ca) — P, Dj = v[A"i(C,), 0] 
= nv[A, 0] + v{A(C,), 0}. (7.8) 


— i 


T 也 称 为 的 阶 或 价 
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当 把 Cu 向 a 压缩 时 PICa。) 也 向 O(a) 压缩 , 但 因 O(a) 4 0, 这 就 意味 着 一 个 充分 
小 的 Ca he a pebea 0 转 ， vic, }, 0] 二 0. 因为 v[A,0] = 1, 我 们 就 可 以 得 出 
u[f(Ca),p] =n. 证 毕 . 

现在 我 们 可 以 扩大 视野 并 用 上 面 的 想法 来 定义 映射 hlz) 的 “ 重 数 ", 现在 的 
h(z) 不 一 定 是 解析 的 , 但 至 少 是 连续 的 ， 如若 hoe) 是 连续 的 , MAE py 点 是 孤立 
的 , 则 以 下 的 作法 是 成 立 的 .了 $ r, 是 绕 过 a 的 简单 环 路 , 但 其 内 没有 其 他 pA. 
图 7-10 夯 出 了 这 样 一 个 环 路 以 及 其 他 的 gp- 点 , 如 b,c, 等 等 . 如 果 我 们 让 T, 连续 
变形 为 T,( 而 且 在 此 过 程 中 不 越过 a 和 其 他 pA), 则 AT。) 也 会 连续 变形 为 AT。) 
而 且 不 越过 p 点 , 这 样 

v[h(Fa),p] = v[h(T a), pl. 


于 是 我 们 不 需 进 一 步 弄 清 T 是 什么 而 可 以 无 疑义 地 定义 a 的 拓扑 重 数 为 
v(a) = v|R{Ta), pl. 


对 于 图 7-10 上 的 映射 , 我 们 看 到 v(a) = -2. WE h EERI, a 就 应 该 还 有 
代数 重 数 mn, 但 是 通过 把 T。 变形 为 无 穷 小 圆周 Ca, 这 两 种 重 数 是 相同 的 : vla) =n. 


=" 
A(T)" 


ee - 
= i 


图 7-10 


7.4.3 RETR LA 


从 几何 观点 来 看 , 共 形 映射 (解析 映射 ) 比 起 仅 为 连续 的 映射 , 在 构造 上 要 无 比 
FE 然而 从 拓扑 重 数 的 观点 来 看 , 则 只 有 很 少 的 区 别 , 下 面 是 最 引信 注目 的 区 别 
ra 

对 于 解析 函数 , vla) 恒 正 , 而 对 非 解析 函数 , 它 还 可 能 为 负 . 


例如 图 7-10 中 的 映射 就 不 可 能 是 解析 的 . 对 于 解析 函数 (a) 为 正 已 经 得 证 , 所 以 
我 们 只 第 要 仔细 地 看 一 下 非 解 析 函 数 具有 负重 数 的 可 能 性 . 


D 这 一 段 与 原 书 有 区 别 . 实际 上 , AER A(z) 连续 则 下 面 讲 的 Fa 与 Ta 都 可 能 作 不 出 来 ， 例 如 ， 
4 A(z) = 22-1, p 为 0, 它 当 然 是 连续 的 , 但 它 的 0 AREENA |z| = 1. = = 1 是 它 的 一 个 
OA, UREA, SAAN. 这 时 ro 和 To 只 要 比较 小 ， 一 定 与 某 个 0 AM, Bi 
下 面 的 作法 不 能 用 ,作者 也 意识 到 这 一 点 ,因此 在 讨论 下 面 的 (7.10) 式 时 规定 了 T 内 只 有 有 限 
个 正点 , - 译 者 注 

D EREN hE a 点 的 局 部 拓扑 度 . 
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因为 一 般 的 连续 映射 的 性 态 可 以 非常 狂 妓 , 所 以 我 们 仅 限 于 在 实意 处 下 可 微 的 
非 解析 函数 . 例如 , 考虑 hiz) = F, p 的 唯一 原 象 是 a = p, 而 任 一 个 绕 a 的 简单 环 
BC. PR h 反射 为 按 反 方 同 绕 p 一 周 的 环 路 , 所 以 vla) = 

一 般 地 说 , 回忆 一 下 , 我 们 已 说 过 [ 见 4.8.2 节 ] 包含 这 样 一 个 可 微 的 非 解析 上 映 
射 在 内 的 线性 映射 在 py 点 a 的 附近 的 性 态 : (在 经 平移 到 p 后 ) 是 在 某 个 方向 上 技 
因子 & 伸缩 , 再 在 与 此 方向 垂直 的 方向 上 按 因子 q 伸缩 , 最 后 再 旋转 一 个 和 角 咽 . 
例如 , HSER, E = +I1( 第 一 个 方向 取 为 水 平方 向 ), me = —lidg = 0. 当然 ， 
只 是 因为 bA(xt+iy) =z- iy 是 线性 映射 , 所 以 这 些 值 才 与 a 无 关 , 对 于 绝 大 多 数 映 
射 , 它们 都 依赖 于 a. 

一 个 以 a 为 中 心 的 无 穷 小 圆周 一 般 地 被 变形 为 一 个 以 p 为 中 心 的 无 穷 小 椭圆 
Ep 如 果 两 个 伸缩 因子 &. Sn 符号 相同 , 这 个 映射 将 要 保持 方向 , 而 象 点 走 过 E, 
的 方 同 与 原意 点 走 过 Ca 的 方向 相同 , 而 vla = H. BE Sm 符号 相反 , 则 此 
映射 反 转 方向 , via) = -1. 前 面 的 共 思 映 射 即 属 此 种 类 型 . 总 之 , 我 们 有 


v(a) = (Eana MITES. 


在 a FAR Pe Se CEE RE a EY EERE J (a) 来 记录 其 信息 的 , 我 们 可 以 用 它 

的 行列 式 det[J(a)] 来 给 拓扑 重 数 一 个 更 实用 的 公式 ， 从 线性 代数 我 们 知道 , 一 个 

带 数 元 的 2 x 2 给 阵 的 行列 起 给 出 了 被 伸缩 的 图 形 的 面积 伸缩 的 因子 (其 符号 表示 

方向 是 理 改 变 ). 与 此 相似 , det[yfaj] 则 表示 在 a 点 的 面积 的 局 部 伸缩 因子 , 而 且 它 
下 是 (Eana), 这 样 

vía) = det [J(u)| 的 符号 . (7.9) 


当然 , E det [J(a) = 0, 这 个 公式 就 是 “ 空 的 ". 在 几何 上 这 表示 在 a 点 有 局 部 
的 南 缩 , 和 在 解析 映射 情况 一 样 , 这 个 地 方 称 为 临界 点 . 然而 , 一 个 解析 函数 在 临界 
上 局 上 的 局 部 雪 彤 在 各 个 方 同上 都 是 对 称 的 , 对 于 现在 考虑 的 更 一 般 的 映射 就 不 一 样 
T. 例如 , 若 f(x + iy) = zr- iy’, 则 det [J] = —3y? [练习 ], 所 以 , 虽然 了 把 点 在 水 
平方 向 上 的 间隔 保留 不 动 , 由 于 垂直 方向 的 雪 缩 的 结果 , 却 使 实 轴 上 的 所 有 点 都 是 
临界 点 . 
还 可 以 用 这 个 例子 来 说 明 男 一 个 区 别 : 
一 个 解析 映射 的 临界 点 可 以 纯粹 用 其 拓扑 重 数 为 基础 而 加 以 区 
Bi), 非 解 亲 映射 的 临界 点 则 不 可 能 这 样 必 ， 
对 于 解析 函数 我 们 已 看 到 va) = 十 1 SER a 不 是 临界 点 . 对 于 非 解析 情况 , 当 
a 非 临 界 点 时 v(a) = +1, 但 当 a 是 临界 点 时 , 仍然 可 能 via) = +1 或 -1. BSCE, 
可 以 用 上 例 来 验证 , 对 于 临界 点 或 非 临 界 点 都 有 vla) = —1 [练习 ]. 
最 后 还 有 一 个 区 别 : 
对 于 解析 映射 , via) ARAE, 但 对 于 非 解 析 上 映射 , 它 可 以 为 零 . 


7.4 一 个 拓扑 辐 角 原理 ” 309 


我 们 将 在 下 一 小 节 给 出 一 个 具有 零 拓扑 重 数 的 非 解析 映射 之 例 ， 你 能 自己 想 出 一 
个 例子 吗 ? 


7.4.4 ”拓扑 辐 角 原理 


A T 为 一 简单 环 路 , h{z) 为 一 连续 映射 且 在 T 之 内 域 仅 有 有 限 包 个 ph R 
们 要 证 明 
在 了 的 内 域 的 下 点 的 总 数 (每 个 六 点 均 按 其 拓扑 重 数 计算 ) 等 
于 ACT) Ht p 的 环绕 教 . (7.10) 


如 果 h 是 解析 的 , (7.10) 就 变 成 了 (7.6), 本 章 其 余部 分 就 致力 于 挖 拥 并 且 拓 展 这 个 
简单 然而 很 深刻 的 结果 

在 解释 (7.10) 的 意义 之 前 , 我 们 先 来 介绍 它 的 一 个 直接 推论 . 正如 图 7-2 所 示 ， 
A(T) 一 般 会 把 w 平面 分 成 几 个 集合 , 而 (7.10) 指出 , Di 中 各 个 点 的 位 于 工 内 的 原 
象 点 的 数目 都 是 相同 的 , 例如 说 记 为 v;. 比方 说 , 如 果 A(T) 是 一 简单 环 路 , 则 它 把 
ww 平面 恰好 分 成 两 个 集合 , 即 其 “内 ”与 “外 ", WR p E A", 则 此 结果 指出 ,在 TT 
内 的 p 点 的 数目 为 1. 但 车 hh 是 解析 的 , 这 些 产 点 必 有 严格 为 正 的 重 数 , 所 以 A(T) 
之 每 个 内 点 , 恰 有 1 TR, 换言之 , 我 们 证 明了 所 谓 达 布 “ 定 理 ; 


若 一 解析 函数 A(z) T —— eek A(T), 则 它 也 把 工 的 内 域 
一 一 地 映 到 AIT) 的 整个 内 域 中 . 


图 7-11 


为 了 解释 (7.10), 请 看 图 7-11. 其 上 画 出 了 位 于 > 平面 的 环 路 工 之 内 的 三 个 六 
Aabe H£ p AMARE r 的 外 域 中 . 基本 的 思想 是 , 可 以 逐渐 地 把 工 变形 为 
在 8,” 两 点 连接 起 来 的 环 路 ajyiyBal 图 7-1 上 用 虚线 表示 , 请 注意 其 箭头 ), 我 
们 称 此 环 路 为 工 因为 在 变形 过 程 中 没有 碰 到 任何 一 个 py 点 , 所 以 转 到 p PER w 
平面 上 , aD) Sect p 的 次 数 和 aT) 绕 过 p 的 次 数 一 样 . 余下 要 做 的 事 就 几乎 是 显 

加 荐 用 向 量 场 来 解释 【第 10 章 将 做 这 件 事 ), 这 个 结果 是 理解 一 个 非常 惊人 非常 美丽 的 结果 的 关键 


这 个 结果 称 为 谋 加 菜 - 霍 曾 夫 定理 
@) Jean Gaston Darboux, 1842 4917, 法 国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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然 的 了 : 下 是 由 T。= aga , Ta = By8 AT, = 767 构成 的 , 它们 的 象 绕 p 的 次 数 
HEEE a,b,c 的 拓扑 重 数 . 

我 们 还 是 把 这 个 细节 像 念 经 似 地 念 上 一 番 , 尽管 这 可 能 是 不 必要 的 : + KA 
一 路 径 , 它 可 能 不 是 闭 的 , 用 RIK) 来 记 当 > 沿 K EN h(z) p RRMA 
度 . 举例 来 说 , 如 果 K 是 封闭 的 , DRUK) = 2xw [A(K), p. 于 是 

anv |h (T) , p} = 27w h (F) p| = R (apyőyßa) 
= R (af) + R (Gy) + R (yd) + R (Gy) + R (78) + R (Ga) 
= R (ağa) + R (0V8) + R (åy) 
=R (Ta) +R (Ts) +R (Te) 
= 2n [v (a) + v (b) + v fe]. 
这 个 思想 显然 可 以 推广 到 工 内 有 任意 多 个 A al,aa 等 的 情况 : 
v[h (r) p] => v(a;), (对 T 内 的 p- 点 ajy 求 和 ). (7.11) 
7.4.5 ”两 个 例子 
我 们 立刻 就 用 两 个 具体 例子 来 说 明 以 上 的 结果 : 
hig + iy) =x + ilyl. 


同 前 面 失 面 片 的 类 比 |[ 见 4.8.1] 来 说 , 这 个 映射 就 相当 于 把 一 张 面皮 沿 实 轴 打折 , 把 
下 半 张 翻 过 来 放 到 上 半 张 的 上 面 , 若 Im(p) > 0, 这 个 了 就 有 两 个 原 象 : al = Paa = 
p. 图 7-12 表明 v(a) = +1, v(a2) = -1 而 车 T AAT afi, 则 v(A(T),p) = 0, 8 
与 (7.11) 一 致 . 


WT) 


图 7-12 


一 般 说 来 , v[h(T),p| = 0 只 不 过 表示 , 或 者 p 在 了 内 没有 原 象 , 或 者 昌 有 原 象 
但 它们 的 重 数 互相 抵消 , 如 本 例 就 是 . 然而 , 若 f ARTA ol f(D), pl = 0, 结论 是 
很 确定 的 , 只 有 一 个 可 能 性 : “ET 内 没有 原音 . 我 们 以 后 还 要 问 到 很 重要 的 这 一 点 . 
回 到 本 例 , 注意 , E jp = 为 实 , 则 具有 一 个 原 象 , BOX, 而 且 wv(X) = 0. 我 们 
可 以 用 一 个 巧妙 的 方法 来 看 待 它 : 当 我 们 把 p 移动 向 XN, 它 的 两 个 原 象 afi 


7.5 重点 定理 Jll 


EB X, 当 它 们 最 终 在 X 处 融合 时 , 它们 的 反 号 的 重 数 就 抵消 了 . 我 们 在 前 面 已 
经 指出 , 只 有 对 非 解析 映射 , 才 会 有 这 种 为 零 的 重 数 . 

图 7-13 是 一 个 更 精巧 的 例子 : 对 一 单位 圆 盘 的 面 片 作 三 阶段 的 变换 A, 而 总 
使 其 边缘 工 (单位 圆周 ) 不 变 : A(T) = 工 . 三 个 阶段 如 下 : (A) 把 位 于 左上 图 圆 盘 中 
用 虚线 圆周 画 出 的 浅 灰 色 一 片 拉 起 来 成 一 项 “帽子 ”的 帽 顶 , 虚线 外 取 一 部 分 ( 环 
E, FARE) 竖 起 来 成 圆柱 形 的 帽 沿 (右上 图 ); (B) “Wa” 顶部 分 径 向 拉 伸 成 一 个 
半径 大 于 1 的 的 圆 盘 ( 右 下 图 ); (C) 把 它 压 平 , 即 把 每 一 点 都 垂直 投影 到 平面 上 (£ 
FTH). 


如 果 在 左下 图 的 象 平面 上 取 一 点 , 则 在 原来 的 圆 盘 中 的 原 银 点 的 个 数 (质朴 而 
不 加 修饰 地 看 ), 就 是 在 p 的 上 方面 片 的 层 数 , 并 在 左下 图 用 深浅 不 同 的 颜色 来 表 
示 层 数 ， 浅 灰色 即 帽 顶 靠 内 的 一 部 分 是 一 层 ; 深 灰 色 即 帽 顶 超过 半径 1 的 部 分 是 
二 层 [{ 有 一 层 来 自 帽 沿 )， 黑 环 是 三 野 (分 别 来 自 帽 顶 、 帽 沿 和 原来 没有 被 竖 起 来 的 部 
分 ). 务必 把 这 一 点 看 清楚 . 

现在 来 验证 (7.11) 式 . 例如 , E p 在 深 灰 色 的 外 环 中 , vH), p] = ofl, p] = 0, 
可 以 看 到 这 些 点 的 原 银 点 之 重 数 之 和 为 0. 在 左上 平面 上 围 着 这 两 个 原 象 点 各 作 一 
个 小 环 路 , 看 一 下 在 上 映射 之 下 这 两 个 小 环 路 方向 是 否 变 化 就 能 证 实 : 一 个 原 象 点 之 
重 数 为 1, 另 一 个 则 为 一 1. 

对 于 位 于 内 部 浅 灰 色 圆 盘 与 中 间 黑 色 圆 环 中 的 p 点 , 请 自行 验证 (7.11) 仍 成 
立 . 
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7.5.1 R 


假想 你 在 会 园 围绕 一 棵 树 唤 狗 , 你 和 狗 最 后 都 回 到 了 原 地 . 再 想象 你 用 一 根系 
HAREN, 而 这 根系 狗 绳 的 长 度 可 以 改变 (好 像 一 个 有 弹簧 的 钢 眷 尺 那样 ), 如 果 
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在 这 样 一 次 足 狗 时 , 你 把 系 狗 强 弄 短 一 点 , 让 狗 紧 跟着 你 , 这 时 很 清楚 , 你 绕 树 走 了 
多 少 图 , 狗 一 定 也 绕 树 走 那 么 多 疼 . 下 一 次 跑 狗 时 , 你 把 系 狗 强 放 长 一 点 , 狗 就 可 以 
义 跑 义 跳 , 甚至 绕 着 你 打转 . 然而 只 要 系 狗 绳 仍然 够 短 , 使 狗 走 不 到 树 跟 前 , 狗 绕 树 
的 圈 数 仍然 和 你 绕 树 的 圈 数 一 样 . 

PRA C 的 原点 , 并 令 你 走 的 路 径 是 当 > 绕 一 闭环 路 T 时 的 某 个 映射 fp AE 
f(T), 所 以 你 的 位 置 就 是 f(z). 同样 , 由 你 到 狗 的 复数 ( 即 向 量 ) 也 由 z 决定 而 为 > 
在 另 一 映射 9 下 之 象 9(z). 这 样 , 狗 的 位 置 ( 即 由 原点 到 狗 的 向 量 ) 应 为 f(z) + g(z). 
系 狗 强 的 长 度 让 狗 走 不 到 树 跟前 这 个 要 求 就 是 ; 在 T 上 


lg(z)| < F(z). 
在 这 些 条 件 下 , 由 前 一 段 的 结果 有 


v[(f+9)(T),0] =v [f (T) , 0]. 
而 由 辐 角 原理 即 有 
车 在 T 上 |g(z)| < |f(z)|, MAPA (f +g) 与 1 零点 个 数 相同 . 

这 就 是 鲁 歌 "定理 . 

请 注意 |o(z)| < |f(z)| 是 f+g 与 f 有 相同 个 数 的 根 的 充分 条 件 , 但 不 是 必要 
条 件 . 考虑 g(z) = 2f(z) 就 得 到 一 个 例子 . 
7.5.2 ”代数 的 基本 定理 

代数 的 基 定 本 定理 是 鲁 葡 定理 的 一 个 经 典 的 例证 , 这 定理 指出 n 次 多 项 式 


PE A 


EA n 个 根 . 基本 的 解释 很 简单 : 车 |z| IRK, P) 的 第 一 项 在 决定 Plie) 的 性 态 
上 占 优 , 因此 一 个 充分 大 的 以 原点 为 中 心 的 圆周 C 之 象 必 定 绕 原点 n A HEH 
原理 即 知 P(z) 在 CG ZARLA n AHR. 

曾 伍 定理 只 不 过 是 把 上 述 的 基本 解释 精确 化 了 . 记 P(z) 的 首 项 为 fe) = 2", 
P(z) 的 其 余 各 项 之 和 为 gleh 于 是 fig =P. $ C 为 圆周 |zl=1+i4 十 |B| + 
s+ |B). 利用 在 C 上 有 [Z| > 1 这 一 事实 , 不 难 证 明 在 C 上 有 |g(z)| < |f(z)| [ 练 
习 ], XA f(z) EC AA n R (全 在 原点 处 ), BRE PE CAERS nt. 

注意 , 我 们 不 仅 是 证 实 了 有 n 个 根 存在 , 而 且 也 把 它们 的 位 置 范围 圈定 了 : E 
们 一 定 都 在 CA, 在 习题 中 还 会 看 到 曾 获 定理 是 如 何 常 用 于 获取 方程 的 根 的 位 置 
的 更 精确 的 信息 . 


(D Eugene Rouché, 1832—1910, 法 国 数学 家 -一 译 者 注 . 
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7.5.3 布 劳 威 尔 趟 动 点 定理 * 


在 一 杯 咖啡 上 面 酒 一 些 滑石 粉 然后 轻 轻 搅动 . 滑石 粉 的 小 白 点 就 会 旋转 起 来 而 
最 终 又 停 下 来 了 , 原来 在 z 处 的 一 小 粒 滑石 粉 停 下 来 的 位 置 记 作 g(z). 如 果 用 一 种 
很 匀称 的 方式 轻 轻 搅动 咖啡 , 那么 , 位 于 杯子 中 心 的 滑石 粉 颗粒 是 不 动 的 , 它 的 最 
终 的 位 置 也 就 是 它 的 最 初 的 位 置 . 像 这 种 使 得 g(z) = z 的 地 方 就 叫做 g 的 不 动 点 . 

现在 用 一 种 真正 很 复杂 的 方式 去 搅动 咖啡 ， 然 后 又 让 它 停 下 , 有 一 件 事 看 来 
令 人 难以 相信 : 那 就 是 至 少 有 一 个 小 颗粒 恰好 停 在 它 出 发 的 位 置 ! 这 就 是 布 劳 威 
尔 ? 不 动 点 定理 的 一 个 例子 , 这 定理 断言 , 由 一 贺 盘 到 其 自身 的 连续 映射 必 有 不 动 
点 . 习题 15 中 将 要 证 明 它 成 立 , 而 当前 我 们 则 只 证 明 一 个 稍 有 不 同 的 、 条 件 稍 强 
的 结果 ; 若 一 圆 盘 被 一 连续 映射 g 映 入 其 内 域 , 则 必 有 不 动 点 , 而 且 最 多 有 有 限 多 
个 不 动 点 . 

AAA 万 : |z| <1, 所 谓 “ 映 入 其 内 域 " 这 个 条 件 就 是 , 对 DD 中 一 切 z 点 ， 
lo(z)| <1, 令 m(z) 表示 z 点 在 此 映射 下 的 运动 , 即 连接 z 到 o(z) 的 复数 ， 


miz) = g(z)—2z. 


不 动 点 就 是 “没有 运动 ": m(2) =0. 令 f(z) = -> 在 D 的 边缘 ( 即 单位 圆周 ) 上 ， 
有 
le(a < 1 = 17(a 
故 鲁 葡 定 理 指出 , m(z) = g(z) + f(z) 在 D 之 内 域 的 根 的 数目 与 在 D 内 的 根 的 
数目 一 样 , 即 只 有 一 个 
如 果 9 仅 为 连续 的 , 其 实 可 以 有 几 个 不 动 点 , 其 中 有 一些 重 数 必定 为 负 , 而 着 
9 为 解析 的 , 则 容易 确定 根 的 数目 : 只 有 一 个 


7.6 ”最 大 值 与 最 小 值 


7.6.1 最 大 模 原理 


再 看 一 下 图 7-13 中 的 非 解 析 映 射 A, 并 请 注意 圆 盘 的 铺 “ 滋 出 ”了 边缘 之 铺 ; 
即 原来 在 TT 内 域 的 点 停止 在 A(T) SPR. 本 小 节 的 中 心 关注 点 是 : 在 
解析 映射 情况 下 , 这 种 溢出 是 不 可 能 的 : 
著 厂 在 一 简单 环 路 工 上 为 解析 的 , 则 FT) 之 外 的 点 均 不 可 能 
ET AAHAS (7.12) 
现在 来 问 为 什么 . 辐 角 原理 告诉 我 们 , MF 内 的 p 点 的 重 数 vta;) 的 和 是 
ulf) 下. 2% p 在 f(T) 之 外 , 则 由 定义 ulf(T),p] = 0. 但 是 因为 对 于 解析 函数 ， 


0 Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881—1996, fj = 34" a. PA 
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vla) 严格 为 正 , 由 此 可 知 f(T) 之 外 的 点 不 可 能 在 TT 内 有 原音 . 另 一 方面 , 若 p 位 
于 f(T) ZA, 则 vw[f(T),p] 关 0, 所 以 在 了 内 至 少 有 一 个 原 象 .[ 与 (7.12) 只 讲解 析 映 
射 不 同 , 这 一 点 对 于 非 解析 映射 也 成 立 .] 

图 7-14 画 出 了 一 个 解析 的 了 把 T 内 的 有 阴影 的 内 域 严 格 地 映 到 f(T) 的 有 阴 
影 的 内 域 中 , 因为 f(T) 绕 颜 色 较 深 的 区 域 2 次 , 其 中 之 点 必 在 T ARANTES, 
我 们 可 以 设想 这 是 由 于 两 个 浅 色 阴影 区 域 (每 个 浅 色 阴影 区 域 中 各 有 一 个 原 象 ) E 
HERK. 

由 图 7-13 中 映射 H ARA W BRA, 即 被 映 到 离 原点 最 远 
处 的 z{ 即 使 模 |H(z)| 最 大 的 z 点 ) MEF OA, 反 过 来 说 , 对 于 解析 的 f TRER 
出 就 意味 着 


著 f 在 一 区 域内 解析 ”, 则 |f(z)| 之 最 大 值 ” 必 在 区 域 的 边界 点 
上 达到 , 而 不 可 能 在 内 点 达到 . 


这 就 是 最 大 模 原 理 , 在 图 7-14 HEUTE: |f(z)| 的 最 大 值 |T| = |f(#)|, 这 里 t+ 在 
E 


4 
EiT t 


+ 
max t max |f| 
i eaaa y 


图 7-14 


这 个 结果 说 明了 , 唯一 的 “例外 ”情况 是 平凡 的 解析 映射 z const., 因为 它 把 
所 有 点 都 映 到 同样 的 单一 象 点 . 把 这 件 事 用 比较 正面 的 话 来 说 就 是 : 若 我 们 知道 解 
HEA 了 的 | 用 在 一 内 点 达到 最 大 值 , 则 f(z) = const. 

作为 一 个 简单 例子 , 考虑 以 下 问题 . > Bfz) 为 由 2 到 某 个 正方 形 的 4 个 顶点 
a,b,c,d 的 距离 之 积 . Hz 在 正方 形 内 部 或 边 上 , B(z) 在 何 处 达到 最 大 值 ? 如 果 猜 
想 在 正方 形 中 心 达到 最 大 值 , 这 个 想法 肯定 是 诱 人 的 , 但 是 错 了 , 这 是 因为 B(x) = 
\(z — a)(z —b)(z 一 c)(z — d| 是 一 个 解析 映射 的 模 , 其 最 大 值 必 在 正方 形 边 上 某 点 
达到 . 其 确切 的 位 置 只 需 用 一 点 普通 的 微 积分 即 可 求 出 [练习 ]. 

回 到 理论 问题 上 , 回忆 一 下 第 2 章 的 知识 , 只 要 把 > 点 从 复 平 面 垂直 向 上 提升 
到 高 度 | f(z)| 处 就 可 以 得 到 f 的 “ 模 曲 面 * 了 . 看 一 看 这 个 曲面 在 了 及 其 内 域 的 


QD 且 不 恒 为 一 常数 .一 一 Peat 
D 如 果 有 最 大 值 存在 的 话 . 一 一 译 者 注 
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上 方 的 那 一 部 分 , 上 面 的 结果 说 的 就 是 : 最 高 点 总 在 边界 上 方 而 不 会 在 TAB 
点 的 上 方 . 

虽然 高 度 的 绝对 最 大 值 总 是 在 边界 上 出 现 , 但 是 在 内 点 a 处 , |f| 会 不 会 有 局 
部 的 最 大 值 ( 即 通常 微 积分 救 本 中 讲 的 极 大 值 ), 就 是 说 模 曲面 会 不 会 在 a 点 有 一 
个 山峰 ? 不 会 ! 因为 如 果 我 们 围绕 着 a 点 作 一 个 小 的 环 路 +, 并 且 把 模 曲 面 在 y 内 
域 上 方 的 那 一 部 分 切 下 来 , 则 最 高 点 就 不 在 这 一 部 分 的 边界 y ET. 这 样 , 模 曲 面 
连 山峰 也 不 会 有 . 在 习题 中 还 研究 了 模 曲 面 的 其 他 方面 ， 

可 以 用 图 7-14 来 重新 解释 局 部 极 大 也 不 会 出 现 . 辐 角 诛 理 告诉 我 们 , 7 既然 
包围 了 a A, f(y) 至 少 要 绕 过 4 = f(a) 一 次 . 这 就 使 我 们 清楚 地 看 到 y 上 一 定 有 
这 样 的 点 , RBA (在 f(y) 上 ) 离 原点 比 4 高 原点 更 远 . 更 加 形式 地 说 (请 参看 图 
7-4), A 点 ( 即 图 7-4 上 的 p 点 ) 发 出 的 任意 射线 , 必 与 f(y) 相交 . 我 们 就 选 由 
4 点 发 出 的 直接 背离 原点 的 射线 , ES fly) 的 交点 可 以 保证 离 原 点 比 4 离 原 点 更 
i. 所 以 |f| 也 不 会 有 局 部 最 大 值 . 


7.6.2 相关 的 结果 


正如 图 7-14 所 画 的 那样 , 最 大 模 原 理 仅 是 可 以 由 (7.12) 得 出 的 几 个 结果 之 一 . 
例如 , 如 果 在 工 内 域 没有 0 点 , MRA E |f(z)l = 0 之 点 , 则 在 右 图 的 v 平面 上 高 
原点 最 近 的 Q 点 (Eo 取 最 小 值 的 点 ) 也 必定 是 边界 上 某 点 4 ZR. 这 很 
自然 地 称 为 最 小 模 定 理 . 

所 以 , 如 果 我 们 把 模 曲 面 在 TT 及 其 内 域 上 方 的 一 块 切 下 来 , 最 低 点 也 总 在 边界 
E, 除非 此 曲面 在 的 一 个 内 域 0 点 处 真正 触 到 了 复 平面 用 同样 方法 , 此 曲面 除 
在 0 点 处 以 外 ,不 会 再 有 四 点 [BD |f| 的 局 部 最 小 值 ]. 

和 前 面 一 样 , 所 有 这 些 事 唯一 的 “例外 ” 是 映射 > const., 因为 这 时 每 一 点 都 
给 | 月 以 最 小 值 (其 实 是 它 的 唯一 值 ), 这 样 , 如 果 我 们 知道 如 果 |f| 在 一 个 内 点 达 
到 了 正 的 最 小 值 , 则 f(z) = const. 

如 果 fautiv 是 解析 的 , 则 由 第 5 AJACA, u Al 自动 为 “调和 的 ", 我 
们 将 在 第 11 章 看 到 , 这 意味 着 这 些 函 数 将 与 众 名 物理 现象 有 密切 联系 : 稍微 举 几 
个 , 如 热流 . 静电 学 和 流体 动力 学 等 . 所 以 , 非常 值得 注意 的 是 , 图 7-14 还 表明 : u 
fou 也 服从 这 样 的 原理 , 即 它们 的 最 大 值 和 最 小 值 只 能 在 上 达到 , 而 决 不 能 在 工 
内 达到 . 和 前 面 一 样 , 如 果 一 个 调和 函数 在 一 内 点 处 达到 最 大 值 或 最 小 值 , 它 必 定 
为 常数 . 


7.7 Re RRR S|" 


7.7.1 eR SE 
1 FIER JLE Se, 我们 在 第 6 章 就 已 看 到 以 下 形式 的 默 比 乌 斯 
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变换 
£— ü 
az—1 
所 起 的 特殊 的 作用 , 这 里 a 是 单位 圆 盘 内 的 一 点 . 单位 圆 盘 的 这 些 一 一 映射 是 刚性 
运动 , 因为 它们 保持 非 欧 距 离 . 

本 节 中 除了 给 出 刘 维 尔 * 定 理 的 一 个 插曲 以 外 , 还 将 把 第 6 章 里 开始 的 工作 继 
续 下 去 , 即 展示 在 非 欧 儿 何 和 共 形 映射 之 间 的 美丽 的 先天 存在 的 和 谐 性 . 这 两 个 学 
科 似 乎 有 “灵犀 一 点 ” 之 通 的 第 一 个 新 证 据 就 是 下 面 的 命题 


M#(z) = ei = t Malz) (7.13) 


aR th -P da 9 AHE E SUA Be) e A G 04 MAG BRAY — FP. (7.14) 


从 单位 贺 盘 到 其 自身 的 其 他 解析 映射 当然 有 许多 种 , 但 是 由 (7.14) 知 , 它们 都 
不 会 是 一 对 一 的 . 举例 来 说 , z 一 z3 映 单 位 圆 查 为 其 自身 但 是 它 是 三 对 一 的 . 

注意 , 这 个 结果 可 以 证 明 我 们 以 前 在 讲 到 黎 曼 映射 定理 ( 见 第 3 章 3.9.4 节 ) 时 
宣布 了 的 一 件 事 . 那里 我 们 说 , 单位 圆 盘 的 自 同 构 有 多 少 , 则 由 一 个 区 域 到 另 一 个 
区 域 的 解析 映射 就 有 多 少 . 我 们 已 经 知道 , 单位 圆 盘 的 自 同 构 中 包含 了 默 比 乌 斯 映 
射 的 一 个 3 参数 族 , 现在 (7.14) 则 告诉 我 们 , 除 此 以 外 再 也 没有 其 他 自 同 构 了 . 

为 了 验证 (7.14), 我 们 要 先 证 明 一 个 有 重要 意义 的 引 理 , 这 个 引 理 归功 于 施 瓦 
oe, 称 为 施 瓦 英 引 理 . 


车 单位 轿 盘 到 其 自身 的 解析 映射 保持 中 心 不 动 , 则 或 者 每 个 内 
虚 都 移 得 更 靠近 中 心 ,或 者 此 映射 就 是 简单 的 旋转 . 


f(z) = 2° 这 个 例子 表明 , 即使 令 边界 点 到 圆心 的 距离 不 变 , 该 映射 也 会 是 旋转 . 但 
是 对 此 映射 , 内 点 z, BR |z| < 1, 使 |f(z)l = |z| < |z|, DA ASA RB BE, 而 
与 此 结果 相符 合 , 施 乓 蒋 引 理 的 证 明 如 下 . 

令 了 为 将 单位 圆 盘 映 到 其 自身 且 保 持 中 心 不 动 的 解析 映射 , 所 以 在 单位 圆 盘 
E, |F) <1 E f(0) = 0. 我 们 希望 证 明 , 或 者 在 内 点 |z| < 1 Ab |f(z)| < jz|, 或 者 
f(z) = ets, 为 了 证 明 这 一 点 . 考虑 F(z) = fe) 我 们 已 经 在 5.5.2 节 中 指出 ， 条 级 
数 必 定 是 可 微 的 , 因而 一 定 是 解析 的 . 反 过 来 , 那里 还 指出 , 解析 函数 一 定 可 以 展开 
ARR, 这 样 , 解析 性 与 可 以 展开 为 容 级 数 是 等 价 的. 虽然 最 后 这 一 步 将 在 9.2.2 
节 中 证 明 , 但 我 们 现在 就 先 来 应 用 它 , 并 且 知 道 f(e) 必 可 在 单位 圆 盘 |z| < 1 中 写 
AR ERA f(z) = co Heiz + ez? 十 …, 而 由 f(0) = 0 知道 co =0. 从 而 
至 少 在 0< [2] < 1 处 F(z) = ci + coz +927 4---, 但 是 , WHEAT ERE 
数 , FUCK iS Bebe 1. 所 以 从 表面 上 看 f(z)/2 UFE : = 0 处 无 定义 , 实际 上 
正如 微 积分 中 的 “ 定 未 定式 ”一 样 , 可 以 用 此 咽 级 数 作为 f(z})/z 在 整个 单位 圆 盘 上 


(D Joseph Liouville, 1809—1582, 法 国 数学 家 . 一 一 HAIE 
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的 定义 而 知 F(z) = f(z)/z 在 |z| < 1 中 为 解析 函数 ”, mH F(0) = e = f'(0). 现 
在 , 在 |Z <r <1 中 对 F(z) 应 用 上 面 讲 的 最 大 模 原 理 , 即 有 
FOI < pple = par (SE) = 
$ r= 1 就 有 : Elz <1 P Fiz) = flz)/z 适合 
|F(z)| <1. 


如 果 在 这 里 等 号 不 成 立 , 就 有 
|F(z)| <|z|, MR 0<|z|<1; 
\F(0)| = |f’(0)| < 1. 
如 果 在 这 里 等 号 成 立 了 , 则 说 明 在 z 这 个 内 点 F(z) 达到 了 最 大 值 , 而 有 
F(z) =e. 


很 明显 |c| <1. AWA lc| > 1, W z0 HA f(z) = cz 且 一 定 可 以 使 |f(z)| 
在 某 点 大 于 1, 这 就 违背 了 f 映 单 位 图 盘 到 其 自身 的 假设 .着 lel < 1, MER 
了 上 面 的 情况 , B |F(z)| = 1, 而 |F| 在 z 达到 了 最 大 值 . 所 以 一 定 有 |c| =1, 即 
fiz) = ez 总 之 我 们 有 两 个 可 能 性 : 

(i) [F(z)| < izh MR O< lz) <1; |0) <1. 

(ii). f(z} = a? z. 
TE, ERS | AGE. 

图 7-15 是 对 这 个 结果 的 解释 . WR f 不 是 一 个 旋转 , WR K 这 样 的 圆周 上 的 
每 一 点 z 都 被 扭曲 到 严格 位 于 KK 之 内 部 的 w = f(z) 点 , 而 有 阴影 的 区 域 就 被 压 
缩 , 如 右 图 所 示 . 如 果 把 K 向 原点 压缩 , f 将 把 K 伸 扭 为 男 一 个 较 小 的 以 原点 为 中 
心 的 无 穷 小 圆周 . 所 以 了 在 原点 的 伸缩 比 必 小 于 1. 只 是 在 旋转 的 情况 下 , | 了 "(0)| 才 
会 等 于 1. 

现在 可 以 回 到 命题 (7.14) 的 证 明 . WA ELS FRA AE, 先 设 f 使 圆心 
不 动 , 但 取 f 为 一 对 一 的 , 使 它 有 一 个 合理 定义 的 解析 逆 po, 也 把 单位 圆 盘 映 为 
自身 而 且 使 圆心 不 动 . PLS RE, f 把 内 后 p RE) — A 9 使 其 到 圆心 的 距离 
TE p 到 圆心 更 远 . 但 是 三: 也 要 服从 施 瓦 获 引 理 ,所 以 p= fa) 离 圆 心 的 距离 


是 一 个 旋转 , 这 是 (7.13) 类 型 的 刚性 运动 . 


T 这 里 需要 做 较 记 的 说 明 ,， 问题 在 于 , 正文 中 实际 上 是 在 x = 0 钼 补充 定 光 了 FO) = f'(0) 后 得 到 
F(z) = f(z)/z 在 |a < 1 中 为 解析 函数 , 从 形式 上 看 , 这 与 微 积分 中 常用 的 洛 比 达 法 则 一 样 , 但 在 
复 分 析 中 还 再 证 明 补充 定义 所 得 的 F(z) HRT AM, 这 是 一 个 十 分 重要 的 定理 : TAAA 
定理 . 本 书 还 有 不 少 地 方 也 用 了 这 个 定理 . 所 以 我 们 将 在 9.4.2 节 的 第 一 个 译 者 注 中 详细 讨论 它 . 这 
一 部 分 译 者 作 了 较 大 改动 . 一 一 译 者 注 
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图 7-15 


最 后 , 设 一 对 一 的 映射 矿 并 不 使 圆心 不 动 , 而 把 它 变 为 < 我 们 现在 可 以 把 f 
与 一 个 把 c RER 0 的 刚性 运动 M 复合 起 来 . 这 样 就 得 到 一 个 把 单位 圆 盘 映 为 
自身 而 且 保 持 圆心 不 动 的 一 对 一 映射 (Mao f) 它 一 定 是 一 个 旋转 Me. 但 是 这 就 
意味 着 [练习 ] 
f = Ma0 MÈ 


是 两 个 刚性 运动 的 复合 , 所 以 它 本 身 也 是 一 个 刚性 运动 . 证 毕 . 
7.7.2 XERE 


常 值 映射 f(z) = e 把 整个 平面 压缩 成 单个 象 后 c. 我 们 现在 要 问 , 有 无 可 能 一 
个 解析 映射 把 整个 平面 压 到 一 个 位 于 有 限 圆 内 的 区 域 , 而 不 那么 极端 地 完全 压 成 一 
Fa. 

如 果 只 要 求 映 射 是 连续 的 , 这 是 可 能 的 . 例如 


FA 
h(z) = —— 
= Ty Z| 


oF MRA MAH. 回 到 解析 映射 , 我 们 则 注意 到 , 复 反 演 2 mm = (1/2) 能 
BE 2 平面 的 单位 图 周 以 外 的 无 限 区 域 共 形 地 映 到 ww 平面 的 单位 圆 盘 中 . 看 来 有 
点 希望 : 原来 的 平面 只 剩 下 一 个 小 小 的 单位 圆 盘 还 有 待 于 喘 射 过 去 . 
这 样 想 问 题 , 就 是 完全 在 记 了 解析 映射 的 刚性 . 既 已 决定 用 复 反 演 来 映射 单位 
圆 盘 外 的 区 域 , 那么 到 映射 余下 的 单位 圆 盘 时 束 不 能 改 用 其 他 的 规则 来 作 映 射 : 在 
外 域 的 映射 z (1/2) 只 能 以 一 种 方式 解析 拓展 为 内 域 的 映射 , 即 仍 为 z (1/2). 
解析 性 的 要 求 就 台 得 那个 “小 小 的 单位 圆 盘 ” 炸 开 来 产生 一 个 无 穷 大 的 象 . 
我 们 现在 要 证 明 ; 
著 不 把 全 平面 一 直 压 成 一 个 点 ， 解 析 映 躺 就 不 能 把 全 平面 压 成 
位 于 一 个 有 限 半 径 的 圆 盘 内 的 区 域 . 
这 就 是 刘 维 尔 定理 ,为 了 理解 它 , 我 们 必须 稍微 推广 施 瓦 芯 引 理 如 下 . 设 一 和 解析 消 
数 w= f(z) 使 原点 不 动 而 把 圆 盘 |z| < N 压 成 一 个 位 于 圆 盘 |w| < M 内 的 区 域 . 
仍 用 前 面 的 推理 , $ F(z) = f(z)/z, BAE p 位 于 原来 的 圆 盘 (其 边界 圆周 记 作 
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K) A, 则 
M 


F(p)| < |max|F(z)!] = max (\f(2)|/N) < =. 


所 以 
HE 


但 者 f 把 整个 z 平面 都 压缩 到 位 于 半径 为 a 的 圆 盘 之 内 的 某 区 域 , MERTE 
N BSAA AIL. 所 以 对 所 有 的 p 都 有 f(p) = 0. 证 毕 . 

最 后 , E f 并 不 使 原 后 不 动 而 把 它 映 为 c 我 们 可 以 把 前 面 的 论证 用 于 函数 
[f(z) -d 这 个 函数 是 f 与 把 c 映 回 到 0 的 平移 -ce 之 复合 . 因为 z 平面 在 映射 f 
下 的 曾 位 于 w day ee w| < M 2A, -c = —f(0) 当然 也 在 此 圆 盘 内 , 所 以 f 
之 象 再 经 过 平移 -ec 会 生成 一 个 位 于 wl < 2M 之 内 的 区 域 . 上 面 的 不 等 式 就 变 成 
了 


fp) — e| < Zl 


再 一 次 令 趋向 无 穷 大 , 即 知 对 于 一 切 p 有 RE = c, WEHE. 
7.7.3 RRR 


我 们 现在 就 对 非 欧 几何 与 共 形 映射 有 紧密 联系 这 件 事 给 出 一 个 银 美 丽 的 证 据 . 
重新 考查 图 7-15. WLX EERI, 内 点 到 原点 的 距离 在 此 解析 映射 之 下 将 会 
变 小 (除非 此 映射 为 旋转 ). 这 个 结果 尚 有 两 个 瑕 况 , 而 均 与 过 分 强调 原点 的 作用 有 
X: (i) RNB RRL EAS, (ii) 只 证 明了 到 原点 的 距离 在 变 小 . 

先 考 虑 (ii) TOPE AS (i), 仿 设 此 解析 映射 让 原点 不 动 . 虽然 我 们 还 没有 证 
明 过 , 但 是 我 们 怀疑 ,是否 可 能 还 有 一 个 更 加 对 称 的 结果 也 成 立 除非 映射 是 
旋转 , 否则 该 映射 自动 地 让 任意 一 对 内 点 的 距离 也 变 小 ? 

很 遗憾, 不 行 . 考虑 映射 (e) = 2?( 它 也 保持 原点 不 动 ) 在 两 点 a = (3/4) 5 b= 
(1/2) 上 的 效果 . 两 点 原来 的 间隔 ja- b| < 0.25, 但 是 其 象 的 间隔 是 |f(a) — f(8)| = 
0.312 5. 两 点 的 距离 不 减 反 增 . 

但 是 现在 从 处 加 莱 族 的 观点 来 看 , 同样 是 这 个 映射 对 同样 是 这 两 个 点 的 效果 
如 何 . 当 他 们 测量 a,b 丙 点 的 距离 时 , 他 们 得 到 的 是 ( 见 第 6 章 (6.46) AJH {a,b} = 
0.847 3, TREE RE Hf (a), F(b} =0.762 1. 双 曲 距离 确实 在 减 小 . 请 你 自己 选 
两 个 点 并 且 考 查 一 下 上 映射 > 一 z2 对 它们 的 双 曲 间隔 的 效果 . 

皮 克 的 光辉 的 发 现在 于 , 甚至 当 我 们 抛弃 原点 为 不 动 点 的 要 求 时 , 双 曲 距离 的 
减少 仍 是 一 个 普遍 现象 ; 

一 个 由 圆 盘 到 其 自身 的 解析 映射 , 除非 是 一 刚性 运动 , 否则 必 使 
每 一 对 内 点 的 双 曲 距离 减 小 . (7.15) 


CD 回忆 一 下 第 6 章 , Ble Dm She Ba Fe a) A EE. 
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因为 这 个 结果 包含 了 施 瓦 茨 引 理 为 其 特例 [这 一 点 我 们 马上 就 会 讲 清楚 ], 所 以 有 时 
称 它 为 施 瓦 蒋 - 皮 克 引 理 . 尽管 这 个 结果 的 本 性 惊人 , 我 们 却 可 以 很 简单 地 懂得 它 
的 实质 ; 我 们 只 需 问 一 个 问题 :“ 卡 加 革 族 怎样 看 图 7-157” 

因为 庞 加 莱 族 对 角 的 观念 与 我 们 是 一 样 的 , 他 们 对 解析 函数 的 观念 也 就 与 我 们 
是 一 样 的 一 一 /对 于 我 们 和 对 于 他 们 都 是 共 形 的 . 此 外 , 我 们 和 他 们 都 同意 , 由 原 
把 发 出 的 射线 就 是 我 们 可 以 沿 者 它 测 量 距离 的 直线 . 所 以 庞 加 莱 族 也 心甘情愿 地 承 
认 w E > 更 靠近 0, 虽然 在 定量 性 地 确定 到 底 靠 近 了 多 少 上 面 , 他 们 与 我 们 大 不 相 
同 . 现在 还 要 回忆 起 庞 加 莱 模 型 有 一 个 小 毛病 : 0 对 于 我 们 是 很 特殊 的 , 因为 它 是 
圆 盘 的 中 心 , 但 是 对 于 居住 在 无 限 的 均匀 的 平面 上 的 庞 加 莱 族 而 言 , 0 与 他 们 的 世 
界 的 任意 其 他 点 根本 没 法 加 以 区 别 . 


图 7-16 把 这 个 解释 形式 化 了 . 在 左上 图 中 我 们 看 见 庞 加 药 族 标定 了 一 个 任意 
点 a, 以 a AIMEE TILA LOB, 而 在 最 外 面 的 圆周 上 又 标定 了 第 二 点 b. 他 
们 {还 有 我 们 ) 现在 都 要 考虑 一 个 映 他 们 的 世界 为 其 自身 的 解析 映射 的 效果 . a 点 
ERISA 4 = fla) EA), b 点 类 似 地 被 映 到 B = f(b). 为 了 把 4 与 B 的 间 
隔 和 a 与 4 的 间隔 加 以 比较 , 庞 加 莱 族 要 作 一 个 刚性 运动 把 以 a 为 中 心 的 圆周 都 
ERG 4 为 中 心 的 圆周 , 但 双 曲 大 小 不 变 的 圆周 (用 刚性 运动 Mac Ma 即 可 ). 结 
Roa 5 b 的 双 曲 间隔 将 因 f 而 减少 [或 增加 ], 视 B 在 这 些 圆周 的 最 外 一 个 的 内 域 
[或 外 域 ] 中 而 定 . 因为 我 们 期 待 着 皮 克 的 结果 , 所 以 把 B 被 画 在 内 域 , 从 而 双 曲 间 
隔 会 减少 . 然而 , 由 前 面 的 数值 结果 , 通过 比较 |a — | 4 | f(a) — f(b)|, 却 发 现 这 个 
间隔 是 在 增加 . 


Miof nl, 


图 7-16 


庞 加 莱 族 为 了 让 我 们 这 些 可 怜 的 欧 几 里 德 言 人 能 够 看 清 , 以 a 为 中 心 和 以 4 为 
中 心 的 圆周 确实 是 同心 的 而 且 是 一 样 大 的 (这样 B 就 真正 更 接近 了 ), 他 们 就 分 别 作 
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了 图 上 所 画 的 刚性 运动 M,( 其 实 6.3.11 节 中 已 经 显示 地 写 出 了 Ma(z] = 222)5 
Ma, 分 别 把 a 和 A 映 到 原点 [这 就 是 左下 图 和 右 下 图 ], 于 是 这 些 圆周 在 我 们 看 来 
是 同心 的 , 而 在 庞 加 莱 族 看 来 , 如 左上 图 和 右上 图 所 示 , 本 来 就 是 同心 的 ，M。 把 b 


BRS) 2 = M,(b), 而 Ma 则 把 BRS) [右上 图 到 右 下 图 ] 
w= Ma(lB) = (Mao f)(b) = (Ma o f o Ma)lz). 


[请 注意 Ma Æ AWA: Ma = Ma 简 记 (Mac fo Ma) A F, WA w= F(z). 
我 们 现在 可 以 看 到 , 以 下 诸 式 是 等 价 的 : 


H(A, Bh<Hf{a, bS H{0, wh < H{0, 2} $ |w] = |F{a} < |e] ， 


但 是 F 是 把 单位 圆 盘 映 为 自身 的 解析 映射, 而 且 使 原点 不 动 , 所 以 它 服从 施 瓦 芯 引 
理 . 这 样 , 除非 F 是 一 个 旋转 这 时 f= (Mac Fo Ma) 也 是 刚性 运动 一 一 我 
们 必 有 |w| = |F] < 1z|, 这 就 是 图 上 画 的 . 证 毕 . 

最 后 我 们 把 施 瓦 获 - 皮 殉 引 理 用 式 子 写 出 来 . 者 了 不 是 刚性 运动 , 则 |F{z)| < 
zl 它 可 以 显示 地 写 为 


(Ma o fo Ma)lz)| < lel. 


上 式 又 可 写 为 
(Ma o Fb) < |Ma(b)}. 
所 以 
B-A b-a 
EA 动 一 1|- 


如 果 我 们 让 o 越 来 越 靠 近 a, 而 da = (b - a) 变 为 一 个 由 a 发 出 的 无 穷 小 向 量 , W 
它 在 了 下 的 象 是 一 个 由 4 发 出 的 无 穷 小 向 量 dA = (B - A). 上 面 的 不 等 式 这 时 就 
成 了 jaa) faa 

1 一 |42 ` 1—|al?’ 
这 个 式 子 可 以 解释 为 : 只 要 f 不 是 一 个 刚性 运动 , dA 的 双 曲 长 度 就 小 于 其 原音 
da 的 双 曲 长 度 [请 参照 第 6 PRIMA RRA (6.44) 式 |， 这 就 是 命题 
{7.15) 的 无 穷 小 版 本 ， 


7.8 广义 辐 角 原理 


7.8.1 ”有理 函数 


我 们 已 经 看 见 , 拓扑 辐 角 原理 在 限于 解析 函数 时 有 许多 强 有 力 的 惊人 的 推论 . 
习题 中 还 讲 了 一 些 其 他 推论 . 然而 , 在 前 面 所 有 的 工作 中 , 我 们 只 考查 了 在 所 考虑 
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的 区 域 中 没有 奇 点 的 映射 . 我 们 现在 要 除去 这 个 限制 , 而 且 发 现 (7.6) 有 一 个 也 能 
适用 于 这 些 情况 的 推广 . 
我 们 原来 是 从 对 于 无 奇 点 的 解析 函数 的 原型 {名 项 式 ) 应 用 辐 角 原理 的 讨论 开 
始 的 , 为 了 理解 它 对 有 末 点 的 解析 函数 的 推广 , 我 们 应 该 相应 地 从 有 理 函 数 开始 . 
正如 图 7-8 那样 , 令 A,B,C 为 由 固定 点 ab, e 到 动 点 z 的 复数 . 图 7-17 的 左 
图 画 出 了 一 个 膨胀 着 的 圆周 在 其 肪 上 胀 过 程 中 的 相继 的 三 个 阶段 ; Ti,Tz MTs. A 
图 是 该 圆周 在 有 理 映射 
_ (#-a)}lz—5) 1 


fiz) = T= AB 5 (7.16) 


FAIR fi), f(T2), Fa). 


图 7 了 -17 


当 工 膨胀 成 Fi 而 包围 了 a 点 时 , 由 通常 的 辐 角 原理 有 vw[f{T1),0| = 1. 47 
继续 膨胀 时 , 它 就 会 磁 到 另 一 个 零点 彤 而 f(T) 环绕 数 变 成 v[fTa),0] = 2， 然 后 
就 出 现 了 一 个 新 现象 , ST 碰 到 了 在 ec 点 处 的 奇 点 时 , 其 象 的 环绕 数 会 减少 1 而 有 
v[f (Ts), 0] = 1. 

解释 很 简单 . 当 z 绕 Ts 运动 时 , f(z) 的 环绕 数 是 A, B 和 (1/C) 分 别 绕 行 的 圈 
数 之 和 . 前 面 两 个 函数 4 和 B 都 绕 了 一 圈 , 但 是 当 C 依 逆 时 针 向 绕 一 圈 时 , (1/C) 
将 按 顺 时 针 方向 反 向 绕 行 , 最 后 绕 耳 一 个 负 的 整 圈 ， 由 类 似 的 方法 可 知 , 如 果 『 的 
分 母 中 包含 了 因子 C™, (1/C™m) 会 绕 -m M, 而 环线 数 成 为 


vlf (Ta),0] = 2—m. 
和 计算 零点 的 个 数 一 样 , 这 时 我 们 就 说 c 是 一 个 重 数 为 m 的 奇 点 [以 后 将 称 c 这 
种 地 方 为 极点 ]. 
前 面 的 式 子 是 下 述 的 广义 辐 角 原理 的 一 个 例子 : 
信 卫 在 一 简单 环 路 上 是 解析 的 , MAT 的 内 域 除 有 限 个 极 


点 之 外 也 是 解 新 的 . 若 N, MM 分 别 为 内 域 中 的 卫 点 与 极点 之 数 
A (MRR EMHH), Welf Tpl = N- M. (7.17) 
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只 要 允许 (7.16) 式 的 分 子 与 分 母 中 的 因子 可 以 为 任意 多 个 , 就 会 看 到 这 个 结果 对 
任意 有 理 函 数 f 都 成 并 . 

在 解释 何以 在 一 般 情况 下 也 可 以 使 用 它 之 前 , 我 们 先 对 它 在 (7.16) 情况 下 如 
何 起 作用 获得 一 个 更 生动 的 理解 . 我 们 肯定 已 经 证 明了 , 当 工 RE ce 时 , 环绕 数 从 
2 FER 1, 但 是 这 种 解 开 环绕 究竟 是 如 何 发 生 的 呢 ? 

如 果 我 们 只 是 盯 着 银 平 面 , WY 穿越 c 点 时 , f(T) 的 形状 会 突然 发 生 剧 列 
的 变动 : 它 突然 跳 到 无 穷 远 处 然后 又 跳 回 来 , 但 是 这 样 说 并 不 使 我 们 更 加 明白 . 然 
而 , 如 果 我 们 在 整 受 球面 上 看 fT) 的 演化 , 就 会 对 此 过 程 得 到 一 种 新 的 、 令 人 愉快 
的 洞察 

图 7-18( 应 该 像 看 连环 画 一 样 一 眼 扫 过 去 ) 表明 了 这 一 点 . 在 第 一 幅面 面 [左上 | 
的 时 刻 , T 已 经 包围 了 两 个 根 , 所 以 我 们 看 见 它 的 象 已 绕 原点 两 次 . 然后 f(T) 就 依 
次 演化 为 其 他 的 画面 . 当 工 碰 到 c 时 [右上 ], 就 没有 什么 令 人 兴奋 的 事 一 一 fT) 
只 不 过 是 滑 过 了 北极 , 这 样 就 解 开 了 一 次 环绕 . 请 用 计算 机 对 你 所 选 的 有 理 函 数 f， 
作 一 个 当 工 膨胀 穿越 根 与 极点 时 , f(T) 在 黎 曼 球面 上 如 何 演化 的 动画 ， 


7.3.2 ”极点 与 本 性 奇 点 


在 推广 通常 的 辐 角 原理 时 , 我 们 必需 自问 , 对 于 一 般 的 解析 函数 应 该 怎样 计算 
p 点 的 个 数 . (7.7) 式 的 因子 分 解 显现 出 了 它 与 多 项 式 的 类 比 , 并 给 出 了 p 点 的 代数 
重 数 (与 拓扑 重 数 ) 的 令 人 满意 的 定义 ， 

把 (7.17) DAMS FRA RT AM, 其 方法 本 质 上 也 是 这 样 . 仅 
有 的 复杂 化 在 于 , 一 个 除 奇 点 外 均 为 解析 的 函数 , 事实 上 有 两 类 可 能 的 孤立 "有 点 . 

第 一 类 有 点 称 为 极点 . 在 复 分 析 的 应 用 中 , 极点 是 最 常见 的 类 型 , 而 (7.17) 也 
只 能 适用 于 这 种 类 型 . 下 面 是 它 的 定义 : 若 当 > 以 任意 方式 趋向 a 时, f(z) EEN 


D'i” 二 字 为 译 者 所 加 , 见 9.4.2 节 . 译 者 注 
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oo, a 就 是 了 的 一 个 极点 . 我 们 可 以 用 /的 模 曲面 来 理解 这 个 名 词 , 即 在 a 点 处 此 
模 曲面 有 无 限 高 的 峰 或 者 “ 极 ". 图 2-14 就 是 一 个 例子 

因为 f RE a 点 外 是 解析 的 , 故 F(z) = (1/f(2)] 也 是 这 样 . 而 在 > = a 处 可 
以 补充 定义 F(a) = 0 从 而 使 F(z) 在 a 点 也 是 解析 的 , 而 a 成 了 它 的 一 个 根 .? 若 
此 根 的 重 数 为 m, 则 对 于 F, 因子 分 解 (7.7) 成 为 


F(z) = (z -aN z), (7.18) 


这 里 的 NO Ea 点 为 解析 的 而 且 不 为 0, 事实 上 我 们 知道 O(a) = F™ (a)/m!. 所 以 
f(z) 在 a 附近 的 性 质 将 由 
fle) = (7.19) 

给 出 , 其 中 Q(z) = [1/5(z) 在 a 点 解析 而 且 不 为 0. 这 个 式 子 展现 了 它 与 有 理 函 数 
的 类 比 , 而 且 使 我 们 能 够 确定 极点 a 的 重 数 或 阶 的 m. 按照 m = 1,2,3 等 , 我 们 说 
a 是 单 极 点 、 二 阶 极点 、 三 阶 极点 等 . 

TER, 我 们 在 此 也 找到 了 一 个 计算 极点 的 阶 数 的 方法 : 它 就 是 (1/7) 的 第 一 个 
在 a 点 不 为 0 的 导数 的 阶 数 . 只 要 已 经 确定 了 极点 的 位 置 , 就 可 用 此 法 找 出 以 下 函 
数 的 极点 之 阶 数 | 练习 |]: 


P(z) = 


COS Z l 


Q(z) = R(z) = CE 


你 会 看 到 P 在 x 的 每 个 整数 倍 处 有 单 极点 ,@Q 在 0 处 有 二 阶 极点 , R 在 Oni 的 每 
个 整数 倍 处 有 三 阶 极点 . 

还 要 讲 一 个 名 词 . 如 果 一 个 函数 在 某 区 域 中 除 极点 外 均 为 解析 的 , 就 说 它 在 此 
区 域 中 是 亚 纯 函数 . 

除 极点 外 , 一 个 在 其 他 点 均 为 解析 的 函数 还 可 能 具有 所 谓 本 性 奇 点 . 对 于 这 种 
地 方 我 们 将 在 以 后 详细 讨论 (关于 极点 和 本 性 奇 点 , 将 在 9.4.2 节 中 详细 讨论 ), 但 
是 很 清楚 , 函数 在 本 性 奇 点 s 附近 的 性 态 将 是 十 分 狂 野 不 蜡 的 . 如 果 Ze s 附 
近 是 有 界 的 , 则 s 根本 不 是 奇 点 ,2 另 一 方面 , 当 z 以 任意 方式 趋 近 s 时 f(z) 也 不 
可 能 都 趋 于 oo, 因为 那样 一 来 s 就 成 为 一 个 极点 了 . 


D 注意 , 因为 f(z) 在 a 点 并 无 定义 , 所 以 F(s) 也 是 如 此 , 而 我 们 仅 知道 它 在 a 附近 (但 a 除外 ) 
解析 不 过 因为 lim f(z) = co, 所 以 F(z) 在 a 附近 还 是 有 界 的 , 因此 可 以 用 可 去 奇 点 定理 
(W 9.4.2 节 的 详 者 注 ) 知道 Fis) 在 a 点 也 是 解析 的 而 且 Fia = 0， 这样 ， 文 中 的 推理 才 曲 
正确 的 . 一 一 译 者 注 

D REHAT ARTERS. WKE, E f(z) 在 a HETER HE a 以 外 都 是 解析 的 
(通常 我 们 用 f(z) 在 0 < |z-a| < p SHH, p 是 一 个 适当 的 正 数 , 来 表示 这 种 情况 )， mE 
f 在 包 合 & 点 的 某 个 圆 失 (fi |# 一 al <p) 中 是 有 界 的 ， 则 必 可 找到 一 个 在 此 圆 盘 中 解析 的 函数 
F(z), 5 240, f(z) = Fiz), 如 果 我 们 修改 fia) 之 定义 , 成 补充 其 定 祥 蜀 fle) = Fla), 
则 a THBP Ss, 因此 a 称 为 可 去 奇 点 .由 于 它 是 十 分 重要 有 用 的 , 我 们 将 在 9.4.2 节 中 再 来 证 明 
这 个 结论 , 一 一 译 者 注 
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考虑 一 个 标准 的 例子 g(z) = ei*, 它 显然 在 原点 有 某 种 类 型 的 奇 点 ， 若 写 出 
z=re'®, My 


gat 


lg(z)| =e 7. 


图 7-19 上 画 的 就 是 它 的 模 曲 面 . 如 果 z 沿 虚 轴 赵 于 0, 则 |g(z)| = 1, 但 是 车 z 沿 
虚 轴 左 侧 ( 即 cosd < 0) 的 一 条 路 径 (例如 一 条 射线 ) BT 0, 则 glz) 可 能 趋 于 0, 
而 最 后 若 2 沿 虚 轴 右 侧 的 路 径 趋 于 0, W giz) 可 能 趋 于 =o. 事实 上 这 时 不 仅 |g(z)| 
会 趋向 无 穷 , MEN ee 的 速率 也 越 出 了 任意 极点 的 知识 范畴 . 


图 7-19 


为 了 看 到 这 一 氮 , 再 看 一 下 图 7-19. WA a 的 阶 数 m 越 高 , 当 z 趋向 a 时 f(z) 
增长 得 越 快 . 然而 不 管 阶 数 有 多 大 , 我 们 知道 (z - oj” 都 会 衰减 得 足够 快 , 足够 抵 
消 这 个 增长 , 即 是 说 , 使 得 它 与 SRR AAR. 其 实 , 极点 的 阶 就 可 以 定义 为 足 
以 这 样 消除 f 的 增长 性 的 (z-a) HERRE. 

把 这 种 情况 与 当 * 趋向 0 这 种 奇 点 时 g(z) 的 增长 性 相 比 较 , 例如 让 s 沿 正 实 
轴 趋 向 0. 为 了 证 实 9 比 任意 亚 纯 函 数 都 增长 得 更 快 , 内 需 回忆 一 下 , 由 通常 的 微 
积分 教材 即 知 , 不 论 m 有 多 大 
A 


i : g 
lim zmelz = lim 
a0 A—too AM 


所 以 z =0 ASE g(z) 的 极点 , 而 是 本 性 奇 点 的 一 个 典型 例子 . 
7.8.3 ”解释 * 


为 了 解释 广义 辐 角 原理 (7.17), 我 们 先 回 到 对 (7.19) 的 解释 . 如 果 把 f 看 作 到 
PSMA 的 映射 , 则 oc 也 可 以 是 一 便 点 , 而 其 原音 则 是 f 的 极点 . 如 果 你 愿意 ， 
也 可 以 称 其 为 oo 点 . 我 们 现在 的 解释 将 是 , 以 上 所 述 意味 着 oo 点 的 拓扑 重 数 也 可 


=o). 
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以 用 完全 同 于 任意 其 他 p 点 的 拓扑 重 数 的 方法 来 定义 , 即 定 义 为 绕 a 的 闭环 路 之 
SABE f(a) 的 次 数 . 

重新 考虑 (7.18) 中 的 F. H (7.8) 式 我 们 知道 一 个 以 a 为 中 心 的 小 圆周 Ca 
将 被 映 为 一 个 小 环 路 Fl(Cs) 而 绕 原 点 m 次 .因此 F(C 的 球 极 射影 将 绕 南 极 
mi, MAM E 的 内 部 来 看 是 恢 道 时 针 方向 绕 行 ， 因 为 复 反 演 (CBR F(C) 为 
了 (Ca) = 1/[IF(C6)) 将 把 E 绕 实 轴 旋 转 r, 从 而 把 0 与 oo 对 换 , 这 就 意味 着 ffC。) 
Fe HE — “TE Co A m 次 的 小 环 路 . 因为 从 三 的 内 部 来 看 (Co 依 道 时 针 方向 绕 ce 
A, 它 在 复 平面 上 的 球 极 射 影 就 是 一 个 很 大 的 依 顺 时 针 方 向 绕 原点 的 环 路 , 这 就 是 
说 具有 环绕 数 —m. 

作为 一 个 副产品 , 现在 把 (7.19) BBA 


f(z) = (z ~ a)-™fi(z). 


这 样 一 来 , 把 m 阶 极点 想 作 一 :个 具有 负重 数 -m 的 根 也 就 有 意义 了 . 
现在 把 注意 力 从 原点 称 开 , 考虑 绕 黎 曼 球 面 上 的 任意 (有限 远 ) 点 p 的 环绕 数 . 
把 Cu MARA, WW f(C6) 将 变 得 很 大 而 绕 p 点 -m A. 但 是 , 如 果 我 们 把 Ca 
膨胀 成 任 一 个 简单 环 路 工 , 而 不 磁 上 任意 p 点 或 其 他 极点 , MRSS p 的 环绕 数 不 
F. 换言之 . 
车 a 是 一 个 m 阶 极点 而 Ta。 是 包含 0LKS 六 点 与 任意 其 他 
极点 的 简单 环 路 则 olfa) p] = —m. (7.20) 


最 后 , 重新 考虑 图 7-11, 你 很 容易 就 会 相信 , 如 果 有 一 些 a; 是 极点 而 不 是 p 点 ， 
导出 (7.11) 的 推理 仍 是 适用 的 . 把 这 些 奇 点 记 为 s. 于 是 


vl fC), = So vf (To), p+ Y vlf (Ts,), nl. 
PRA BE Fa 


应 用 (7.20) 即 知 
vifi) a] = 于 内 p 点 的 数目 ] - [内 极点 的 数目 ]， 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 


7.9 J 题 


1. 一 个 “简单 ” 环 路 其 实 可 以 很 复杂 (DLP 7-20). 然而 , RRS, 这 个 复 
杂 环 路 是 通过 把 一 个 圆周 逐步 变形 而 产生 的 ， 则 它 绕 过 其 内 点 恰好 一 次 ， 令 
N(p) 为 这 个 简单 环 路 与 由 p 发 出 的 射线 相交 的 次 数 (与 图 7-4 bee). NC 内 
A) 可 能 取 的 值 与 N( 外 点 ) 可 能 取 的 值 有 何 区 别 ? 现在 (对 于 简单 环 路 ) 有 
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一 个 快 得 名 的 决定 一 点 为 内 或 外 的 规则 来 代替 “穿越 法 则 ”(7.1). 可 以 用 这 个 
结果 和 朋友 F 玩 一 个 小 游戏 : (1) 为 了 不 让 他 疑心 你 在 造假 , 让 下 自己 画 一 个 
折 转 多 次 的 复杂 的 简单 环 路 ; (2) 在 错综复杂 的 线条 之 间 随 机 地 选 一 个 点 ， 然 
后 问 F 此 点 在 环 内 还 是 环 外 ? 也 就 是 从 此 点 可 和 理 逃 到 迷宫 外 面 去 ? (3) 在 使 
得 F 承认 要 回答 这 个 问题 既 费 时 又 费劲 以 后 , 让 F 取 一 个 点 由 你 来 做 ; (4) 你 
在 心中 暗暗 画 一 条 射线 , 沿 着 这 个 射线 心中 暗 数 变 点 个 数 . 你 马上 就 可 以 求 出 
解 来 , 让 FF 大 吃 一 惊 . 


图 7-20 


. 重新 考虑 (7.4) 中 映 单 位 圆 稚 为 其 自身 的 映射 E, 以 及 相关 的 图 7-7 中 的 函数 
o). 若 再 (al > 0, WEA 0 = a 上方, 图 像 是 上 升 的 , z 的 小 小 的 运动 会 生 
Mw 的 相同 方向 的 小 小 运动 . 这 时 就 说 下 在 a 点 保持 方向 , 而 z = eia 作为 
w =e) 的 原 象 , HIG BR v(a) = 1. 类 似 地 , 若 O(a) < 0, 则 此 上 映射 是 反 
转 方 向 的 且 vla) = -1. 换言之 


v(a) = 重 '(a) 的 符号 .” 


bo 


请 与 2 维 的 公式 (7.9) 比较 . 

(i) 在 图 7-7 中 , 说 明 怎 样 通过 画 一 族 水 平 直线 理 = A,At2n,At4n 等 , 来 得 
出 w= 的 全 部 原 象 之 集合 . 

(ii) 如 果 原 象 集 全 是 典型 的 【 即 指 在 每 个 原 象 上 oO’ 4 0), 把 这 些 拓扑 重 数 加 起 
来 会 得 出 什么 ? 这 样 , 说 £ 的 映射 度 ( 即 工 的 环绕 数 ) 为 v, 基本 上 就 是 
jE E 是 v 对 1 的 映射 , [提示 : 在 图 7-4 中 , 把 射线 看 作 描述 w 的 位 置 的 
TR] 


DABHT “sign of play 的 说 法 . 这 个 “sign” BUR “PES, 其实 旺 一 个 函数 


1, 7 >U; 
sign(xs} = i ay 


(7.9) AM “AS” het, CREO KM SM (signature). 在 讲 映射 度 的 书稿 
E, AREH (7.9) 式 中 都 是 这 样 用 的 . 详 者 注 
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a. 


c= 


fan | 


a 


=] 
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对 以 下 每 个 函数 f(z), 求 出 其 在 指定 圆 盘 内 的 所 有 p A, 决定 其 重 数 , 并 用 计 
算 机 画 出 其 边缘 圆周 的 象 , 来 验证 辐 角 原理 . 

(i) f(z) = e", p =i, Et |z| < (4/3). 

(ii) f(z) =cosz,p = 1, MË |z| <5. 

(iii) f(z} = sinz*,p = 0, FAR |z| < 2. 

重新 考虑 图 7-8. 

(i) 用 计算 机 画 出 一 个 膨胀 着 的 圆周 工 在 三 次 映射 


f(z) = (z - a)(z = b)(z -oe) 


TAS, MEST 穿越 根 a b e 时 环绕 数 增 加 的 方式 . 特别 是 请 注意 , 出 现 
一 个 “<" 形状 的 图 形 , 就 是 生成 新 环 路 的 标志 . 
(ii) Æ f'(p) #0, WT 的 经 过 yp 的 那 一 小 段 只 是 被 伸 扭 为 经 过 fp) 的 另 一 小 
段 几 乎 成 为 直线 的 曲线 . 由 此 导出 , wr 磁 上 临界 点 时 才 会 出 现 一 
个 “<" 形 . 解释 为 什么 < 这 个 特定 的 形状 与 1 阶 临界 点 相 容 . 
(iii) WERE T 的 演化 过 程 中 只 在 两 个 点 上 生成 < 形 . 以 产 的 映射 度 来 代数 
地 解释 这 件 事 . 
(iv) $ T AL a,b, e AMAZE. 可 以 在 了 内 作 许 多 椭圆 切 于 了 之 三 边 ， 
但 是 其 中 只 有 一 个 椭圆 GEA £) 恰好 切 了 于 三 边 的 中 点 . 
(v) [难题 ] 证 明 f 的 两 个 临界 点 正 是 E 的 焦点 . 


. 如 正文 7.4.3 节 那 样 , 用 £0, ne. Ba 来 记 描 述 一 个 映射 在 a 点 的 局 部 线性 变换 


的 两 个 正 变 方向 上 的 伸缩 因子 与 旋转 角 . 考虑 (r/4) 的 旋转 这 个 特例 , 这 时 J 
为 常数 , 证明 : 一 般 说 来 , € 与 7 并 非 雅 可 比 矩阵 J 的 特征 根 A, 和 Xo. 然后 
验证 , 对 于 这 个 映射 , det(J) = AA = En. 


. 甚至 在 3 维 或 更 高 维 情况 下 , 由 一 映射 了 在 a 点 诱导 出 的 局 部 线性 变换 仍 可 


HIET HEER Ja) 来 表示 . Hoa 不 是 临界 点 , 记 a 为 f(a) 的 一 个 原 象 , 拓扑 
重 数 vla) 仍 由 (7.9) 给 出 . E n 为 J(a) 的 负 实 特征 根 的 个 数 (各 征 根 均 按 其 
代数 重 数 计 ), 证 明 

v(a) = (-1)". 
[提示 : 因为 特征 方程 det(J(a) -A = 0 有 实 系 数 , SPE ot SE 


. 考虑 非 解析 映射 h(z) = |z|" 一 证 . 


(i) HA ZAR. 

(ii) 计算 雅 可 比 和 矩阵 J, BER det (J). 

(iii) 用 (7.9) 式 计算 (i) 中 的 根 的 重 数 . 

(iv) KA z= 2” 画 出 圆周 || = 2 时 A(z) 所 画 出 的 章 曲 线 , 并 证 实 由 拓扑 辐 
角 原 理 所 作 的 预测 . 
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Ss 


8. 


12. 


(v) 注意 到 A(z) = z-i, 从 而 对 上 面 的 事实 有 更 好 的 理解 , 然后 模仿 对 于 图 
7-8 所 作 的 那样 的 分 析 . 

(vi) 利用 由 上 一 部 分 所 给 出 的 洞察 来 求 (1/2), 它 不 能 用 (7.9) RH. 

令 Ot) 为 时 间 t 的 实 函 数 且 满足 常 系数 线性 微分 方程 

d"Q d"-lQ 


dq | : 
Cnn t Cai Tp 1 Fee bee + oo) = 0. 


回忆 起 这 个 方程 可 以 用 形 如 Q(t) = ent EN RPA Se PE OE. 把 Q(t) 代 
入 上 述 方程 , 证 明 s; 是 多 项 式 


F(s) = ens" + cn pe tee tees + op 


的 根 . 注意 , AF s; 具有 负 实 部 则 QU) 随时 间 衰减 到 0. 因此 这 个 微分 方程 的 
通 解 是 否 随时 间 衰减 到 0 这 个 问题 , 就 归结 为 f(s) 的 所 有 n 个 根 是 否 都 位 于 
半 平 面 Re(s) < 0 内 的 问题 . 令 RERS s 沿 虚 轴 自 下 往 上 运动 时 F(s) 的 净 
旋转 . 解释 以 下 的 结果 : LMP AA RMS) 0 的 充 要 条 件 是 


R= ni. 


这 个 条 件 称 为 奈 检 斯 特 “ 稳 定性 判 据 , 适合 这 个 条 件 的 多 项 式 FF 称 为 胡 尔 维 
KS RX. [提示 : 作 一 环 路 如 下 , 先 沿 虚 轴 由 一 iR 走 到 +iR, 跟着 再 沿 以 这 
一 段 虚 轴 为 耳 径 的 两 个 半圆 周 之 一 加 到 iR. 最 后 令 R 趋同 oo. 对 此 环 路 应 
用 辐 角 原理 .] 


, 按照 上 题 考 查 微分 方程 


ds 
woe 


(i) 对 此 方程 求 R. CEREREM he EASE? 
(ii) 显示 地 解 出 此 方程 来 验证 你 的 结论 . 


Fa 为 大 于 1 的 实数 , MER EREN E 


在 单位 圆 盘 内 有 n 个 解 . 


. (i) A f(z) = 22° 与 g(z) = 82-1 NABER, 证 明 方程 zs+8z-1=0 的 


所 有 5 个 根 都 在 圆 盘 |z| < 2 中 . 

(ii) 变换 f 与 g 的 地 位 , 证 明 2z2 48z 一 1=0 只 有 1 个 根 位 于 单位 圆 稚 内 . 由 
此 导出 , CEH 1 < 1z| <2 中 有 4 个 根 . 

我 们 可 以 把 对 鲁 感 定理 的 解释 形式 化 并 稍 加 推广 如 下 : 


(D Harry Nyquist, 1889—1976, 在 美国 工作 的 数学 家 与 工程 师 ， 生 于 瑞典 , 国米 不 详 . 译 者 注 
@ Adolf Hurwitz, 1859—1919, WHR FS. — 译 者 注 
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(i) 若 p(z) 与 gfz) 在 简单 曲线 上 不 等 于 0, 而 是 工 在 映射 z pleal) 
FHR, 证 明 
v(T, 0) = vlp(T), 0} + vla(T), 0]. 
(i) 记 a 
= fiz P = z zj. 
Hatala) = se) [r+ SE] = raae) 
EET 上 |g(z)| < |f(z}|, 画 一 个 典型 的 HT) 之 草图 , 并 由 此 导出 


v[ A(T), 0] = 0. 


HAW- Bb Se 

(iii) 如 果 只 规定 在 T 上 |g(z)i < | f(z), WAT) 可 能 有 一 部 分 与 圆周 |z 一 1| = 
1 重合 而 不 是 严格 位 于 读 圆 周 之 内 , 这 时 w[ 玉 (TT),0| 不 能 合理 地 定义 . 然而 ， 
车 我 们 进一步 设 在 TT 上 f+g 关 0, 证明 这 时 仍 有 vw[H(T),0|=0. 由 此 导出 


vl(f +9) (T), 0! =v[f(T), 0). 


. &we= f(z) 在 简单 环 路 上 及 在 其 内 为 解析 , 又 设 f(T) 是 一 个 以 原点 为 中 


心 的 圆周 . 
i) 车 A 是: 党 TT 的 无 穷 小 运动 , 5 是 ww 的 相应 的 无 穷 小 旋转 , 用 几何 方法 证 
明 pA 
F = 10. 
(ii) 428 运行 一 周 时 , 解释 为 什么 vw[A,0] = 1 而 vig, 0) =0. 
(iii) 利用 上 题 的 (1), 证 明 


o[ f(T), 0] = v[f"(D), 0 + 1. 


(iv) 由 辐 角 原理 导出 , Er A Sf 比 f' 名 一 个 根 . 这 个 结果 有 时 称 为 麦克 上 唐 纳 
定理 [Macdonald Theorem), BARRA CHA ba] CIRM ASS. 

(v) 由 此 特别 可 以 导出 Er 内 至 少 有 一 个 根 . 考虑 模 曲面 在 了 及 其 内 域 上 
方 的 一 部 分 以 直接 导出 这 个 结果 . 

与 解析 映射 成 为 对 腿 的 是 : 连续 的 非 解析 映射 完全 可 能 把 一 段 曲线 或 一 个 区 

域 压 成 一 点 而 不 把 其 定义 域 的 其 余部 分 也 压 成 一 点 . 我 们 来 举例 说 明 , 拓扑 辐 

骨 原 理 不 适用 于 这 种 情况 . 当 册 为 的 连续 函数 时 , PRET A(z) = olr: 是 一 个 

连续 映射 , 这 里 了 = |z|. 考虑 连续 映射 hz), 它 相 应 于 以 下 的 ġir), 


$7r) =O, O<r< (1/2), 


d(r)=2r-1, (1/2)<r<l. 


16. 


lf. 


18. 
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(i 用 生动 形象 的 语言 描述 这 个 映射 . 
(Gi) RP 为 圆周 |z| = (3/4),p = 0, 试 着 使 (7.11) 式 有 意义 (会 失败 ). 


. 正文 中 讲 的 布 劳 威 尔 定理 的 陈述 在 以 下 两 个 方面 与 完整 的 结果 相 比 尚 有 不 足 : 


(A) 我 们 假设 了 在 D 上 |g| < 1| 而 不 是 |g| < 1; (B) RNA MEER TR 
扑 辐 角 原理 , 而 上 题 说 明 , 对 于 有 限 区 域 中 有 无 穷 多 个 p 点 的 一 般 的 连续 映射 ， 
这 个 原理 是 不 能 用 的 . 现在 设法 除去 这 些 瑕 况 . 再 一 次 令 mlz) = glz) 一 z 为 
点 z 的 运动 , 并 设 布 劳 威 尔 定理 不 成 立 , 所 以 在 整个 圆 盘 |z:| 1 上 m 关 0. 如 
下 即 可 得 出 矛盾 : 
(i) 由 假设 miz) = glz) — 2 = glz) + fle) 在 单位 圆周 CLARA. 用 习题 
12(iii) 证 明 : 车 |g! < 1, W v[m(C), 0] =1. 
(i) & C ABA |z| =r, 从 而 Ci = C. 考虑 vim(C,),0) 当 7 由 0 增加 到 1 时 
的 演化 , 从 而 得 出 与 (i) 相 了 矛盾 . 
vim(C),0] = 1 这 个 关键 事实 可 以 更 直观 地 得 出 . 由 > 出 发 作 运 动向 量 
m(z), 并 且 注 意 它 与 CH: 点 的 内 法 线 向 量 (-z) 成 一 锐角 . 但 是 很 明显 ， 
4 236 C 绕 行 一 周 时 , 这 个 法 线 向 量 依 正 向 转 一 周 . 由 此 导出 向 量 m 也 
会 拖 后 一 周 .” 
令 f(z) ATRE, 考虑 它 对 单位 圆周 C 的 效果 . 注意 两 个 事实 : (1) FA 
p EC E, 则 f(-p) 指向 与 f(y) 相反 的 方向 ; (2)w[f(C),0] = 奇数 , 特别 是 , E 
不 可 能 为 0. 这 只 是 一 个 一 般 事实 的 一 个 例子 . 证 明 : 由 1) 恒 可 得 出 (2), 哪 
怕 7 仅 为 连续 的 . [提示 : 若 f 满足 (1), 当 z 沿 着 半圆 周 由 p 转 到 -p 时 , 对 
f(z) 的 筝 旋转 R 可 以 得 出 什么 ? 另外 一 个 半圆 周 产生 的 旋转 与 R 的 关系 如 
何 ? ] 
考虑 放 在 一 个 平面 上 的 球形 气球 S. 如 果 把 5 渐渐 压 到 此 平面 上 , 就 会 得 到 由 
S 到 此 平面 内 的 一 个 映射 H. 注意 , 互 为 对 径 点 的 南极 和 北极 有 相同 的 银 . 波 
苏 克 - 鸟 拉 母 定理 指出 , 由 5 到 平面 的 任意 连续 映射 万 都 将 把 基 一 对 对 径 点 
上 映 为 相同 的 象 . 考虑 映射 F(p) = H(p)— H(p) p Æ p 的 对 径 点 , 这 个 定理 就 
Ei, FES CELAR. 证 明 这 一 点 . [提示 : 只 需 考 查 F 在 北半球 面 上 的 
效果 . 取 此 半球 面 的 边界 (BN aR) 为 上 题 中 的 圆周 C, 并 导出 vH (C), 0] 40, 
车 了 在 一 简单 环 路 了 上 解析 , > p 为 FIT) 上 一 点 的 原 象 且 |f| 在 此 点 达到 最 


D 布 劳 威 尔 定 理由 于 庶 用 极为 广泛 而 被 许 过 数 学 家 关注 . 实际 上 对 于 1 维 空间 , 它 就 是 连续 函数 的 中 


值 定理 . 本 书 只 讲 了 2 维 情况 , 因此 证 明 比 较 简单 ， 对 一 般 的 nt SET, 有 许 才 证 明 . 值得 注意 的 
MIRE (John Willard Milnor, 1991—, #43) 的 J. Milnor, Analytic Proofs of the 
Hairy Ball Theorem and the Brouwer Fixed Point Theorem, Amer. Math. Monthly, Vol 85 
(1979),521~524. RANE (ERREA), PRT Met, 2004, 417~421 转述 了 这 个 证 
H. 一 一 译 者 注 

D WE, Karol Borsuk, 1905—1982; 2, 3798, Stanislaw Ulam，1909 一 1984， 都 是 波兰 数学 
x. 一 一 译 者 注 
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大 值 . EBT Ep 点 的 切 向 量 (向 量 理 和 解 为 复数 ) 而 且 与 了 一 样 指向 道 时 针 

方向 , 用 几何 方法 证 明 : Ef (p) 与 if(p) 有 相同 方向 . 对 于 | 了 | 的 正 最 小 值 , 类 

似 的 结果 是 什么 ? 

19. (i) 者 p 不 是 解析 函数 的 临界 点 , 用 几何 方法 证 明 : fE lo o 方向 上 增 
加 得 最 快 . 

(ii) H p 点 处 的 模 曲 面 说 明 , 这 个 方向 就 是 曲面 的 切线 有 最 大 “斜率 "[ 即 此 切 
线 与 复 平 面 交 角 的 正切 ) 的 方向 . 证 明 这 个 最 陡 切 线 的 斜率 为 |f'(p)|, 并 
注意 它 与 实 函 数 的 通常 图 像 的 斜率 之 类 比 . 

(iii) 在 n 阶 根 处 模 曲 面 是 什么 样子 ? 

(iv) 在 m 阶 临界 点 上 方 模 曲 面 是 什么 样子 ? 用 om = 1 的 情况 解释 : 为 什么 这 
种 地 方 叫 做 装点 . 

(v) 用 模 曲 面 在 T 及 其 内 域 上 方 的 那 一 部 分 4 中 的 坑 的 个 数 PP 与 鞍点 个 数 5 
来 重新 表述 习题 13 中 的 麦克 唐 纳 定理 . 

(vi) 麦 死 唐 纳 定理 这 样 表述 后 , 可 以 作 几 乎 完全 是 拓扑 学 的 解释 , 这 是 一 个 美 
丽 的 事实 ， 以 下 的 解释 转述 自 Pólya [1954], 但 我 相信 其 基本 思想 可 以 追 
DH BAe ese AGLI. 既然 |f| 在 下 上 为 常数 UT 是 单位 圆周 ), A 的 边 
缘 就 是 一 条 水 平 的 曲线 K, 而 因 f 是 解析 的 , 故 K 比 A 的 其 余部 分 都 高 . 
还 要 回忆 到 模 曲 面 不 会 有 峰 . 为 简单 计 , 设 f 与 f' 都 只 有 单 根 (个 数 分 别 
APS 8) 所 以 坑 一 定 是 锥 形 的 而 鞍点 看 起 来 确实 像 马 鞍 (或 者 说 是 地 
理学 里 的 山口 ). 
现在 想象 有 雨水 不 断 地 落 在 曲面 .4 上 . 坑 就 慢 慢 装潢 水 而 成 为 已 个 湖 ， 
我 们 设想 它们 的 深度 都 相同 . 那么 当 水 位 逐渐 上 升 超过 一 个 山口 时 , 湖 的 
个 数 会 发 生 什 么 变化 ? 当 水 位 最 终 升 到 商 度 KK 时 , 还 剩 下 几 个 湖 ? 我 们 想 
要 证 明 的 就 是 

P=S+1. 


(vil) 把 上 面 的 论证 推广 到 根 与 临界 点 不 是 简单 的 情况 . 

令 f(z) 和 gl) 都 在 一 个 简单 环 路 上 及 其 内 域 中 解析 . 对 (f-9) 应 用 最 大 模 
原理 证 明 , FET 上 f =o, 则 在 其 整个 内 域 中 也 有 了 = g. 

È RL) 为 z 绕 行 环 路 工 一周 时 f(e) 绕 过 p 点 的 总 旋转 数 , 若 p 不 在 LE, 
则 


20. 


(am) 


2l. 


— 


vE, p] = 5-R(L). 


以 此 公式 作为 4 的 定义 , WES CLASPS p 点 时 广义 辐 角 原理 (7.17) 
仍 成 立 , 不 过 , 这 时 , 在 T 上 的 极点 与 p 点 的 重 数 要 折 半 计算 . 

在 图 7-11 中 我 们 使 用 了 形变 的 概念 来 导出 辐 角 原理 . 图 7-21 是 另 一 个 方法 . 
把 工 的 内 域 (其 中 有 不 同 的 p 点 与 极点 ) 粗略 地 分 成 若干 个 胞 腔 C, 使 每 个 


22. 


ba 
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REARS p 点 或 极点 之 总 数 不 超 过 1 个 , 现在 把 每 个 胞 腔 都 想象 为 一 个 环 
路 , 且 按 一 种 规定 好 的 方向 运动 , 图 上 就 两 个 相 邻 胞 腔 画 出 了 这 个 方向 . 
(i) 分 别 就 以 下 各 情况 求 vf (Chp 之 值 ; 假设 Ci 中 , (1) 没有 p 点 与 极点 , (2) 
有 一 个 m 阶 p A, (3) 有 一 个 n 阶 极点 . 
(ii) 证 明 
Slf (03),p) = vif), aI, 
并 由 此 得 出 辐 角 原理 . [提示 : 若 某 个 胞 腔 的 一 个 边 不 是 工 的 一 部 分 , 则 它 
必 是 另 一 个 相 邻 胞 腔 的 一 边 , 但 活 相 反 向 运行 . 当 z 沿 此 边 的 一 个 方向 运 
行 一 次 , 又 沿 相 反方 向 青 运 行 一 次 , f(z) 绕 p 的 净 旋 转 量 是 多 少 ? ] 


BSB AD: 柯 西 定 理 


8.1 5l 言 


在 前 几 章 中 , 我 们 把 微分 的 思想 推广 到 复 映 射 的 努力 已 经 得 到 了 丰硕 的 回报 . 
我 们 在 开始 时 不 很 在 意 地 推广 实 导 数 , 但 是 很 快 就 被 引导 到 伸 扭 概念 , 从 而 一 门 新 
的 完全 具有 上 自己 的 特性 的 学 科 诞生 了 ， 虽然 许多 结果 仍然 带 有 老 的 实数 世界 的 身 
E, 但 许多 其 他 结果 就 不 这 样 了 , 而 真正 动人 的 是 掌握 这 些 结果 所 用 的 论证 的 风味 . 
z 能 在 平面 上 自由 六 游 的 能 力 为 我 们 释放 了 可 视 的 想象 力 的 新 维度 , 如 果 我 们 只 能 
看 着 实数 z 在 它 的 1 维 攀 篇 下 孤独 地 踢 跨 , 这 个 新 维度 一 定 是 沉睡 着 的 . 

这 个 小 小 的 对 于 复 平 面 的 颂歌 在 积分 问题 里 又 会 响起 , 而 且 更 加 响亮 . 如 果 说 
微分 为 这 个 新 学 科 吹 进 了 生命 的 气 恩 , 积分 则 可 以 说 是 给 了 它 灵 魂 . 只 有 在 懂得 了 
TAP RSMAS, 才能 证 明 诸如 解析 映射 的 无 穷 可 徽 性 这 样 一 些 基 本 事实 !? 

在 通常 的 微 积分 里 , |。 这 个 记号 的 含意 是 很 清楚 的 . 然而 , 如 果 我 们 想 把 它 推 


广 到 C, 立即 就 可 看 到 这 里 需要 一 种 新 思想 , 问题 在 于 如 何 由 a 走 到 b? 在 及 中 只 
有 一 个 途径 , 但 是 现在 a Ab 都 是 平面 上 的 点 , 所 以 必须 指定 一 条 道路 ( 称 为 回路 ) 
以 便 “ 沿 此 回路 积分 *. 这 样 就 很 自然 地 会 问 : 积分 之 值 是 否 依 赖 于 回路 的 选择 . 

一 般 说 来 , 积分 之 值 会 依赖 于 路 径 的 选择 . 例如 , 我 们 马上 就 会 遇 到 一 个 复 映 
射 的 积分 , 如 果 在 一 个 回路 上 计算 它 的 值 , 就 会 得 出 这 个 回路 所 围 区 域 的 面积 一 - 
面积 之 值 对 回路 的 依赖 可 谓 恶名 昭著 . 应 该 从 一 开始 就 说 清楚 , 微分 只 是 对 于 一 类 
严格 局 限 的 解析 函数 集合 才 有 意义 , 积分 却 不 是 这 样 . 事实 上 , 我 们 上 面 讲 的 例子 
就 涉及 非 解析 函数 的 积分 . 

本 章 的 主要 目的 (超越 了 仅仅 是 建立 积分 学 ) 就 是 去 发 现 积分 之 值 不 依赖 于 回 
路 选择 的 条 件 . 这 种 结果 之 一 是 实 分 析 中 微 积 分 基本 定理 的 类 比 , 出 于 对 实 分 析 这 
一 学 科 的 尊重 , 在 复 分 析 中 这 个 类 比 也 沿用 了 这 个 名 称 ， 然 而, 在 复 领域 中 , 这 却 
用 语 不 当 , 因为 在 复 分 析 中 存在 一 个 更 深刻 而 且 在 实数 世界 中 没有 对 应 的 基本 的 结 
R, RAMS LE. 

正如 我 们 曾 说 过 的 那样 , 对 非 解析 函数 作 积分 不 仅 是 可 能 的 , 有 时 还 是 有 用 的 . 
然而 , 不 应 该 感到 吃惊 的 是 , 如 果 和 集中 于 解析 映射 的 积分 , 就 会 产生 新 现象. 柯 西 定 
理 是 这 些 新 现象 的 本 质 . 这 个 定理 本 质 上 就 是 说 , 只 要 被 积 的 映射 在 这 两 条 回路 之 


D 自 20 世纪 60 年 代 以 来 , HFE (G. T. Whyburn ) 等 人 开创 性 的 工作 ， 已 经 可 以 不 用 积分 也 
能 做 这 些 事 了 . Py RA eS i TR ee. 
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间 的 区 域 中 处 处 都 是 解析 的 , 这 两 个 由 a 到 b 的 积分 就 是 一 致 的 , 即 其 值 相同 . 这 
门 学 科 的 几乎 所 有 的 基本 结果 (包括 有 些 已 经 讲 过 的 ) 都 是 从 这 个 聚宝 盆 里 出 来 的 . 


8.2 实 积 分 


8.2.1 RBA 


和 处 理 微分 一 样 , 我 们 现在 也 从 比较 熟知 的 实 函数 积分 的 概念 开始 . 这 个 过 程 
的 历史 根源 , 以 及 使 之 可 视 化 的 主要 手段 , 都 是 计算 函数 图 像 下 的 面积 问题 . 

我 们 先 用 矩形 来 逼近 所 求 面 积 . MA 8-1, 先 把 积分 区 间 分 成 n 个 线段 Ai( 用 
FIRELE, 其 长 度 也 用 A 来 表示 ), 从 每 个 线段 中 随机 地 取 一 点 zi, 并 以 函数 在 
此 点 上 方 的 高 度 f(z) 作 此 矩形 的 高 . 于 是 每 个 矩形 的 面积 就 是 f(zi)Ai, 而 f F 
方 的 面积 的 总 的 矩形 逼近 值 就 是 


R= 2, HEALY (8.1) 


ROMA Sf. 最 后 , 要 求 n 趋 于 无 穷 而 Ai 同时 趋 于 零 , 就 得 到 所 求 的 面积 . 


fr y= f(z) 


图 8-1 


在 图 8-1 中 , 我 们 可 以 不 用 关心 对 于 zx 的 准确 选取 , 因为 我 们 盯 着 的 是 这 个 最 
终 的 求 极限 过 程 . 当 每 个 Ai 收缩 时 ,zi 的 选择 余地 也 就 越 来 越 小 , ri 的 不 同 选 取 
方法 对 矩形 面积 的 影响 也 趋 于 消失 . 但 是 如 果 我 们 不 愿意 或 者 不 能 够 实现 这 个 极限 
WE, 则 在 选取 z; 上 就 没有 那么 大 方 了 . 

你 可 能 还 模 模糊 糊 地 记得 哪 位 教授 以 前 对 你 讲 过 (8.1), 甚至 说 不 定 你 还 自己 
用 这 个 方法 计算 过 几 个 例子 . 但 是 , 一 旦 注意 上 了 微 积分 的 基本 定理 , 肯定 就 会 很 
Rigid TRH. 如 果 要 求 zt 的 积分 , 既然 已 经 知道 那个 微分 以 后 等 于 ot 的 函数 就 


是 #25, 又 何必 费心 去 计算 某 个 很 复杂 的 级 数 的 极限 呢 ? 


基本 定理 是 一 个 奇妙 的 东西 , 但 是 必须 记 住 , 很 多 很 普通 的 函数 就 是 不 具有 可 
以 用 初等 函数 表示 的 原 函 数 (或 称 反 导数 ). 举 一 个 简单 例子 , 统计 学 中 的 正 态 分 布 
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就 要 用 到 曲线 e-* 下 的 面积 , 但 是 只 能 数值 地 计算 它 , 说 不 定 就 是 用 黎 曼 和 来 计 
算 ， 

在 用 (8.1) 作 数 值 计算 时 , 哪怕 是 求 一 个 面积 , 只 要 是 要 求 完 全 的 精确 性 , 就 要 
花 无 限时 间 . 因此 , 在 求 lim RAY, 重要 的 是 只 用 有 限 的 n 值 也 能 得 到 好 的 近似 . 
有 好 几 个 这 样 的 方法 , 其 中 较为 人 们 熟知 的 有 辛 普 孙 ”法 则 和 禄 形 法 则 . 因为 后 者 
更 容易 推广 到 复 域 , 我 们 就 来 复习 它 . 


8.2.2 ”梯形 法 则 


CEN, 我 们 现在 用 梯形 而 不 是 矩形 来 逼近 面积 . 为 方便 起 见 , 取 所 有 的 A; 
均 有 相同 长 度 , 虽然 这 并 非 完全 必要 . 见 图 8-2, 从 图 上 就 可 以 清楚 地 看 到 , 不 太 大 
的 ni 就 可 以 给 出 相当 精确 的 估计 . 因为 图 8-2 的 形状 和 图 8-1 不 同 , 相应 的 梯形 公 
式 (我 们 不 打算 把 它 号 出 来 ) 与 (8.1) 类 型 也 大 不 相同 . 然而 , 如 果 我 们 打算 继续 使 
用 (8.1), 也 不 难 找到 一 个 黎 曼 和 紧 紧 地 模仿 梯形 和 , 从 而 保持 梯形 和 的 精度 . 


梯形 法 则 


图 8-2 
首先 注意 图 8-2 上 画 有 阴影 的 梯形 估计 与 图 8-3 的 矩形 估计 是 完全 一 样 的 , 在 
图 8-3 中 的 年 形 高 取 为 Ai 的 中 点 处 的 弦 的 高 度 . 然后 , 为 了 恢复 到 黎 曼 和 , 我 们 
又 把 纺 的 高 度 代 以 在 那个 中 点 处 曲线 的 高 度 . 见 图 8-4. 换言之 , 只 要 取 Ti 为 Ai 的 中 
点 ; 就 能 对 不 太 大 的 ”得 到 一 个 袭 曼 和 (8.1) 而 给 出 积分 的 精确 估计 , 我 们 将 称 这 


梯形 法 则 


图 8-3 


() Thomas Simpson, 1701---1761, RBS. 一 一 译 者 注 
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个 黎 曙 和 为 中 点 黎 曼 和 , 记 作 Ru. 


中 点 黎 曙 和 


8.2.3 ”误差 的 几何 估计 


我 们 在 上 面 介绍 过 , FE (8.1) 中 取 中 点 将 得 出 精确 的 估计 , 但 是 要 多 精确 才 
算是 “精确 的 估计 ” 呢 ? 首先 我 们 重新 考虑 随机 选取 2; 的 情况 并 设 所 有 Ai 均 有 
相同 长 度 A. 重新 考虑 图 8-1 就 会 发 现 , 在 每 个 Ai 上 的 真正 面积 与 近似 矩形 面积 
之 差 应 为 A? 数量 级 . 因为 矩形 总 数 为 1/A 数量 级 , 所 以 总 误差 是 A 数量 级 , 这 
样 , 如 果 上 面 说 的 nm 在 增加 , A 在 缩小 , 总 误差 最 终 会 消失 . 我 们 现在 要 证 明 , 若 采 
用 Rw 或 与 它 几 平等 价 的 梯形 法 则 , 会 产生 小 得 多 的 总 误差 -一 事实 上 , 这 个 误 
差 按 A 的 平方 那样 消失 . 

关于 误差 衰减 的 标准 结果 可 以 在 许多 高 等 微 积分 书 里 找到 , 我 们 不 来 重复 这 些 
标准 的 计算 , 而 是 给 出 一 个 新 奇 的 几何 处 理 .了 图 8-5a 画 了 在 Rw 中 所 用 的 一 个 小 
矩形 的 顶部 的 放大 图 . HERH TE 8-2 的 梯形 的 斜 边 , 即 纺 AB, 以 及 图 8-4 中 的 
Ru 的 一 个 矩形 的 顶 即 虚 线 DC, 注意 ABS DG 的 中 点 P 5 QC 怡 好 位 于 Rw 中 
所 用 的 点 zi 的 上 方 . 


图 8-5 


可 视 地 来 看 , 很 容易 把 AD 下面 的 面积 [梯形 法 则 中 使 用 ] 与 曲线 下 面 的 面积 


QD 如 果 说 本 书 的 许 雪 论证 是 受到 了 沾 顿 在 二 原理》 一 书 中 的 思维 方式 的 向 发 ， 这 里 则 是 一 个 非常 接近 
AEC EE EA. 
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加 以 比较 , 但 是 要 把 DC 下 的 面积 [Rw 法 则 中 使 用 与 曲线 下 面 的 面积 加 以 比较 
就 不 能 那么 说 了 . 但 是 着 把 DC 绕 P 转 一 下 (保持 端点 仍 在 垂直 边 上 ). 直到 它 变 
为 过 P 的 切线 DC Auk, 其 下 方 的 面积 是 不 会 变 的 [为 什么 ?1. 所 以 我 们 可 以 自由 
地 把 Ru 的 每 一 项 都 看 成 PC 那样 的 切线 下 的 面积 . 现在 就 清楚 了 , 真正 的 面积 值 
位 于 ABR DC 下 的 两 个 面积 之 间 , 所 以 用 梯形 法 则 和 Ry 法 则 所 引入 的 误差 不 
会 超过 小 四 边 形 ABCD 的 面积 (PQ). AAS). 为 了 求 出 ABCD 的 面积 , 我 们 将 
要 应 用 图 8-5b 中 所 示 的 圆周 的 初等 性 质 : SH POR RE ZA O RH, PQ .QR 
之 值 不 变 . 

在 一 段 充 分 小 的 曲线 上 , 任意 一 段 曲 线 可 以 和 和 它 的 切线 互 换 , 然而 , 在 稍 大 一 些 
曲线 段 上 (或 者 当 我 们 想 有 较 大 的 精度 时 ), 我 们 就 应 该 把 一 段 曲线 用 其 曲率 国 ( 就 
是 与 该 曲线 在 所 讨论 的 点 上 有 相同 曲率 « 的 圆周 ) 的 一 段 来 代替 . 在 图 8-6 中 , 我 
们 就 画 出 了 在 P 点 的 一 段 曲线 以 及 P 点 处 的 曲率 圈 . 上 面 的 结果 告诉 我 们 

PQ- QR = (AQY. (8.2) 
4 A 收缩 为 P AR, (AQ/DP) 与 (Q@R/PR) 均 赵 向 1, 所 以 在 这 个 极限 情况 下 可 
以 用 DP RE AQ, 用 PR 代替 OR. 但 车 在 P 点 的 切线 对 水 平方 向 的 颁 角 为 8( 于 
是 OP 与 垂直 方向 也 成 角 6), W DP = tset, PR = (2/n)cosd. 把 它们 代入 
(8.2) BD | i 
(4BCD 之 面积 ) = PQ A= (jsece) AŽ, (8.3) 
车 在 积分 区 间 (其 长 度 为 L) A, (Lesect 6) 之 最 大 值 为 M, 则 每 一 小 段 A 上 的 误 
HEPAT MA! 因为 一 共有 (LI/A) BR, ACR (LA) 个 这 样 的 误差 项 , 所 以 

总 误差 < (LM)A?, 


它 确实 以 我 们 所 说 的 方式 消逝 , | 现在 请 看 习题 1. 


pr oe 
a Toe 
-a 


8.3 复 积 分 339 


因为 由 Rw 和 由 梯形 法 则 引出 的 误差 有 相同 数量 级 , 在 推广 到 复 域 时 我 们 将 
不 去 区 分 二 者 ， 讲 完了 这 一 点 , 还 有 一 点 有 关 教 学 的 奇怪 的 事 仍 需 提 一 下 ， 从 图 
8-5a 可 以 清楚 地 看 到 , 曲线 对 其 切线 的 偏离 其 实 小 于 对 其 弦 的 偏离 , 既然 Ru 与 梯 
形 法 则 产生 的 误差 有 相同 数量 级 , 那么 Ry 在 二 者 中 将 实际 给 出 更 精确 的 值 . 情况 
确实 如 此 , 而 事实 上 还 可 以 证 明 , 它们 的 精度 是 二 倍 的 关系 [见习 题 a]. 除了 精度 以 
Sh, Rw 怎么 说 也 比 梯 形 法 则 容易 记 容 易 用 .所 以 这 就 令 人 加 倍 地 迷惑 , 在 初等 微 
积分 课程 中 都 要 教 梯形 法 则 , 而 对 中 点 歼 曼 和 Ry MDB”. 


8.3 复 积 分 


8.3.1 REHM 


在 实 积分 情况 下 , 我 们 由 一 个 很 明确 的 几何 目标 开始 (“ 求 面 积 "! ), 然后 发 明 
了 积分 作为 达到 目的 的 手段 . 在 复 情况 下 , 我 们 则 把 这 个 过 程 颠倒 过 来 , 也 就 是 说 ， 
首先 “盲目 地 ”推广 实 积分 (通过 黎 晶 和 ), 只 是 到 后 来 才 问 一 下 自己 客 竟 创造 出 
HAT. 首先 , 在 本 章 , 我 们 将 找 出 一 种 方法 把 积分 “ 画 ” 成 单个 复数 ; 然后 在 第 
11 章 , 我 们 将 从 一 种 完全 不 同 的 观点 看 出 , 一 个 积分 的 实 部 和 虚 部 分 别 有 生 动 的 几 
何 (和 物理 ) 意义 . 如 果 想 要 事前 就 猜想 出 有 关 的 几何 实体 , 然后 再 去 发 明 复 积 分 
作为 找 出 这 些 几何 实体 的 合适 的 工具 , 这 就 需要 在 想象 力 方面 作 一 次 惊人 的 巨大 飞 
路 一 一 历史 上 没有 发 生 过 这 样 的 事 . 稍 想 一 下 就 会 发 现 , 在 微分 方面 情况 也 是 类 
似 的 , 那里 从 斜率 概念 开始 , 然后 经 过 一 个 在 开始 时 是 让 目的 外 推 过 程 , 最 终 得 到 
了 一 个 很 不 相同 的 【但 是 直观 性 并 不 稍 次 的 ) 伸 扭 的 思想 . 
考虑 图 8-7, 为 了 将 复 映射 fi) 从 a Bb RD, 我 们 需 指定 一 条 连接 两 点 的 曲 
线 并 沿 着 它 作 积分 . 这 条 曲线 ( 记 为 KK) 现在 就 起 积分 区 间 的 作用 , 而 如 图 8-1 一 
E, 我 们 将 它 分 为 小 段 Ai, 这 里 为 方便 起 见 , 设 它们 均 有 相同 长 度 . 这 里 与 图 81 的 
区 别 在 于 , 现在 这 些小 段 方向 并 不 一 致 , 为 了 构造 黎 曙 和 , 我们 在 KK 的 每 一 小 段 中 
取 z; SURE f(z A, 的 和 . 最 后 , 让 小 段 的 数目 增加 而 使 A; 越 来 越 紧 贴 着 
K, 这 时 黎 曼 和 将 趋向 一 极限 值 (只 要 映射 是 连续 的 ), 这 个 极限 值 就 是 复 积分 的 定 
X, 记 作 
| f(z)dz. 
K 


和 实 积 分 一 样 , 我 们 可 以 不 取 极 限 而 得 积分 的 精确 的 估计 , 只 要 取 zi 为 的 
各 小 段 的 中 点 , 而 不 是 随机 地 取 2;. 事实 上 , 在 图 8-7 中 我 们 就 是 这 样 做 的 . 我 们 再 
一 次 把 这 个 特别 准确 的 黎 曼 和 记 作 Ru. 

D 一 本 在 我 国 相当 流行 的 前 苏联 教材 : 斯 米尔 诺 夫 ,《 商 等 数学 教程 第 1 卷 第 3 章 就 讲 了 这 个 公式 . 


其 中 的 (44) 式 就 是 图 8-4 的 Ry. 不 过 在 那里 称 为 “切线 法 ", 而 且 没 有 如 本 书 那样 用 几何 方法 非 
常 漂亮 地 估计 其 误差 . 一 一 译 者 注 
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为 了 进而 理解 Ru 的 几何 意义 , 请 看 图 8-8. 图 上 画 出 了 K 在 映射 2 w= 
f(z) FAR, 特别 是 标 出 了 图 8-7 中 的 各 点 z 2H wy. Ru 中 相应 的 项 是 A, = 
wå, 我 们 把 它 看 作 是 wi “作用 于 * A: 所 得 的 问 量 , 即将 Ai 之 长 放大 lwi| 倍 并 族 
转 一 个 前 arg(wi). 


在 得 到 每 一 个 A 后 , 我 们 再 把 它们 首尾 相 接 地 联 起 来 如 图 8-9 所 示 ，Rw 之 
值 , 亦 即 积分 的 近似 值 , 就 是 连接 起 点 到 终点 的 复数 ”注意 , 因为 所 得 是 连接 二 点 
的 复数 (向 量 ), 所 以 原点 取 在 哪里 并 无 关系 . 

8-9 本 来 是 用 于 传递 一 般 思想 的 , 事实 上 它 却 成 了 相应 于 图 8-7 和 图 8-8 的 
特定 Rw 的 忠实 的 估计 , 你 会 逐渐 地 相信 这 一 操 的 . 做 到 这 一 点 的 最 容易 的 办 法 可 
能 是 集中 注意 Ai 的 长 度 而 把 角度 分 开 考 虑 . 4 w 画 出 图 8-8 中 的 象 曲 线 时 , A, 的 
长 度 会 逐渐 消逝 , 这 就 使 图 8-9 中 相应 的 A; 也 收缩 . 类 似 地 , w 的 辐 角 的 增加 则 使 
A, 发 生 越 来 越 大 的 旋转 . 


D 伟 去 的 物理 学 家 狼 曼 用 一 个 类 羽 的 图 来 解释 他 的 最 子 力 学 , 即 司 用 “路 径 积分 ",， 它 也 是 复 的 , 虽然 
它 与 回路 积分 不 同 . 见 Feynman[1985]. 
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H $ 


hrs Ry= 


8.3.2 ”一 个 可 视 化 技巧 


选取 A, 具有 相等 长 度 虽 然 不 是 严格 必要 的 , 但 它 的 好 处 大 概 是 很 清楚 的 ; A， 
的 长 度 一 定 正比 于 wl, 所 以 用 肉眼 来 追踪 |Ai| 的 演化 也 非 难事 . 但 另 一 方面 , 想 
要 可 视 地 追踪 入 ; 辐 角 的 演化 就 不 那么 容易 了 . 

当 在 图 8-7 中 沿 A, 运动 时 , RIER ERAS. 图 8-7 中 画 出 了 一 个 典型 
HAS, 其 转角 为 办. MARZA Rw 在 相应 的 急 弯 处 的 转角 di 是 什么 ? 举例 来 
说 , 如 果 wp 与 wi 指向 相同 方向 , W Aw 与 Ai 各 受 复数 wi. 与 wi 所 施加 的 
旋转 是 同样 的 , SSA teh Ai 到 Ai; 的 旋转 角 g 与 图 8-7 中 由 Ai 到 Ai 
的 旋转 骨 #; 是 一 样 的 . 更 一 般 地 , 如 果 由 wi 到 wga 的 转角 是 m, 则 


$i = bi + (8.4) 


这 个 简单 的 观察 就 减少 了 把 Rw 可 视 化 的 困难 . 现在 再 没有 必要 去 看 每 个 w 
的 辐 衣 (它们 可 能 很 大 而 且 难 以 目测 ), 然后 再 试 着 去 想象 旋转 以 后 的 A 的 方向 . 事 
实 上 , 我 们 只 需 这 样 做 一 次 , 找到 Al, 使 Ry 在 一 开始 就 有 一 个 正确 的 初始 方向 . 
然后 下 一 个 A 只 要 对 前 一 个 A 转 一 个 由 就 行 了 . 利用 (8.4) 式 , 这 些 6, 很 容易 目 
测 . 

我 们 就 图 8-7 与 图 8-8 所 给 的 具体 例子 , 把 这 个 做 法 慢 慢 地 详细 讲 一 讲 . 在 图 
8-9 中 我 们 先 把 A;( 其 辐 角 为 8) 再 转 一 个 角 a( 即 wi 的 辐 角 ), 得 出 A, 的 辐 角 为 
a 十 2( 见 图 8-9). 以 后 只 需 用 (8.4) 就 可 以 作出 Ry 的 其 余 各 项 . 为 了 作出 下 一 个 
A, 例如 As, 只 需 知道 A. 是 由 A, 转 过 一 个 角 四 =o tn 而 来 . 在 图 87 上 由 
Enf, 而 图 8-8 上 的 是 一 个 小 的 正 角 , 可 以 消去 加 的 一 部 分 而 在 Rw 中 生成 
一 个 转角 较 小 的 急 弯 . 在 作出 Ay 以 后 又 要 对 它 做 上 面 的 事例 如 os 为 正 , 对 它 
还 要 增加 一 个 n, 它 比 n 和 ro 大 约 要 大 两 倍 左右 , 这 样 就 得 到 了 各. 你 现在 来 作 
Rw 余下 的 各 项 , 应 该 比 以 前 作 得 更 细致 了 . 

虽然 上 面 的 思想 马上 就 可 以 证 明 在 理论 层面 上 很 有 价值 , 却 很 明显 不 太 实用 . 
但 在 第 11 章 里 我 们 会 用 一 个 完全 不 同 的 方法 得 到 使 复 积 分 可 视 化 的 另 一 个 不 那 必 
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费劲 的 方法 . 这 就 使 得 绝 大 多 数 教材 中 关于 复 积 分 没有 几何 解释 的 说 法 (它们 甚至 
认为 这 是 不 值 挂 谷 的 事 ! ) RANEH mE. 很 可 能 只 因为 这 种 说 法 被 重复 的 次 数 
KE, 人 们 就 认为 它 就 是 真 的 了 . 


8.3.3 ”一 个 有 用 的 不 等 式 
从 图 8-9 就 可 以 看 得 很 清楚 , 如 果 能 把 Ru 中 的 那些 急 弯 拉 直 , 它 就 会 变 得 更 
长 , 进一步 说 , 拉 直 了 后 Rw 之 长 就 是 |Ai| 之 和 , 这 样 
\Ras| & $ wil Ail 


而 等 号 当 且 仅 当 所 有 #; = 0 时 成 立 .? 若 令 M AAs 中 的 象 曲线 离 原 点 的 最 大 
EN, 就 有 
[Rul < MY JA. 


但 右 方 的 和 正 是 K 的 折线 还 近 的 长 度 , 所 以 不 会 超过 KK 的 真实 长 度 . 取 极 限 后 
Ru Æ T Ear, 得 到 


<M-(K2Z4Kf8). (8.5) 


| «f(a 


例如 , 设 f(z) = (1/2), K 为 圆周 |z| =r, W (8.5) BAT |f; Feadz] < (2n/r). 
这 特别 意味 着 lim Jr f(z)dz = 0. 这 是 (8.5) 的 一 个 典型 的 (虽然 有 些 简单 化 ) 用 
处 : 一 个 很 常见 的 事 是 希望 证 明 当 KK 在 某 一 族 曲线 (例如 半径 渐 增 的 一 族 圆周 ) 中 
演化 时 , K 上 的 积分 最 终 会 消失 . (8.5) 表明 , 只 要 证 明 K 上 的 f(z) 的 最 大 模 衰减 
得 比 K 之 长 度 的 增加 更 快 就 行 了 . 


8.3.4 积分 法 则 


因为 复 积分 是 以 与 实 积分 完全 的 类 似 的 方式 定义 的 , 所 以 从 实 积分 中 继承 了 许 
多 性 质 , 下 面 列举 一 些 实 积分 和 复 积分 共有 的 性 质 : 


| ef(z)dz = el Flejdz, 
| va+salaz=| 7Gaz+r| oadz 
| f(zjdz = it flzjdz+ I flz)dz, 
| ie | aid 


D 第 11 APERE DOAA T ARREA T SS a EA REE ae. 
见 第 11 BSB 6. 
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wE LEM K 的 终点 开始 的 ( 见 图 8-10a), 则 沿 KK 十 上 Roa K A 


分 , 再 继续 沿 L 积分 , 所 以 得 到 的 总 的 积分 自然 是 两 段 分别 积 分 之 和 . 注意 , 回路 
是 允许 打 结 的 , 事实 上 , 回路 的 定义 只 要 求 这 种 打 结 之 处 不 会 有 无 限 多 个 . 


ae a, 
eI a hs 
Rea ae Pe r 
E A ee 
K fete F tou 

Agree: 

geting 

D aLi 

4 

lac 

is 


_K, 
la] / [b] 


图 8-10 


第 4 个 法 则 类 似 于 在 实 积分 对 换 积 分 限 , -K 按 定义 仍然 是 K, 但 是 要 依 与 K 
相反 的 方 问 运行 ( 见 图 8-10b). 

不 管 你 对 实 微 积 分 中 的 这 些 法 则 多 么 熟悉 , 也 不 管 它们 在 复 域 中 的 推广 对 于 
你 是 多 人 么 容易 , 我 们 还 是 要 请 你 对 每 一 个 结果 都 重新 单个 地 结识 一 番 , 最 好 是 用 图 
8-7, 图 88 和 图 8-9 那样 的 图 形 来 做 . 

回想 一 下 , 我 们 在 本 章 的 引言 中 已 指出 , 我 们 的 目的 是 发 现 积分 与 积分 路 径 的 
选择 无 关 的 条 件 , 而 这 个 路 径 一 定 是 连接 平面 上 两 点 的 曲线 . 后 两 条 法 则 可 以 用 来 
把 这 个 问题 重 写 为 更 干净 利落 的 形式 . 设 图 8-10c 中 的 两 条 路 径 K 与 KK 都 给 出 相 
等 的 由 a 到 6b 的 积分 值 . 于 是 有 


js | Heian I. Po | f(z)dz + |. fide = - Pa, 
所 以 , 两 个 积分 的 相等 就 化 为 此 积分 在 闭环 路 (KK - K) = (K 后 面 接着 - K) 上 的 
积分 为 0. 反 过 来 , 如 果 在 过 a , b 两 点 的 所 有 闭环 路 上 积分 都 为 0, 则 在 所 有 由 a 
到 的 曲线 上 , 此 积分 都 取 相 同 的 值 . 简 而 言 之 , 积分 对 路 径 的 无 美 性 等 价 于 闭环 
路 上 的 积分 为 0. 整个 复 分 析 的 核心 就 是 这 个 现 铺 与 解析 性 的 联系 . 柯 西 定理 就 是 
认识 到 环 路 上 的 积分 为 零 正 是 映射 的 一 个 局 部 性 质 的 非 局 部 表现 , 这 个 局 部 性 质 就 
是 此 映射 在 环 路 内 的 每 一 点 处 都 是 一 个 伸 扭 . 
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8.4.1 — PES 


复 分 析 中 一 个 最 重要 的 积分 可 能 就 是 复 反 演 映 射 z 1/2 的 积分 . AAT 
包含 的 真理 只 会 逐渐 地 显现 , 这 就 是 我 们 在 这 个 特例 上 不 惜 花费 大 量 精力 的 理由 . 

我 们 先 从 最 简单 的 情况 开始 , 即 积 分 路 径 KK 是 以 原点 为 中 心 、 以 A 为 半径 的 
一 段 圆 弧 的 情况 ( 见 图 8-11a). 在 和 图 8-7 中 一 样 , 我 们 把 这 条 路 径 分 成 许多 长 度 


344 PSE 复 积 分 : 柯 西 定 理 


相等 的 小 段 (最 终 是 无 穷 小 段 1， 显 然 所 有 转角 内 都 是 相等 的 , 用 oo 记 此 公共 值 . 
因为 每 一 段 在 原点 处 所 张 的 角 也 是 ġ, 所 以 |A| = Ad. 当 z 绕 此 圆周 旋转 时 , HS 
w= 1/z 将 绕 一 个 半径 为 1/4 的 圆周 反 向 旋转 (图 811b), 所 以 w 把 每 一 个 A 都 
缩 为 长 度 为 由 的 从. 


fey; 


S 


图 8-11 


AA A, 与 wi 最 终 分 别 为 垂直 的 向 量 与 水 平 的 向 量 , 即 为 纯 虚 的 复数 和 实 的 
复数 , 所 以 Ry (AMA 8-lic 的 原点 开始 来 画 它 ) 开始 时 是 朝 着 垂直 方向 进行 
的 , 即 Ai = wA 是 一 个 实数 1/4 RVR Ao 而 为 id. 但 是 现在 我 们 看 到 
7T= 一 由 所 以 由 = 由 + 一 0. M Ry RSF, 它 一 直 沿 虚 轴 方向 上 行 *, 这 样 不 管 
半径 多 各 大 , 积分 总 等 于 > 在 所 EAA y A i, 即 iw. 请 你 自己 验证 , H+ 
K 是 从 圆周 上 随机 地 取 的 一 个 点 开始 , 而 不 是 从 圆周 与 实 轴 的 交点 开始 , 这 个 结果 
依然 正确 . 

特别 是 , 也 是 关键 性 重要 的 情况 , 是 : 一 直 绕 着 圆周 转 而 成 一 个 闭环 路 的 情况 . 
这 时 积分 值 为 2ri. 警觉 的 读者 立即 会 为 此 而 烦恼 . 为 什么 ? 因为 表面 上 看 起 来 , 它 
是 打 了 柯 西 定理 一 耳光 . 我 们 前 面 已 用 几何 方法 证 明了 复 反 演 是 解析 映射 , 那么 它 
在 环 路 上 的 积分 怎么 会 不 为 零 呢 ?! 答案 在 于 柯 西 定理 要 求 此 映射 在 环 路 之 内 处 处 
解析 . 但 是 我 们 的 环 路 内 含有 原点 , 而 复 反 演 的 解析 性 正 是 在 这 里 遭 到 了 破坏 . 


8.4.2 一般 环 路 


上 面 的 讨论 不 仅 解释 了 为 什么 我 们 的 环 路 积分 不 为 0, 还 使 我 们 预期 , 若 环 路 
不 包含 原点 , 则 积分 将 为 0. 我 们 要 证 明确 实 如 此 , 由 此 更 增加 了 我 们 对 柯 西 定理 的 
信任 . 


D 我 们 在 这 里 使 用 了 转角 的 概念 是 为 了 以 后 能 直接 推广 到 = WHER, 在 日 前 其 实 是 不 需要 它 的 . 在 
圆周 上 和 角 8 处 的 态 ; 的 方向 与 垂直 方向 成 角 6, 所 以 w 又 把 它 转 回 到 垂直 方向 上 来 . 
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我 们 之 所 以 能 很 容易 地 就 算出 了 图 8-11 的 积分 , 是 由 于 所 有 的 A 都 与 ;下 
变 , 因而 总 是 切 向 的 . 图 8-12a 则 画 出 了 一 个 更 典型 的 A, 它 除 了 切 向 分 量 以 外 还 
有 径 向 分 量 . 你 会 看 到 , A 可 以 分 解 为 一 个 切 癌 分 量 rdb, 它 与 垂直 方向 ( 虚 轴 方 
向 ) 所 成 的 衣 是 9, 还 有 一 个 与 切 向 分 量 正 交 的 径 向 分 量 dr. 要 想得到 Ry 中 相应 
的 ALE 8-12b) 我 们 要 用 v ER, 即 把 切 向 与 径 向 分 量 都 用 w 分 别 去 乘 , 因而 它 
们 的 方向 都 要 旋转 一 个 角 -4 = are, 从 而 切 向 分 量变 到 垂直 方向 上 , 径 向 分 量变 
到 水 平方 向 , 而 其 长 度 则 分 成 了 de 和 (dr/r). 


(Ave ER) 


图 8-12 


现在 看 一 下 , 如 果 对 于 如 工 那样 的 闭环 路 (图 8-13a) 把 所 有 的 A 都 联 起 来 会 
发 生 什 么 事 , 但 现在 工 不 包围 原点 . 为 了 完成 这 件 事 我 们 要 舍弃 前 面 把 所 有 A 都 
选 为 相同 长 度 的 作法 , 而 像 图 8-13a 所 示 , 画 了 很 稠密 然而 均匀 分 布 的 以 原点 为 中 
心 的 同心 圆 族 (MR). 考虑 图 8-13a 中 夹 在 两 个 相 邻 的 同心 圆周 之 间 的 一 对 A; 
和 A. 由 于 了 工 是 一 个 闭环 路 , A 总 是 这 样 成 对 出 现 的 . 因为 如 果 工 是 从 某 个 虚 
线 圆周 的 内 域 通 向 外 域 的 ,， 它 就 必定 要 按 反 方向 重新 越过 这 个 虚线 圆周 回 到 内 域 
来 , 这 样 才能 与 它 自己 接 起 来 ， 当然 工 会 绕 过 这 些 虚 线 圆周 多 次 出 出 进 进 【例如 
a,a*;b,b*;c,c* 都 是 成 对 的 交点 ), 要 点 在 于 这 些 进 出 穿越 必然 是 成 对 反 轴 的 . 

我 们 在 图 8-13b 上 看 见 了 这 样 作对 Rw 产生 了 什么 后 果 . 由 图 8-12b 已 经 看 得 
很 清楚 , 对 于 这 样 一 对 Ai 与 Ak, 其 水 平分 量 将 互相 抵消 .因为 我 们 已 经 看 到 , 每 
一 个 和 都 各 属于 自己 的 这 样 一 对 A, 与 Ak, 所 以 对 于 和 任 一 个 闭环 路 ， Ru 没有 水 平 
分 量 , 而 不 论 原点 是 否 被 环 路 所 围 . 从 图 8-12b 还 看 到 , 垂直 的 黎 曼 和 的 高 度 可 以 由 
组 成 它 的 那些 A 所 张 的 (有 符号 ) 角度 dg 相 加 而 得 . 对 于 如 图 8-13a 那样 的 不 包 
围 原点 的 环 路 , 这 些 角 度 之 和 为 零 : 当 z 沿 工 运 动 时 , z he 只 是 在 摆动 而 不 
会 绕 过 完整 的 一 周 . 所 以 , 如 图 8-13b 所 示 , Ry 最 终 还 是 封闭 起 来 了 另 一 方面 ， 
如 果 我 们 把 L 平移 到 一 个 使 它 能 包围 原点 的 位 置 , > 就 可 以 旋转 完整 的 一 周 , 而 图 
8-13b 就 变 成 了 图 8-13c. 


OWE 三 有 一 部 分 与 此 族 中 某 一 个 圆 强 重 合 , EPEAT, 但 是 即使 改 生 了 这 样 的 事 也 宙 有 区 
系 , 因为 我 们 已 经 知道 这 一 部 分 的 积分 等 于 ip. 
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8.4.3 MAN 


现在 总 结 一 下 ， 如 果 一 个 闭环 路 不 包围 原点 , 则 复 反 演 映射 在 其 内 处 处 解析 ， 
这 时 积分 按照 柯 西 定理 规 规矩 矩 地 变 成 零 . 如 果 包 围 原点 在 内 , 则 柯 西 定理 不 再 要 
求 积 分 变 成 零 : 因为 被 包围 的 区 域 中 有 一 个 点 (原点 ) 使 得 复 反 演 映 射 在 那里 不 是 
解析 的 . 其 实 我 们 已 经 看 到 对 于 以 原点 为 中 心 的 圆周 , 答案 不 是 零 而 是 oni. 此 外 . 
一 般 的 研究 还 揭示 出 , 如 果 我 们 用 了 椭圆 形 环 上 路 , 甚至 正方 形 环 路 , 答案 也 完全 一 
样 . 因为 如 果 我 们 把 圆周 扭曲 成 这 种 比较 一 般 的 形状 , 对 于 Rw 的 影响 上 只 不 过 是 : 
ESE ACH PEATE PAE FEB 2xi, 如 图 8-13: 所 示 , 而 不 是 如 图 8-11e 
那样 笔直 走 到 2xi. 


我 们 看 见 , 真正 起 作用 的 并 不 是 环 路 的 形状 , 而 是 它 对 于 原点 的 环绕 数 . 所 以 
可 以 把 我 们 的 发 现 干 干净 净 地 概括 如 下 : 若 工 是 任意 闭环 路 , 则 


> -da = 2niv(L , 0}, (8.6) 


积分 号 上 加 一 个 圆圈 是 用 以 提醒 , 我 们 是 在 一 个 闭 回 路 上 积分 (这 已 经 是 一 个 标准 
的 记号 了 ). 图 8-14( 请 注意 它 就 是 第 7 章 引 进 环绕 数 概念 时 用 的 图 7-1) 画 出 了 不 
同 的 环 路 以 及 在 每 一 个 环 路 上 (1/2) 的 积分 的 值 (在 图 7-1 上 则 是 注 明 了 环绕 数 之 
值 ). 最 后 请 注意 , (8.6) 可 以 很 容易 地 推广 如 下 [练习 |: 


p = a zdz = miv {L , p). (8.7) 
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图 8-14 


8.5 tt $E $} 


8.5.1 引言 


在 本 章 引言 中 我 们 强调 了 积分 对 任意 连续 复 映射 都 有 意义 , 而 不 论 它 是 否 解析 
的 . 然而 , 相对 不 甚 规矩 的 非 解析 的 函数 之 积分 , 行为 就 不 如 其 解析 对 手 那样 可 以 
预测 了 . 特别 是 , 柯 西 定理 在 此 没有 裁判 权 , 我 们 也 就 没有 理由 期 望 积分 对 路 径 的 
无 关 性 , 或 者 用 与 此 等 价 的 说 法 , 没有 闭路 上 积分 为 零 的 性 质 . 作为 这 一 类 性 态 的 
例子 , 我 们 马上 就 来 证 明 , 非 解析 的 共 斩 上 映射 2 一 三 在 环 路 上 的 积分 将 给 出 此 环 路 
所 围 区 域 的 面积 . 暂时 先 承认 这 个 结果 , 我 们 用 和 (1/2) 两 个 例子 来 详细 说 明 非 
解析 情况 与 解析 情况 的 区 判 . 

在 解析 情况 下 , 只 要 2 = 0 这 个 特殊 的 点 没有 被 包 合 在 环 路 内 , 环 路 上 的 积分 
必 为 零 . 甚至 在 (1/z) 的 积分 不 为 零 时 , 它 可 能 取 的 值 仍 以 Ini 为 单位 而 干净 利落 
地 量子 化 ; 环 路 每 包围 这 个 特殊 的 点 z = 0 一 次 , 积分 值 就 增加 一 个 单位 ， 我 们 
后 面 会 看 到 , 这 种 性 态 是 很 典型 的 , 虽然 一 个 比较 普遍 的 映射 可 以 有 多 个 特殊 的 点 
(在 那里 解析 性 遭 到 破 环 ) 散布 在 平面 上 , 积分 仍然 对 于 环 路 的 准确 形状 不 敏感 . 只 
要 没有 这 种 特殊 的 点 被 围 在 环 路 内 , 积分 就 会 为 零 . 然而 , 车 有 几 个 这 样 的 反 被 围 
起 来 了 , 则 各 自 对 积分 作出 不 一 定 相同 的 贡献 (一 般 不 是 Ori), 每 包围 一 次 就 得 到 
一 个 单位 的 贡献 , 积分 的 值 正 是 这 些 离散 的 贡献 之 和 . 

非 解析 的 例子 则 完全 不 同 . 环 路 所 围 区 域 的 面积 几乎 从 不 为 零 (z 的 积分 也 就 
如 此 ). 进而 言 之 , 积分 之 值 不 再 是 由 稳定 的 拓扑 性 质 所 决定 的 , 其 对 环 路 的 详尽 的 
几何 形状 是 敏感 的 . 最 后 , 积分 之 值 也 没有 优雅 地 量子 化 , 而 随 着 环 路 形状 的 改变 
会 连续 地 变化 . 


8.5.2 用 面积 来 解释 


现在 我 们 来 验证 一 下 z 的 积分 的 面积 解释 . 回忆 一 下 , 我 们 在 第 1 章 就 讲 过 
Im(ab) 就 是 由 a M b 所 张 成 的 三 角形 面积 的 2 倍 . 当 z 绕 图 8-15a 中 的 环 路 上 运 
行 时 , 设想 它 所 扫 过 的 面积 可 以 像 图 8-15 上 那样 分 解 为 三 角形 的 元 素 . 于 是 , 因为 
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zz = |? 为 实数 , 则 有 
2( 面 积 元 素 ) = Im[{z + A) = Im(zA). 
把 这 些 和 面积 元 素 加 起 来 , 我 们 就 得 到 相应 于 z 的 积分 的 黎 曙 和 的 虚 部 . 这 样 我 们 就 
得 出 结论 
mf zdz = 2[ 上 所 包围 的 面积 }. 
L 


[l] 


图 815 


如 果 注意 到 和 (1/2) 均 为 同方 向 的 点 (向量 ), 这 个 结果 还 可 以 进一步 简化 . 
由 此 可 知 , 可 以 作 一 个 类 似 于 图 8-12 的 图 , 唯一 的 区 别 在 于 , 在 图 8-12 中 为 了 得 到 
A 我 们 要 除 以 ", 而 现在 要 乘 以 ~ 所 以 由 图 8-12 而 来 的 推理 仍然 有 效 , 由 此 导出 
= 沿 闭 环 路 的 积分 为 纯 虚 数 . 这 样 


| zdz = 2i(L 所 围 的 面积 )， (8.8) 
IL 


现在 我 们 要 问 , 如 果 原 点 在 环 路 之 外 , 该 公式 将 如 何 改变 ? 图 8-15b 表明 有 一 
个 让 人 高 兴 的 答案 :“ 什 么 也 没有 了 ! ”要 点 在 于 积分 把 A 对 于 原点 所 张 的 有 符号 
的 面积 都 加 了 起 来 . 在 远 处 , A 是 让 x 沿 逆 时 什 方向 走 , 所 以 给 出 正 的 面积 元 素 ; 
但 是 在 近 处 : 沿 顺 时 针 方向 运动 , 给 出 负 的 面积 元 素 . 当 它们 相 加 时 , 位 于 回路 之 
外 的 面积 抵消 , 所 以 是 用 不 着 的 . 余下 的 恰好 是 被 围 着 的 面积 . 

作为 一 个 简单 的 例子 , 考虑 一 个 以 a 为 中 心 、 以 为 半径 的 圆周 C, 它 的 方程 
Ä r? = = 一 al2=(z 一 ofE- 本 .由 它 解 出 再 利用 (8.7) 即 可 得 出 


1 
+ zd: = a de +16 dz=O+r2ni 
C E i 


= — th 


= 2ifC 所 包围 的 面积 )， 


由 我 们 迄今 所 作 , 你 会 以 为 3 在 非 平凡 ! 即 没有 缩 为 一 点 ) 的 环 路 上 的 积分 不 
会 等 于 零 . 其 实 只 要 看 一 下 图 8-16a 上 8 字形 的 环 路 就 知道 这 种 想法 是 错误 的 . 这 
个 环 路 可 以 看 作 是 两 个 独立 的 环 路 之 并 , 上 一 个 环 路 是 依 正 向 绕 行 的 , 所 以 给 出 通 


SË 村 A # 349 


常 的 面积 Ay; 下 一 个 则 依 反 向 绕 行 , AA (— Ao), 即 通常 面积 的 负 值 . 所 以 积 
分 值 为 2i(41 一 Az), 如 果 环 路 是 对 称 的 , 则 积分 为 零 . 


8.5.3 一般 环 路 
为 了 把 这 个 例子 告 一 段落 , 我 们 想 解 释 一 下 环绕 数 的 概念 怎样 用 于 计算 更 复杂 
环 路 上 的 积分 ， 如 图 8-16b( 注 意 , 此 图 就 是 第 7 章 的 图 7-2) 那样 一 些 典型 的 环 路 
都 把 平面 分 成 若干 个 集合 D;, 而 在 第 7 章 中 我 们 定义 环 路 的 “内 ”就 是 那些 相应 
的 环绕 数 v, # 0 的 D, 组 成 的 , 而 其 余 的 D; 则 组 成 “外 ”, 我 们 现在 陈述 一 般 的 结 
R 请 细 想 一 下 是 否 为 真 : 
f zez= 2i 5 uA; (对 内 部 的 Dij 求 和 )， (8.9) 
L 


其 中 A, 表示 D 的 面积 . 例如 , 图 8-16b 的 环 路 工 给 出 + id: = N[2A + A). 本 
章 稍 后 再 来 解释 这 个 一 般 公式 (8.9). i 


8.6 > A 数 


8.6.1 ” 沿 圆 弧 的 积分 


既 已 懂得 了 (1/2) 的 积分 , 也 就 容易 懂得 其 他 每 的 积分 了 . 我 们 再 次 用 图 8-11 
的 方法 从 沿 圆 弧 五 的 积分 开始 . 我 们 将 得 到 的 结果 与 实 积分 的 结果 


B 
mt Ay — wes mrl amb} = 
| r™dr = ai {2 A a {m Æ —1) 


形式 完全 一 致 , 区 别 在 于 , 在 复 情况 下 我 们 可 以 真正 看 见 它 ! 

图 8-17a 中 是 与 图 8-11a 相 羽 的 回路 , 而 由 图 8-11b 变 到 图 8-17b 表示 从 复 反 
Aa REHE w = 2" 的 变化 . 图 8-17 的 主要 目的 是 传递 一 般 的 论证 , 但 是 如 果 
我 告诉 你 , 它 其 实 画 的 是 mm = 2 的 特例 , 你 就 会 更 好 地 理解 它 的 细节 . 


350 第 8 章 复 积分 : 柯 西 定理 


站 


[rm 二 1 太一 看 > 


图 &17 


4 z 沿 K 运动 时 , w 将 沿 半径 为 Am 的 象 圆周 运动 , 但 角速度 是 * 的 角速度 
A) m 倍 , 所 以 
[A| = A™ (Ag) = 4m+1d， 


Pii 


d=T+o=me+¢=(m+1)¢. 


因为 所 有 的 A 都 有 相同 的 长 度 和 转角 , 所 以 Ry 2—-PRMN SWI, 我 们 
把 它 的 圆心 放 在 图 8-17c 的 原点 上 . 我 们 现在 要 决定 这 段 圆 弧 所 对 的 圆心 角 , 还 有 
它 的 半径 . 

每 个 A 在 圆心 所 张 的 角 就 是 转角 由 亦 即 A 的 转角 的 (m + 1) 倍 , 这 样 


终点 的 辐 角 = (m+ l)y. 
还 有 , 者 用 p 表示 Ry 的 半径 , 则 由 图 8-17c 可 以 看 到 


= a Amt 
pe = (Al > p= 


m+1 
由 此 我 们 可 以 得 出 如 下 结论 : 
Ry = 党 点 -起 点 = [Am tony ~- Am] 


(8.10) 
A [Barr 一 Amtl] 
m+1 A 


它 正如 我 们 所 许诺 的 , 形式 上 与 实 的 结果 完全 一 样 . 希望 你 会 同意 ; 能 用 一 种 在 实 
情况 下 不 可 能 做 到 的 办 法 使 它 可 视 化 , 这 是 颇 为 引人入胜 的 . 


86 Æ 4 351 


我 们 上 面 说 了 , 图 8-17 画 的 其 实 是 m = 2 这 个 具体 情况 , 在 往 下 读 以 前 , 希望 
你 费心 略 述 一 个 其 他 情况 ; m = -2 可 能 是 有 趣 的 . 


8.6.2 ” 复 反 演 作为 极限 情况 * 


和 在 通 第 的 微 积分 中 一 样 , mm = -1 的 情况 ( 复 反 演 ) 是 很 独特 的 . 然而 , 把 这 
个 特殊 的 究 作 为 其 他 罕 的 极限 情况 , 我 们 就 可 理解 它 的 性 态 . AB Se 
支 略 微小 心 一 点 , 就 可 以 看 出 甚至 在 放松 m 为 整数 这 个 要 求 以 后 , 上 面 的 结果 仍 
然 是 成 立 的 . 当 om 逐渐 趋向 -1 时 , Rw 的 半径 p 就 会 增 大 , Rw HR RAG 
HH; 同时 A 的 长 就 趋向 由 所 以 当 m 趋向 -1 时 , 我 们 可 以 看 到 Rw 将 沿 虚 轴 笔 
直上 行 到 iy. 图 8-18 画 出 了 这 一 点 . 变动 着 的 有 量 n = m 十 1 量度 了 m 和 -1 ZB, 
所 以 在 此 图 上 以 n 作为 黎 曼 和 的 标志 是 很 好 的 . 


q= Í} 


n=.) Fi n= —0.1 


i es 


图 #18 


BSNL, 我 们 下 面 就 会 看 到 , 对 于 完整 的 图 形 环 路 , 复 反 演 与 所 有 
其 他 的 医 有 一 个 使 人 触目 的 基本 区 别 : Em A 一 1, 积分 会 变 成 雷 . 这 是 由 于 Ru 
将 绕 圆 周转 |n| WE [n < 0 时 按 顺 时 针 方向 转 , n > 0 时 按 道 时 针 方 向 转 ], 所 以 最 
后 回 到 了 起 点 . 


8.6.3 ”一 般 回路 和 形变 定理 


4 Alt, 我 们 只 是 在 4, B 两 点 由 一 个 简单 弧 ( 即 不 自 交 的 弧 ) 来 连接 的 情 
况 证 明了 (8.10), 但 事实 上 它 对 几乎 所 有 的 回路 都 是 真 的. 先 看 m > 0 的 情况 . Al 
为 zm 这 时 在 全 平面 上 解析 , 由 柯 西 定理 直接 可 得 所 有 连接 4,，B 两 点 的 回路 都 给 
积分 以 相同 的 值 . 然而 m <0 的 情况 就 比较 微妙 . 

正如 复 反 演 在 原点 破坏 了 解析 性 一 样 ，: 的 其 他 负 咽 也 都 如 此 .所 以 柯 西 定理 
只 能 保证 ， 当 这 两 条 连接 4 ,，B 两 点 的 路 径 合 起 来 并 未 包围 原点 时 , 积分 值 是 相同 
的 . 对 于 包围 原点 的 环 路 , 积分 值 并 不 为 0, 例如 在 27! 的 情况 积分 值 为 2ni. 

然而 , 直接 计算 可 知 , 对 于 z HRERS (E mm 4 -1), 绕 着 以 原点 为 中 


352 第 8 章 复 积分 : 柯 西 定理 


心 的 圆周 环 路 的 积分 确实 为 0, 尽管 这 不 是 柯 西 定理 所 要 求 的 ”我 们 现在 要 给 柯 
西 定理 一 个 新 形式 , 它 使 我 们 看 到 积分 变 成 0 并 不 是 来 自 环 路 具有 圆周 的 特殊 形 
状 带 来 的 侥幸 的 事情 . 


[a [bl 


图 819 


考虑 图 8-19a, 其 中 的 两 个 环 路 均 包 围 某 个 映射 的 奇 点 , 因此 柯 西 定理 并 未 要 
求 沿 J 或 工 的 积分 为 0. 然而 , 若 此 映射 在 两 环 路 之 间 的 阴影 区 域 中 为 解析 的 , 我 
们 可 以 证 明 这 两 个 积分 必 相 等 ， 首先 考虑 沿 工 之 积分 里 面 来 目 p,g 间 的 一 段 的 页 
献 . 设 我 们 对 这 一 段 稍 作 形变 使 之 成 为 连接 p,q 的 一 个 肿块 . 因为 映射 在 这 两 条 连 
接 p,q 的 路 径 所 围 的 区 域 中 解析 , 由 柯 西 定理 , 沿 这 两 条 路 径 的 积分 必 相 等 . 再 则 ， 
因为 工 的 其 余部 分 没有 变 , 所 以 沿 有 肿块 的 环 路 上 的 积分 = 港 没有 肿块 的 环 路 [ 即 
原来 的 L) 上 的 积分 . 现在 为 了 得 到 我 们 所 需要 的 结果 还 需 归 我 们 做 的 头 只 是 让 这 
个 肿块 长 大 而 且 形 变 (如 图 8-19b 所 示 ), 直到 LER J AE. 

关键 性 的 思想 就 是 : 


如 果 回 路 在 形变 中 只 扫 过 解析 点 , 则 积分 值 不 会 政变 . (8.11) 


我 们 将 称 这 个 结果 为 形变 定理 . 这 样 , MRC MAMA, 而 把 奇 点 想 
象 为 由 钉 在 平面 上 的 小 木 柱 【其 作用 是 挡住 橡皮 圈 的 运动 ) 不 管 这 条 橡皮 圈 变 成 
了 什么 形状 , 其 上 的 积分 之 值 总 是 相同 的 . 

我 们 马上 就 可 以 把 形变 定理 应 用 于 我 们 的 问题 . 因为 如 果 这 映射 是 2-! 以 外 
的 z Rh eee, 则 我 们 已 经 证 明了 的 事实 , 即 在 圆周 环 路 上 积分 为 0, 就 于 
会 了 ,只 要 这 个 圆周 在 形变 时 能 够 不 碰 到 原点 处 的 奇 点 , 则 在 它 能 变 成 的 一 切 环 路 
上 积分 都 为 0, 所以, 公式 (8.10) 甚至 对 负 整 数 血 也 是 与 路 径 无 关 的 . 

形变 定理 也 给 出 了 关于 复 反 演 映 射 在 一 般 环 路 上 的 积分 的 公式 (8.6) 的 一 个 简 
单 得 多 的 推导 . 设想 取 一 根 很 长 的 有 弹性 的 绳子 在 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆周 上 缠 v 
圈 , 然后 把 它 的 两 头 接 起 来 成 一 个 闭环 路 . 由 以 前 的 工作 可 知 2-! 在 其 上 的 积分 值 
为 miv. 但 是 形变 定理 说 , 不 论 些 样 使 这 条 绳子 形变 , 只 要 不 让 它 越过 原点 (TA) 
处 的 小 木 桩 , 积分 的 值 就 仍 是 2xiv. 但 是 堆 普 夫 软 射 度 定理 指出 , 它 能 够 变 成 的 环 
路 一 定 是 环绕 数 为 v 的 环 路 . 


© 我 们 将 在 第 11M (11.2.8 节 ) PRK RSH ol eee, 
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8.6.4 ”定理 的 进一步 推广 


我 们 的 “动态 ” 版 本 的 柯 西 定理 还 可 以 进一步 推广 到 具有 好 几 个 育 丘 的 映射 . 
考虑 包围 两 个 奇 点 (小 本 桩 ) 的 环 路 LB 8-20a), 推广 到 有 更 多 奇 点 的 映射 是 显 而 
易 见 的 . 如 果 我 们 让 工 形变 但 是 不 碰 到 小 木 桂 , 我 们 知道 积分 之 值 不 变 . 由 图 8-20a 
经 图 8-20b 到 图 8-20c 的 过 程 是 这 种 形变 的 一 例 . 图 8-20c 是 很 有 趣 的 . 现在 回路 
变 成 在 g 点 接 在 一 起 了 , 于 是 积分 的 值 可 以 认为 是 两 个 在 4 点 相 切 的 圆周 上 的 积 
分 之 和 . 但 是 现在 可 以 再 应 用 通常 的 论证 方法 , 可 以 让 这 两 个 圆周 分 别 形变 , 这 样 
就 完成 图 8-20c 到 图 8-20d 的 转变 . 于 是 我 们 得 到 以 下 结论 : 


$ f(2)dz = fla)de +h fleas, (8.12) 


ic! [dt K 
OV oY 
图 


&-2() 


现在 举 一 个 例子 说 明 (8.12). 考虑 f(z) = 2/(274+1), CHE z = +i 处 有 奇 点 . 
只 要 注意 到 f(z) 还 有 男 一 个 表达 式 


1 i 


fiz) = 


z+ 区 一 了 
就 能 在 任 一 环 路 C 上 计算 这 个 积分 了 . 于 是 应 用 (8.7) 可 得 
fTizjdz = 2nfle(C, i) — v(C, —i)l]. 
C 
BE 8-20a 中 那样 让 工 包围 这 两 个 奇 点 , 请 用 这 个 公式 来 对 这 个 特殊 的 函数 验证 
(8.12), 
8.6.5 Bey 


我 们 现在 对 器 函数 的 环 路 积分 已 经 有 了 相当 完备 的 理解 , 因此 楼 对 比较 简单 的 
有 理 函 数 作 积分 就 相对 容易 了 : 我 们 只 要 找到 它 的 所 谓 分 项 分 式 (或 称 部 分 分 式 ) 
分 解 , 然后 再 逐 项 积分 即 可 . 在 上 一 小 节 末 尾 的 例子 中 , 我 们 做 的 就 是 这 件 事 . 
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下 面 是 一 个 稍微 复杂 的 例子 , 即 在 图 8-21 的 回路 K E f(z) = 23 /(2+1)? H 
积分 , 把 分 子 写 为 [(z +1) - 1]5, 很 快 就 有 


fix) 一 Hi at - 10+ 10(z + 1) — B(z +1)? + (z + 1}. 


1 e 
+1 °° s 
但 是 我 们 已 经 知道 , REA -1 的 情况 以 外 , Ae ERAMA E, 所 以 
上 式 中 只 有 复 反 演 项 [在 方 插 弧 内 ] 对 积分 有 贡献 . 详细 些 说 ， 
| fz)dz = 5 x 2niv[ A, —1) = —20ni. 


所 以 , 积分 之 值 由 两 个 因素 决定 : 环 路 的 环绕 数 以 及 在 此 上 映射 分 解 中 复 反 演 项 的 多 
少 ( 即 其 系数 ). 因为 后 者 是 函数 积分 后 仅 有 的 留 下 的 部 分 , 它 就 称 为 函数 在 奇 点 处 
的 留 数 . 通常 情况 下 , f(z) 在 奇 点 s 处 的 留 数 用 记号 Res [f(z) ,a] 来 表示 , 所 以 在 
上 例 中 , Res[z5/(z+1)? , -1] = 5 


其 实 留 数 的 概念 远 远 不 只 是 对 简单 的 有 理 函 数 有 意义 , 下 一 个 例子 就 可 以 说 明 
这 一 点 . 我 们 以 前 曾经 不 其 明确 地 指出 过 (5.5.3 节 的 (5.8) 式 后 面 ) 一 个 非常 值得 
注意 的 事 , 即 解析 函数 是 无 穷 可 微 的 , 而 在 解析 函数 类 中 , 它 就 等 价 于 解析 函数 在 
非 奇 点 的 邻 域 中 必 可 用 圭 级 数 (泰勒 级 数 ) 来 表示 . 例如 sin z URAA PONE 
勒 级 数 就 是 a. a 
: a a T 
sing = g — 31° 十 BI" = ae forte, 
很 明显 在 映射 的 奇 点 处 这 种 展开 式 是 不 豆 能 的 . 然而 , a ee ae 
宽 到 也 能 包括 站 整数 容 , 则 在 奇 点 附近 也 能 恢复 到 一 个 相似 的 结果 . 这 样 的 级 数 称 
AF ARAT. 
考虑 (sin z)/z5, 它 以 原点 为 奇 点 , 但 只 要 用 z5 去 除 上 面 的 泰勒 级 数 , 则 在 此 奇 
FA z = O 附近 即 可 得 到 以 下 的 罗 朗 级 数 : 
sin z 1 1 1 | 1 1 l 
cir ee 
将 一 函数 在 奇 点 处 的 留 数 再 次 定义 为 复 反 演 项 的 系数 , 现在 就 有 Res[(sin z/z®), 0] = 
A 如 果 一 个 军 级 数 在 回路 的 每 个 点 上 都 收敛 , 我 们 暂时 承认 对 级 数 逐 项 积分 是 有 


a 


0 PeH, Pierre Alphonse Laurent, 1813 一 1854, 法 国 数学 家 、- 一 译 者 注 
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意义 的 ”， 就 会 再 一 次 看 到 只 有 留 数 项 才 对 积分 有 贡献 , 例如 设 K 为 图 8-21 中 的 
回路 , 则 有 


sin z i E Ami 
f 四 dz 一 premio, 0) = = 


上 面 用 留 数 来 计算 回路 积分 的 例子 只 是 柯 西 留 数 定理 的 事例 .我 们 将 在 本 章 
的 末尾 回 到 这 个 问题 , 而 且 下 一 章 还 要 更 仔细 地 讲 . 目前 我 们 只 是 提醒 一 下 , 若 一 
映射 有 几 个 奇 点 , 则 对 每 个 奇 点 可 以 各 赋予 一 个 留 数 . 


8.7 指数 映射 


在 指数 映射 情况 下 , 最 容易 处 理 的 积分 回路 是 垂直 线段 L, 如 图 8-22a 的 AB, 
我 们 又 会 发 现 其 结果 与 它 在 实 微 积 分 中 的 对 于 形式 上 完全 一 样 : 


| ezdz = e” — e^, (8.13) 
L 
当 z H A LTB, EE w=e 下 的 象 将 绕 着 图 8-22b 中 的 贺 弧 运动 . 为 


了 验证 (8.13), 我 们 现在 来 证 明 (M e4 开始 画 Ry) KAD RLAARERE 
和 Rw 的 路 径 . 


图 8-22 


首先 注意 , AA A 和 ml 分 别 有 效 地 是 水 平 的 和 垂直 的 , 所 以 Rw 出 发 时 将 
是 沿 垂直 方向 , 这 正 是 我 们 需要 的 . 还 要 注意 , 所 有 的 A 都 有 相同 长 度 , 即 |A| = 
eA4|A|. 最 后 , 因为 LARAS (E 由 = 四 ,所 以 和 = = |A|. 既然 所 有 A 的 长 度 
和 转角 均 相 同 , Ru 将 沿 一 圆 弧 运动 . 余下 要 证 明 的 仅 有 : 车 从 e4 开始 画 它 , 则 此 
圆 弧 就 是 图 8-22b P E — Am A. 

下 一 节 将 给 出 证 明 这 一 点 的 最 简单 的 方法 , 然而 下 面 的 几何 论证 也 相当 直 截 了 
当 . 我 们 先 验证 Ru 的 弧 与 w 的 弧 有 相同 半径 , 每 一 个 A 在 圆心 所 张 的 角 就 是 转 


D 这 是 可 以 证 明 的 , BEATER HS, AMARA Rhee 
Bit. 译 者 注 
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f p. 所 以 


D 


=e, 


ge — MUS _ | 
TESE 
这 就 是 我 们 想 要 证 明 的 . 最 后 , 圆 弧 所 对 圆心 的 总 圆心 角 正 是 所 有 $ = |Ai| 之 和 ， 
即 0_ 由 此 得 证 这 两 个 圆 弧 完全 相同 

因为 ez 没有 奇 点 , 柯 西 定理 保证 了 它 在 环 路 上 的 积分 为 零 , 所 以 (8.13) IHE 
意 的 由 A 到 B 的 回路 都 是 成 立 的 . 


8.8 基本 定理 
8.8.1 引言 


通过 特定 的 几何 作 图 , 加 上 应 用 柯 西 定理 , 我 们 已 经 学 会 了 某 些 重要 函数 的 积 
分 的 许多 知识 , 然而 还 有 两 个 立即 出 现 的 问题 有 待 解决 : 一 个 是 实用 性 的 , 另 一 个 
是 审美 性 的 . 

实用 性 的 问题 在 于 公式 (8.10) 和 公式 (8.13) 都 只 对 4,，B 两 点 有 特殊 的 构 形 
时 适用 : (8.10) 的 推导 假设 A, B 两 点 离 原点 距离 相等 ; 而 对 于 (8.13), 则 设 它们 是 
垂直 地 分 开 的 . 肯定 地 说 , 各 种 形式 的 柯 西 定理 可 以 保证 不 论 A, B 两 点 位 置 如 何 ， 
所 考虑 的 积分 都 是 与 路 径 无 关 的 . 问题 在 于 , 我 们 还 没有 证 明 这 种 与 路 径 无 关 的 积 
分 之 值 仍 由 前 述 的 公式 给 出 . 本 节 中 我 们 会 看 到 积分 之 值 确实 仍 由 同样 公式 给 出 . 

审美 性 的 问题 在 于 : 我 们 推导 > 的 负 整 数 蝴 的 积分 与 路 径 无 关 的 方式 , 尚 可 推 
mo. 回想 一 下 , 当时 我 们 之 所 以 能 应 用 柯 西 定理 是 因为 我 们 已 经 显示 地 画 出 环 路 积 
分 的 一 个 例子 ( 即 取 环 路 为 圆周 ), 使 得 尽管 环 路 中 包含 了 奇 点 , 这 个 环 路 积分 仍然 
AS. 虽然 这 个 推导 本 身 很 干净 利索 , 却 留 下 一 个 感觉 , 即 在 理解 奇 点 出 现时 环 路 
积分 仍然 可 以 为 零 这 件 事 情 上 , 应 用 柯 西 定理 还 不 是 最 直接 的 途径 . 

这 两 个 问题 都 由 所 谓 环 路 积分 的 基本 定理 一 起 解决 了 -一 这 个 定理 形式 上 也 
和 通常 的 微 积分 中 的 同名 的 对 手 一 个 样 . 然而 给 它 起 这 么 个 名 字 却 不 太 合 适 , 至 少 
在 复 分 析 中 如 此 . 说 到 底 , 迄今 为 止 , 没有 这 个 基本 定理 我 们 的 日 子 也 过 得 不 错 , 这 
就 说 明 , 如 果 这 个 定理 可 以 称 为 “基本” 的话, 那么 柯 西 定 理 就 应 该 称 为 “ 超 基本 ” 
T! 
8.8.23 ”一 个 例子 


作为 这 个 定理 的 第 一 个 例子 , 我 们 回 到 上 一 节 讲 的 指数 映射 , 目的 是 弄 清 楚 为 
什么 (8.13) WHEE OW A, BAM, 而 不 一 定 要 求 它们 位 于 同一 垂直 线 上 . E 
如 在 数学 中 时 常 发 生 的 那样 , 需要 的 只 是 稍微 转换 一 下 视角 

图 8-23 画 出 了 一 条 曲线 KK[ 连 接 两 个 典型 的 点 AMA B), 它 被 指数 映射 e7 
映 为 连接 e^ 和 es 的 曲线 K. 现在 , 把 关于 积分 和 黎 曼 和 的 一 切 统统 忘掉 (当然 是 
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暂时 的 ), 而 从 微分 的 观点 来 看 看 图 8-23. 

所 有 从 K 上 某 点 发 出 的 小 箭头 都 被 映 为 从 乓 上 某 点 发 出 的 铺 【 仍 为 小 箭头 ). 
特别 是 , 如 果 箭 头 A 是 K 的 一 小 段 弦 (收缩 以 后 就 变 成 切线 ), CMS A 也 是 K 
的 一 小 段 有 一 定 方 癌 的 弦 . 但 是 对 于 解析 映射 (如 现在 正在 考虑 的 e*), 原来 的 箭头 
只 不 过 被 伸 扭 一 下 再 映 为 其 象 ; 


A = (es 的 伸 扭 ) .A = ez .A. (8.14) 


如 果 把 所 有 这 些 作 为 K 的 芒 的 向 量 A 加 起 来 , 就 会 得 到 连接 K 的 起 点 与 终点 的 
向 量 V, 但 是 (8.14) 告诉 我 们 , 向 量 V 也 可 以 看 作 是 相应 于 es 在 K 上 的 积分 的 
RBA. 由 此 即 证 得 (8.13) 对 一 切 位 置 上 的 A. BARA: 


| e*dz = V =e? — e^, 
和 


为 了 强调 这 个 作法 与 路 径 的 无 关 性 , 设想 选 男 一 条 由 A 到 B 的 回路 . 它 的 象 曲线 
天 (也 就 是 新 的 黎 显 和 ) 则 由 另 一 条 路 径 由 e4 走 到 ea, 当然 向 量 V 不 会 受到 影响 . 
8.8.3 基本 定理 

基本 定理 其 实 就 是 用 一 般 的 语言 来 重 述 上 面 的 思想 . 设 我 们 想 用 上 面 的 方法 来 
WH J f(z)dz. RTRs — AREI] Fi) 使 它 的 伸 扭 F(z) fee 
fiz). 假设 有 一 个 F 已 经 找到 [这 样 一 个 玩意 儿 是 理 在 在 我 们 马上 就 来 讲 |, 我 们 
就 可 以 作出 图 8-24, 其 中 就 有 在 映射 FO FAS K. 仍 用 上 面 同样 的 术语 ， 
(8.14) 就 变 成 

A = [F(z) 的 伸 扭 ] A = f(z)A. 

和 前 面 完 全 一 样 , 我 们 知道 K 其 实 就 是 f MRSA, 而 向 量 Y 又 一 次 
就 是 与 路 径 无 关 的 积分 值 : 


| f(z)dz = V = F(B) — F(A). (8.15) 
K 


和 在 通常 的 微 积分 中 一 样 , 函数 FF 不 可 能 是 唯一 的 , 因为 FF = F + const. 和 
F 共有 同样 的 伸 扭 . 用 图 8-24 的 语言 来 说 , 六 和 下 的 关系 内 不 过 是 把 下 作 一 个 平 
B, 但 这 个 平移 对 于 连接 K 的 两 端的 向 量 v 并 无 影响 . 

在 通常 的 微 积分 中 , 一 个 实 连续 函数 f(x) 总 有 一 个 原 沙 数 ”F(z) 使 F(x) = 
f(x). 当然 F(a) 不 一 定 容易 找 , 也 不 一 定 能 用 初等 函数 表示 (例如 f(r) = ez 的 
原 函 数 就 不 能 用 初等 函数 来 表示 ), 但 至 少 它 是 存在 的 . 在 复 领域 中 则 不 然 , 我 们 知 
道 解析 函数 只 是 非常 特殊 的 复 函 数 , 所 以 对 于 一 般 的 复 函 数 , 原 函 数 如 果 不 存在 其 
EPEAT. 其 原因 如 下 : 回忆 一 下 车 这 样 的 FF 存在 , 则 f 的 积分 必 与 路 径 无 
关 . 所 以 , 例如 对 非 解析 的 f(z) = z, 这 样 的 下 就 不 可 能 存在 , 尽管 现在 的 f(z) 确 
实 是 连续 的 . 事实 上 , 我 们 会 需要 求助 于 关于 解析 函数 必 为 无 穷 可 微 这 个 尚未 证 明 
的 结果 , 由 它 可 以 看 见 , 一 般 说 来 f 的 解析 性 是 原 函 数 F 存在 的 必要 条 件 . 因为 如 
RF 是 解析 的 , 它 的 导数 F(R f) 也 一 定 是 解析 的 . 

当 遇 见 一 个 非 解析 函数 的 积分 时 , 去 找 它 的 原 函 数 以 便 应 用 (8.15) REST 
希望 的 一 一 原 函 数 不 可 能 存在 . 对 * 一 3 这 个 特例 , 有 可 能 把 非 封 闭 的 回路 的 面 
积 解释 加 以 推广 , 从 而 计算 出 其 积分 , 但 是 对 一 般 的 非 解析 函数 这 样 的 解释 是 得 不 
到 的 . 虽然 这 种 积分 比 之 解析 函数 的 积分 对 于 我 们 意义 要 小 得 多, 我 们 仍 将 在 下 一 
节 找 出 一 个 计算 它们 的 方法 . 

在 回 到 一 般 的 讨论 之 前 , 我 们 想 再 给 出 一 个 关于 这 个 定理 如 何 起 作用 的 例子 . 
考虑 f(z) = 好 , 如 果 我 们 定义 F(z) = 123, WF’ = f, 所 以 当 我 们 沿 某 一 回路 作 积 
分 时 , 黎 虹 和 的 路 径 正 是 原来 积分 路 径 在 映射 2 一 za FHS. 这 就 使 我 们 能 从 新 
的 角度 重新 看 一 下 图 8-17 的 作法 . 回忆 一 下 , 那里 的 甘于 一 般 千 函数 的 积分 的 图 
其 实 是 对 27 这 个 特例 作 的 . 我 们 看 到 , : 一 42° 确实 把 图 8-17a 中 的 回路 映 为 图 
8-17c PRHBSA, 这 与 我 们 的 新 的 一 般 结 果 是 一 致 的 . 

这 个 定理 是 怎样 回应 我 们 关于 = 的 负 社 的 积分 之 路 径 无 关 性 的 审美 要 求 的 呢 ? 
作为 一 个 例子 , 重新 考虑 f(z) = (1/27), 我 们 希望 你 确实 已 经 按 我 们 的 建议 画 出 了 


O 本 书 中 没有 使 用 原 函 数 一 词 , 而 是 用 的 “ 反 导数 "anti-derivative, 因为 这 里 并 未 介绍 任何 新 思想 , 为 
方便 读者 , 译文 中 仍 用 原 函 数 一 词 ,一 一 RE 
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图 8-17 的 类 似 物 了 . 不 必 求 助 柯 西 定 理 EE 为 着 和 它 一 起 出 来 的 原点 处 
的 奇 性 的 担心 ), 我 们 看 到 , 因为 (-1/2) = (1/22), 所 以 所 有 ?连接 4 和 B 的 回路 
都 会 给 出 同样 的 积分 值 ， 
ae | 1 1 
| zzd2 =F 


附带 说 一 下 , 因 有 与 路 径 的 无 关 性 , 我 们 就 可 以 恢复 使 用 JI 这 样 的 记号 而 不 必 担 
心 出 现 歧义 . 

我 们 不 必 再 用 柯 西 定理 也 能 把 这 个 积分 在 图 周 上 为 零 这 件 事 推广 为 : 在 任意 
环 路 上 的 这 个 积分 也 为 零 , 结论 是 直截了当 的 : 因为 B = A, 所 以 上 式 为 零 


8.8.4 积分 作为 原 函 数 


我 们 已 经 看 到 , 如 果 f ERRA EMA F = 站 存在, 则 了 的 积分 与 路 径 无 
R. 我 们 现在 要 来 证 明 其 逆 : Ff 之 积分 与 路 径 无 关 , WRAN F 存在 . 

我 们 先 给 出 基本 定理 的 另 一 个 简单 例子 . 因为 (sin z) = cosz, 所 以 cosz 的 积 
分 应 与 路 径 无 关 . 设 我 们 从 原点 积分 到 动 点 Z 则 会 得 到 一 个 合理 定义 的 函数 


é 
F(Z) =| cos z dz = sin 2. 
0 


BANS A HERE, 它 就 是 cos Z 的 原 函 数 . 如 果 我 们 从 另 一 个 任意 点 而 不 是 原 
点 开始 积分 , 则 得 到 的 结果 与 上 式 上 只 差 一 个 常数 , 所 以 仍 是 一 个 完全 好 的 原 函 数 . 

为 了 证 明 第 一 段 话 里 宣布 的 结果 , 只 需要 证 明 上 面 的 例子 是 典型 的 即 可 . 车 已 
知 上 映射 的 积分 是 与 路 径 无 关 的 , A 是 任意 的 固定 起 点 , 我 们 来 证 明 


FA 
F(2)= | f(a) (8.16) 


就 是 f 的 一 个 原 函 数 . 其 实 我 们 就 是 想 要 证 明 原 函数 是 存在 的 , 即 是 说 我 们 想 要 证 
H, 者 从 已 点 发 出 一 个 无 穷 小 箭头 , 则 在 映射 下 之 下 , 这 个 小 箭头 仅仅 是 被 伸 扭 了 
一 下 , 而 在 P A, 这 个 伸 扭 就 是 f(P). 

我 们 首先 要 注意 到 用 图 8-25a 表示 的 关于 积分 之 差 的 一 忻 简单 的 事 . 设 工 和 
M 是 连接 A 到 两 个 不 同 点 PA Q 的 路 径 ,我们 知道 , 对 于 任意 函数 f(z) 都 有 


is fla)dz -| 4 ian = lees flz)dz 


右 方 的 积分 路 径 (- 工 + M) 就 是 图 8-25b 上 由 P 到 ONS HHH. 但 是 如 果 知 
道 积 分 是 与 路 径 无 关 的 , 则 可 以 用 直线 路 径 S 来 代替 它 ; EE (8.16) 所 用 的 记号 ， 
我 们 就 有 

D 除了 实 实在 在 地 弃 过 奇 点 的 回路 以 外 . 
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F(Q) — F(P) = | f(a)dz. 


图 8-25 


在 极限 情况 下 Q 与 P 重合 , S 就 变 成 由 P 发 出 的 无 穷 小 “向 量 "A( 稍 徽 有 点 
用 词 随意 ), 而 以 上 等 式 左 方 就 是 A EF FHS A, 因此 


F:A+K=| flz\dz. 
fat 


BE A 是 无 穷 小 , 则 上 面 的 积分 等 于 (pA, AFREEN SS Lea: 
F: Am A [= JIPA. 
我 们 现在 就 可 以 求助 于 柯 西 定理 把 所 要 求 的 积分 与 路 径 的 无 天 性 与 函数 的 解 
析 性 联系 起 来 了 . 车 了 在 某 个 区 域 中 是 解析 的 , 它 的 积分 一 定 是 与 路 径 无 关 的 , 所 
以 必 存 在 原 函 数 F. 换言之 , 每 个 解析 映射 本 身 一 定 是 另 一 个 解析 映射 的 导数 . 
我 们 以 F 的 解析 性 的 一 个 有 趣 的 应 用 来 结束 这 一 小 节 , 在 上 一 小 节 里 我 们 完 
全 忽略 了 以 前 所 用 的 几何 作法 , 而 代 之 以 求助 于 基本 定理 来 证 明 , 例如 


‘3 1 
| sdz = -(B° — A’) 
JA 3 


对 A ,，B 两 点 之 所 有 位 置 都 成 立 . 这 看 起 来 明显 地 比 图 8-17 进 了 一 步 , 因为 在 那 
里 只 对 A, B 两 点 距 原 点 等 距离 这 一 特例 证 明了 上 式 . 然而 我 们 现在 可 以 看 到 解 
析 性 反而 使 这 个 特例 包含 了 一 般 情 况 , 这 似乎 是 一 个 悖 论 . 


考虑 两 个 函数 
1 
F(Z) = | dz, G(Z) = 5(25— A), 
A t 


我 们 现在 看 到 , 二 者 都 是 解析 的 . 由 图 8-17 我 们 知道 , 5 Z 在 一 个 以 原点 为 中 心 
而 且 通 过 A 的 圆周 上 运动 时 , 有 

F(Z) = G(Z). 
但 由 解析 函数 的 唯一 性 (5.11.3 49) 即 知 此 式 当 2 TE SHS AT ee Ay, 由 
此 可 得 上 述 的 一 般 结 果 .” 


加 这 个 论证 当 A 是 原点 时 不 能 用 , 因为 这 时 此 圆周 这 缩 为 一 点 而 不 能 用 唯一 性 定理 ， 但 是 F(Z) 
= [Ë z2dz = 123 = OG(z) 仍然 成 立 . — 详 者 注 
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把 完全 一 样 的 推理 用 于 指数 映射 , 就 可 以 把 (8.13) 的 适用 性 从 垂直 分 离 的 4, B 
两 点 外 推 到 Z 在 过 A 的 垂直 直线 以 外 , 从 而 有 


z 
| efdz =ef — e^, 
A 


8.8.5 ”对 数 作 为 积分 
由 基本 定理 的 启示 , 我 们 想 由 (log z) = (1/z) 跳 到 以 下 结论 


“1 
| 37? = log Z, (8.17) 


与 实 分 析 情 况 一 样 , 在 一 定 意义 下 这 是 对 的 , 但 是 需要 小 心 一 点 . 

微妙 之 处 当然 在 于 原点 处 的 奇 性 使 得 (1/2) 的 积分 不 再 是 单 值 的 . 这 样 我 们 必 
须 先 确定 由 1 到 7 的 回路 K, 积分 (8.17) 之 值 才能 适当 定义 . 另 一 方面 , 只 有 在 2 
HHA O(z) 的 无 穷 多 值 中 选 定 了 一 个 以 后 , (8.17) 右 方 的 值 也 才能 适当 定义 . 这 两 
个 困难 却 按 下 面 的 方式 互相 抵消 了 . 

在 图 8-26 中 我 们 对 2 的 特定 的 值 2 = 1+iv3 夯 了 3 个 不 同 的 回路 . 如 果 我 
们 用 Oe (2) RUS BAER K 时 所 得 的 Z 的 辐 角 的 净 旋 转 , 则 


Or 2) = (7/3), 
Ox, (Z) = (n/3) + 2x, 
Oye, (2) = (m/3) + 4x. 
在 一 定 意义 下 , 把 所 使 用 的 回路 也 包括 在 辐 角 定义 , 就 使 得 积分 成 了 单 值 的 . 注意 ， 


这 里 积分 的 定义 并 不 依赖 于 K 的 确切 形状 而 只 依赖 于 它 包围 原点 多 少 次 注意， 
回路 K 不 能 通过 原点 , 这 时 会 出 现 新 的 问题 与 新 的 研究 


Iig | l+ivd 


图 826 


这 样 就 可 以 把 达到 2 的 方式 吸收 到 log(2) 的 定义 之 中 而 得 到 单 值 的 答案 : 


log (Z) = ln|Z| + t@x%(Z). 


T 最 后 这 和 句 话 是 译 者 加 的 . 一 一 译 者 注 
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于 是 (8.17) 的 不 生 歧 义 的 正确 形式 将 是 
| -dz = logy (4). 
kK = 


当然 , log 的 多 值 的 本 性 并 未 消除 , 只 是 变 了 个 形式 . 然而 , 追随 这 个 思想 将 引 
导 到 考虑 所 谓 歼 曼 曲面 , 多 值 郴 数 在 那里 可 以 变 成 单 值 的 . 但 这 里 不 讨论 黎 曼 曲 面 ， 


8.9 ”用 参数 作 计 算 


在 没有 更 漂亮 的 方法 来 计算 回路 积分 的 时 候 ,( 在 原则 上 ) 仍 可 将 它 表 示 为 通 
常 的 实 积分 . 我 们 现在 简短 地 讲 讲 这 个 方法 . 

基本 的 思想 是 把 回路 看 成 一 个 运动 质点 的 轨迹 ,这 个 质点 在 时 刻 t 的 位 先是 
z(t). HE, 不 必用 L 的 很 短 的 弦 这 种 很 小 的 向 量 作 黎 曙 和, 我 们 同样 可 以 用 切 于 工 
的 很 小 的 向 量 . 使 用 切 向 的 复 速度 v = 党 就 可 以 作 到 这 一 点 : ARR Rat 这 
一 时 间 段 的 位 移 的 , 现在 改 用 切 向 量 wit 来 代替 它 . 这 样 , 如 果 在 时 间 区 间 a ct <b 
中 , 这 个 动 点 画 出 了 工 , 则 


| f(z)dz = | f[2(t)Jude. 


例如 , WL 是 以 dg APD. p 为 半径 的 道 时 针 圆 周 回路 ， 而 fl) = 2 w 
由 前 面 的 知识 (8.5.2 节 的 (8.8) 式 ) 可 知 此 积分 值 应 为 2rip2. 现在 的 作法 则 因为 
z(t) = q + peit(0 < t < 27), v = ipet, 我 们 会 得 到 


it 


2m 2 2m 
| zdz = | (q + pe )ipe"dt = ipa | (cost + isin t)dt + ip? | dt = 2nip’. 
L 0 0 0 


这 正 是 我 们 所 预期 的 . 

当然 , 这 个 方法 的 要 点 并 不 是 要 去 验证 过 去 已 经 知道 的 结果 , 而 是 想 去 计算 一 
些 过 去 算 不 出 来 的 积分 . 例如 , 对 于 同样 的 回路 , 但 是 换 一 个 f(z) = 2°, 答案 就 狂 
不 出 来 了 , 然而 你 会 轻易 地 就 发 现 答案 是 Aig”. 

与 上 面 关 于 非 解析 的 例子 作对 照 , 也 作为 对 这 个 方法 进一步 的 练习 , 可 以 验证 
( 仍 用 同样 的 回路 L)[ ,zdz = 0, 而 用 柯 西 定理 或 基本 定理 都 会 预计 得 到 这 个 结果 . 
类 似 地 可 以 验证 [6 zdz = 0, 这 里 E 是 以 原点 为 中 心 的 椭圆 . [提示 : 请 回忆 一 下 
z(t) = pe + ge 就 是 沿 一 椭圆 运动 的 .] 

最 后 一 个 例子 , 取 回 路 为 抛物 线 y = 2? 在 0 和 1+i 中 的 一 段 , 用 时 间 参 数 可 
以 把 这 个 抛物 线 写 成 z(t) = t+ it? (O<t <1). 沿 此 回路 求 > 的 积分 , 先 用 基本 
定理 , 再 用 参数 计算 . 类 似 地 请 用 基本 定理 计算 c* 在 此 回路 上 的 积分 , 让 你 的 答案 
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的 虚 部 与 参数 计算 的 虚 部 比较 , 可 以 得 出 
[ (2tcost? + sin t”)e'dt = esin1. 
0 


这 个 结果 不 用 复数 也 容易 算出 [练习 |. 然而 我 们 以 后 会 遇 到 用 普通 的 方法 不 太 容易 
算出 的 实 积分 , 但 是 若 把 它们 看 成 是 来 自 复 积分 , 就 突然 变 得 很 容易 了 . 


8.10 柯 西 定理 


8.10.1 一些 预备 知识 


我 们 在 本 章 中 已 经 一 再 地 见证 柯 西 定理 的 用 处 了 , 证 明 它 确实 成 立 , ERRER! 
我 们 先 从 回路 C 为 “简单” 闭 曲线 , 即 不 自 交 的 曲线 这 个 情况 开始 . 见 图 8-27. 


图 R27 


我 们 用 边 长 为 < 的 小 正方 形 网 格 填 到 C 的 内 域 中 , 网 格 方向 则 是 实 轴 和 虚 轴 
方向 . 我 们 把 整个 正方 形 全 在 C 的 内 域 中 的 方 格 加 上 阴影 , 而 令 这 个 阴影 区 域 的 边 
缘 为 回路 K, 并 规定 在 K 上 沿 道 时 针 方 向 运动 . 因为 我 们 画 的 正方 形 格子 还 比较 
大 (目的 是 使 图 形 看 得 更 清楚 ), K 现在 只 是 C 的 一 个 粗糙 的 近似 , 然而 , 若 令 = 缩 
小 , 有 阴影 的 区 域 会 越 来 越 完全 地 填 满 C 的 内 域 , 而 KK 也 就 越 来 越 精确 地 追随 C. 
这 样 , 为 了 看 出 一 个 映射 了 在 C 上 的 积分 是 否 为 零 , 只 需 研究 了 eK 上 的 积分 当 
e ASN AY PEAS BN GY. [习题 20 将 更 详细 地 论证 这 一 点 . 

下 一 步 则 来 寻求 K 上 的 积分 与 映射 在 K 所 包围 的 阴影 区 域内 的 性 态 的 联系 . 
考虑 /在 每 一 个 无 穷 小 有 阴影 正方 形 边 上 按 逆 时 针 方 向 的 积分 之 和 . 图 8-27 左 图 
就 画 出 了 两 个 相 邻 的 有 阴影 小 正方 形 边 缘 上 逆 时 针 方向 的 积分 当 把 这 两 个 正方 
形 边 上 的 积分 相 加 时 , 公共 边 走 了 两 次 , 其 方向 恰好 相反 , 所 以 在 会 共 边 上 的 两 次 
积分 互相 抵消 . 但 是 对 于 每 一 个 位 于 阴影 区 域 之 内 的 正方 形 边 这 都 是 成 立 的 , 所 以 
当 我 们 把 所 有 阴影 正方 形 边 上 的 积分 加 起 来 后 , 不 会 被 抵消 的 就 只 有 构成 K 的 正 
方形 边 上 的 积分 : 


fizjde= Ye f(z)dz, (8.18) 
H 阴影 正方 形 i 
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右 方 是 对 所 有 有 阴影 的 正方 形 求 和 . 这 样 , 研究 f 沿 C 的 积分 就 归结 为 研究 f 在 
内 域 的 无 穷 小 正方 形 内 的 局 部 效果 ， 

应 该 强调 , 运 今 为 止 的 讨论 对 于 非 解析 映射 和 解析 映射 都 同等 适用 . 例如 , 对 
于 f(z) =2, (8.18) 只 不 过 是 说 K 内 的 面积 就 是 有 阴影 的 小 正方 形 面积 之 和 [ 见 
(8.8). 为 了 真正 理解 柯 西 定理 , 就 必须 把 图 8-27 专门 限于 f 在 C 内 各 点 的 局 部 效 
果 都 是 伸 扭 这 一 特例 . 然而 我 们 还 是 先 来 猜 一 下 , 对 于 一 般 的 复 映 射 ,(8.18) 右 方 每 
一 个 典型 的 积分 的 大 小 是 怎样 依赖 于 s 的 ( 即 当 正 方形 缩 为 一 点 时 , 其 大 小 如 何 ). 

我 们 研究 实 积分 的 经 验 以 及 不 等 式 (8.5) 都 会 引导 我 们 去 设想 , 在 每 个 无 穷 小 
正方 形 边 上 的 积分 都 与 正方 形 周 长 (也 就 是 与 ej 以 同样 速率 衰减 为 0, 这 是 不 对 
的 .正方形 边 是 一 个 闭 回路 , 而 且 复 积分 又 是 一 类 向 量 性 质 的 求 和 , 这 两 点 都 蕴含 
T. 此 积分 可 能 衰减 得 快 得 多 . ELAR HON, 我 们 就 已 看 到 每 一 项 
的 准确 值 为 2ie*, 而 这 就 指引 到 一 个 正确 的 猜想 , 即 各 项 都 如 = 的 平方 那样 训 减 . 
我 们 马上 就 来 详细 地 验证 , 但 在 目前 , 下 面 的 粗粮 论证 也 就 够 了 . 

我 们 知道 , 对 一 般 的 映射 f, K 上 的 积分 (因此 还 有 (8.18) 右 方 的 和 ) 都 是 非 
零 而 有 限 的 . 这 使 我 们 相信 , 各 项 随 = 之 衰减 的 速率 与 项 数 随 = 之 衰减 而 增长 的 速 
率 怡 成 反比 . 但 是 项 数 之 增长 正如 (C 内 域 的 固定 面积 除 以 每 个 小 正方 形 面积 ) 一 
样 , 也 是 与 (1/e?) AG. 所 以 我 们 期 望 每 一 项 将 如 a? 一 样 衰减 . 如 果 我 们 原来 的 
猜想 是 正确 的 , (8.18) 中 的 和 式 之 阶 将 是 e(1/s?), 而 当 正 方形 缩 为 一 点 时 , 就 会 给 
出 一 个 无 限 大 的 结果 , 这 当然 是 不 对 的 . 反 过 来 说 , 如 果 各 项 的 贡献 比 e MIE 
更 高 , 则 它 不 会 影响 最 后 的 结果 . 


8.10.2 ”解释 


我 们 再 回 到 图 8-27 以 及 对 柯 西 定理 的 解释 , 解析 映射 了 将 把 左 方 有 阴影 的 小 
正方 形 伸 捏 为 右 方 有 阴影 的 小 正方 形 , 图 8-28 则 把 一 个 典型 的 小 正方 形 及 其 象 (E 
图 8-27 中 的 黑色 小 正方 形 ) 放大 . 用 我 们 特别 精确 的 中 点 黎 曼 和 (Ru) 沿 此 正方 
形 底 边 的 积分 可 以 用 单独 一 项 Ae 来 估计 : A 就 是 中 点 a 的 象 再 乘 以 这 一 边 的 长 
ce 这 似乎 符合 于 我 们 关于 沿 整个 正方 形 边 的 积分 与 es 同 阶 的 错误 估计 . 但 是 车 加 
上 对 边 的 积分 , RERU TER: 


Ae+C(—e) = (A-Ce = pe. 


图 8-28 
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如 果 f 只 是 在 实意 义 下 可 微 , 而 不 是 局 部 为 一 伸 扭 , |p| 仍然 与 < REHE, 从 而 pe 之 
大 小 将 正比 于 e, 类 似 于 此 , 另外 两 边 之 贡献 也 与 e 同 阶 , 具体 说 来 是 (B 一 Cis = 
ipe. 
你 可 能 已 经 看 见 了 光明 : 如 果 f 局 部 为 一 伸 扭 , 则 这 个 正方 形 的 象 仍 是 一 个 正 
方形 , 所 以 
iq 二 9 旋转 一 个 直 骨 = 一 p 


=4 f(z)dz = e(p + ig) = 0. 
口 


我 们 由 (8.18) 得 出 的 结论 是 : 解析 映射 的 环 路 积分 为 零 只 是 其 局 部 伸 扭 性 质 的 非 
局 部 表现 ! 

为 了 把 这 一 点 与 非 解析 映射 加 以 对 照 , 请 看 图 8-29. 设 一 个 映射 仅仅 是 在 实意 
ATTA, 我 们 在 4.8.2 节 中 已 经 看 到 , 它 的 局 部 效果 是 在 两 个 互相 垂直 的 方向 上 
AE ( 按 不 同 的 因子 ) BAK, 再 继 以 一 个 扭转 ， 所 以 一 个 无 穷 小 正方 形 的 象 一 般 地 
是 一 个 平行 四 边 形 , p 与 9 长 度 不 等 , 一 般 也 不 正 交 , 我 们 看 到 p 与 ig 不 能 抵消 ， 
所 以 elp + iq) 只 能 与 e 同 阶 ， 当 我 们 把 (8.18) 的 各 项 加 起 来 时 , 项 数 又 只 能 与 
(1/a?) 同 阶 , 所 以 答案 是 非 零 而 有 限 . 


(8.19) 


对 非 解析 映射 的 如 上 所 说 的 这 种 不 能 互相 抵消 , 共 轿 映射 给 出 一 个 特别 令 人 震 
BKAT, 请 看 图 8-30. 用 前 一 段 的 说 法 , 可 见 , 在 水 平方 向 上 膨胀 因子 处 处 为 1， 
而 在 垂直 方向 上 , 膨胀 因子 则 处 处 为 —1, 扭转 度 则 为 零 . 正方 形 的 象 虽然 仍 为 正方 
形 , 但 图 8-28 与 图 8-30 有 一 个 关键 的 区 别 , SRR RECN, 它 会 把 正方 形 的 
方向 反 转 , 从 而 


$ zdz = elp + iq) = e(ie + i£) = ie*. 
口 


图 8-30 
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加 到 解析 性 的 问题 ,并 将 (8.19) 与 图 8-29 比较 , 我 们 就 会 得 到 柯 西 定理 的 道 
定理 . 如 果 已 知 了 在 一 切 环 路 上 的 积分 都 为 零 , 特别 地 , 它们 沿 无 穷 小 正方 形 边 缘 
上 的 积分 为 0, 例如 在 图 8-29 左 方 的 正方 形 边 上 积分 为 0. 所 以 p+ig = 0. 但 是 很 
HE, 只 有 在 象 是 男 一 个 与 原 正 方形 方向 相同 的 无 穷 小 正方 形 时 才 会 发 生 这 样 的 事 
【请 与 图 8-30 比较 ), 所 以 f 的 局 部 效果 必 为 伸 扭 , 这 个 道 定理 称 为 摩 列 拉 呈 定理 . 

正如 本 书 对 待 其 他 新 思想 一 样 , 我 们 不 打算 以 严格 的 形式 来 陈述 我 们 的 论证 . 
我 们 的 口号 永远 是 :“ 洞 察 力 " 而 不 有 是“ 证明”. 例如, 考虑 对 于 图 8-27 和 图 8-28 的 
几何 论证 的 反对 意见 (其 严酷 程度 在 不 断 升级 ): 不 论 正方 形 包 么 小 , 其 象 的 边 不 会 
是 完美 的 直 边 (但 是 交角 却 是 完美 的 直角 ); 中 点 a 不 会 恰好 被 映 为 音 的 精确 的 中 
A 尽管 Rw 对 于 小 的 回路 有 无 可 置疑 的 精确 度 , 它 也 不 会 给 出 积分 的 精确 值 . 

然而 , 在 计算 中 起 决定 作用 的 是 : 积分 的 每 一 项 的 贡献 , 均 与 2? 同 阶 , 在 这 一 
点 上 图 8-28 和 与 之 相关 的 推理 大 概 都 是 无 懈 可 击 的 . 其 实 , 图 8-30 的 例子 会 更 令 
大 相信 和 以 上 的 反对 意见 其 实 并 不 相干 , 因为 在 那个 情况 下 我 们 知道 , 答案 至 少 准确 
到 与 < 同 阶 . [其 实 这 个 例子 是 完全 准确 的 , 不 过 这 种 准确 性 只 是 一 个 巧合 .| 更 一 
般 地 说 , 回忆 一 下 , 用 参数 计算 揭示 出 , 任何 一 个 回路 积分 的 实 部 和 虚 部 都 可 以 表 
未 为 通常 的 实 积 分 . 这 意味 着 我 们 可 以 把 以 前 在 实 分 析 中 对 Rw 引起 的 误差 估计 
(8.3) 移 到 复 域 中 来 . 所 以 正方 形 四 个 边 上 的 积分 与 其 Ry 值 的 相差 衰减 得 不 会 比 
5 的 立方 更 慢 [见习 题 21 与 习题 22). 但 是 我 们 前 面 已 经 论证 过 , 当 = 趋 于 0 时, 这 
些 误差 不 会 影响 (8.18) 中 的 和 . 虽然 我 们 不 再 讨论 这 个 问题 , 其 他 的 反对 意见 也 都 
可 以 类 羽 地 处 理 , 


8.11 一 般 的 柯 西 定理 
8.11.1 结果 


考虑 一 个 除 在 图 8-31 上 标 出 的 奇 点 以 外 均 为 解析 的 映射 . 它 在 K 上 的 积分 是 
BE ANS? 你 会 看 见 问题 所 在 . 对 于 不 自 交 的 简单 环 路 (如 图 8-27) 上 那 一 种 , 奇 
REREH "A, 从 而 柯 西 定理 是 否 可 用 都 是 完全 清楚 的 . 但 是 在 图 8-31 


We IG 


图 8-31 


(D Giacinto Morera, 1856—1907, 意大利 数学 家 . PEATE 
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E, 甚至 什么 是 “内 ”也 不 清楚 , 更 不 要 说 它 与 柯 西 定理 有 何 关系 了 . 
回忆 一 下 , 前 面 在 试图 沿 一 个 复杂 的 环 路 积分 三 时 就 已 遇 到 了 这 个 问题 [请 参 
看 (8.8) AUR 7.1.2 节 中 对 此 的 讨论 ]. 我 们 对 它 的 解决 方法 是 ; 定义 所 谓 “ 内 ”就 
是 使 环绕 数 不 为 零 的 所 有 点 的 集合 , 而 “外 ”就 是 使 环绕 数 为 零 的 所 有 点 的 集合 . 
有 了 这 些 定义 以 后 , 柯 西 定理 的 完全 一 般 的 形式 就 简单 得 令 人 吃惊 了 . 


著 一 解析 映射 在 一 环 路 之 “内 ”没有 奇 点 , 则 它 绕 此 环 路 的 积分 为 零 . (8.20) 


本 节 的 目的 就 是 为 了 理解 这 个 美丽 的 结果 . 

先 回答 开始 时 提出 的 问题 . 在 图 8-31 中 , K 并 未 绕 过 奇 点 , 所 以 ( 按 上 述 定理 ) 
积分 应 该 为 零 . 在 理解 定理 的 这 个 特例 的 过 程 中 , 我 们 将 被 引导 到 对 其 适用 性 的 完 
全 一 般 的 论证 . 
8.11.2 解释 


正如 在 图 8-16b 中 一 样 , 图 8-31 的 回路 K 把 复 平面 分 成 互 不 相交 的 几 块 ; 特 
别 是 K 的 “内 部 ”分 成 了 Di, Da 和 Ds, MA 8-32. $ Ci 为 D 的 边缘 , TAM 
定 要 恢 道 时 针 方 向 绕 行 . 为 了 不 把 图 画 得 太 乱 , 我 们 不 把 这 些 回路 的 符号 都 标 在 图 
EE, 而 在 区 域内 用 一 个 小 椭圆 单独 来 记 , 并 规定 它们 都 共同 取 逆 时 针 方 向 . 图 上 
还 用 小 方 框 标 出 了 K 沿 每 个 区 域 D; 的 环线 数 . 因为 在 构成 K 的 内 域 的 那些 区 域 
D; 中 没有 奇 点 , 我 们 关于 柯 西 定理 的 基本 形式 可 以 应 用 于 每 一 个 这 样 的 简单 回路 
C3, 而 给 出 


f(z)dz = 0. (8.21) 
Cy 


8-32 


现在 到 了 关键 性 的 地 方 , 7 K 的 积分 可 以 表示 为 沿 这 些 Ci 的 积分 的 线性 组 
合 , 这 里 Cj 包围 了 D; 的 内 域 . 在 图 8-32 的 情况 下 就 有 


b 有 有 dz 一 z fe +. f(z)dz + 2p Hei (8.22) 


例如 考虑 回路 C3, 其 上 的 道 时 针 方 向 恰好 与 K 在 这 一 部 分 (黑色 部 分 } 上 的 方向 
一 致 . 男 一 方面 , Ca 则 依 相 反方 向 绕 行 了 KK 的 另 一 部 分 , 即 为 男 一 个 黑色 区 域 的 
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边缘 . 这 样 最 终结 果 相 当 于 按 正 的 方向 绕 Cn 一 次 , 绕 Cs 两 次 , 并 且 按 相 反方 向 绕 
Ca 一 次 . 请 自行 核算 一 下 是 否 把 KK 全 按 正确 方向 走 遍 了 . 把 (8.21) 代入 (8.22) 就 
对 这 个 特殊 的 回路 验证 了 一 般 柯 西 定理 所 预测 的 结果 . 

因为 (8.22) 对 任意 f 均 成 立 , 我 们 可 以 把 太 抽 象 掉 而 把 (8.22) 写 为 


K = Ci - Cy + 203. 
注意 , 此 式 中 CG 的 系数 正 是 KK 关于 Dj WRA, 所 以 我 们 可 以 把 上 式 写 为 


K=Y uC}. (8.23) 
于 


从 上 面 的 例子 就 可 以 清楚 地 看 到 , 为 了 证 明 一 般 形 式 的 柯 西 定 理 , 就 只 需 证 明 (8.23) 
对 任意 回路 K 都 是 成 立 的 . 

考虑 图 8-33, 上 面 画 的 是 任意 闭 回路 K 的 夹 在 两 个 区 域 Di 和 D; 之 间 的 一 
部 分 , Di AD, 是 K 把 复 平 面 分 成 的 区 域 中 的 两 个 . 图 上 同时 也 画 出 了 其 边缘 C 
与 Cy 上 的 逆 时 针 方 向 . 利用 7.1.3 节 中 的 “穿越 法 则 ?(7.1), 可 以 导出 vj = vk L. 
于 是 在 (8.23) 中 , 与 K 的 方向 一 致 的 Ci 总 比 与 K 的 方向 相反 的 Ci 多 一 个 , 从 


图 8-33 


前 面 已 经 解释 过 , 在 证 明 (8.23) 的 过 程 中 , 也 就 导出 了 一 般 的 柯 西 定理 . 
8.11.3 ”一 个 更 简单 的 解释 


形变 定理 (8.11) 也 是 由 基本 的 柯 西 定理 导出 的 [在 导出 形变 定理 时 基本 的 柯 
西 定 理 尚未 证 明 ], 我 们 现在 将 用 它 来 对 一 般 柯 西 定理 给 出 更 简单 也 更 直观 的 解释 . 

设 一 个 回路 可 以 形变 并 缩 为 一 点 , 而 且 不 遇 到 函数 的 奇 点 (这 函数 在 其 他 点 上 
都 解析 ). 由 不 等 式 (8.5), 积分 之 值 在 此 过 程 终结 时 将 成 为 零 . 但 由 形变 定理 , 在 整 
个 过 程 中 积分 之 值 不 变 . 所 以 我 们 有 


若 一 闭 回 路 可 以 缩 为 一 点 而 不 允 到 奇 点 , 则 解析 洒 数 活 此 回路 的 积分 为 0 (8.24) 


为 了 把 这 一 切 都 整理 起 来 , 我 们 还 需要 一 个 方法 来 识别 何 时 这 个 收缩 过 程 是 可 能 
的 . 例如 图 8-31 中 的 K 能 不 能 缩 为 一 点 ? 图 8-34 说 明 这 是 可 能 的 . 所 以 由 (8.24) 
即 知 在 K 上 的 积分 为 零 , 这 与 一 般 柯 西 定理 一 致 
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这 两 个 定理 明显 地 是 密切 相关 的 . 事实 上 只 要 看 到 最 终 缩 到 的 环 路 的 环绕 数 
为 0, 即 可 由 (8.24) 导出 一 般 柯 西 定理 ; 起 普 夫 映射 度 定理 现在 告诉 我 们 : 


[8.24) 中 所 说 的 收缩 过 程 当 且 仅 当 回路 不 包围 任意 奇 点 时 才 是 可 能 的 . 


8.11.4 回路 积分 的 一 般 公式 


考虑 计算 下 f(z)dz 这 个 一 般 问 题 , 这 里 有 是 一 个 一 般 的 (可 能 自 交 的 ) 环 路 , 


而 f 在 KK 的 内 域 中 可 能 有 几 个 奇 点 s1,s2, 等 等 , 但 除 此 以 外 是 解析 的 . 图 8-35 就 
画 了 这 样 一 个 情况 之 例 . 


图 8-35 


于 此 , 在 K 的 内 域 包 含 了 两 个 单 联通 区 域 , Di ERKENT Ds ERKEN, 
其 边缘 各 为 C1 与 Ca 虚线 ). 因为 K 绕 浅 灰色 区 域 中 的 点 一 次 (v = 1), MARR 
色 区 域 中 的 点 两 次 (ve = 2), 一 般 结果 (8.23) 正确 地 预示 了 


K=} wo=1.0 +2-Co. (8.25) 
了 


如 图 所 示 , Bo; 是 一 个 包围 s;( 但 不 包围 f 的 奇 点 ) 的 简单 的 ( 即 不 自 交 的 ) 
道 时针 方 向 的 回路 , 而 我 们 定义 


= 中 fizjdz. 


370 第 8 章 复 积分 : 柯 西 定理 


由 形变 定理 (8.11), 我 们 知道 , 积分 万 有 一 个 不 依赖 于 o 之 大 小 或 形状 而 显示 其 
特征 的 值 . 此 外 , 我 们 在 图 8-20 中 又 看 到 , 如 果 一 -个 简单 的 环 路 包 力 了 几 个 奇 扣 , 则 
此 环 路 上 的 积分 等 于 它 所 包围 的 奇 点 各 自 的 了 值 之 和 . 在 我 们 的 例子 中 , 即 有 


| fizldz =h +b +i, f fizjdz = Ig + Iq. 
Ci Cy 
最 后 , 再 用 (8.25), 我 们 得 出 
$ flzjdz = 1- [h + Ig + Ia] +2- [eg + Fal, 
K 


这 里 每 个 GRRL K 娆 相应 奇 点 的 次 数 . 因为 (8.23) 对 于 任意 环 路 都 成 
w, 所 以 这 个 结论 也 对 任意 环 路 都 成 立 . 我 们 这 样 就 得 出 了 解析 函数 在 环 路 上 的 积 
b f(z)dz = So of kK, 3 让 万 . 

j 
这 就 是 本 章 的 宏伟 的 终 曲 . 
最 后 还 需要 计算 这 些 I; 的 有 效 方法 : WA LET. 在 下 
一 章 我 们 要 证 实 以 前 宣布 过 的 事情 , 即 在 每 个 sj 附近 都 存在 唯一 的 多 庆 级 数 [ 见 
8.6.5 节 ], 而 复 反 演 项 的 系数 则 为 留 数 Res[f(z), sji{ 这 就 是 留 数 的 定义 ). 有 了 这 些 
以 后 , 我 们 就 看 到 万 = 2niRes[f(z), sj;]. 这 样 


3 f(z)dz = 2 2_v(K, sj)Res[f(z), 8;]. (8.26) 
这 就 是 一 般 留 数 定理 , 注意 , 它 包 含 了 一 般 柯 西 定理 作为 各 个 ulK,s;) = 0 时 的 特 
例 . 
我 们 在 下 一 章 还 会 看 到 , 这 个 公式 中 的 留 数 可 以 直接 求 出 来 而 不 必 费 劲 去 找 出 
整个 的 罗 朗 级 数 . 这 样 , 尽管 我 们 还 没有 把 (8.26) HRA HUSH, 但 是 已 
经 很 清楚 , 我 们 在 这 里 会 得 到 一 个 在 实用 上 和 理论 上 都 强 有 力 的 结果 . 


8.12 J 题 


L 设想 x 表示 时 间 , ze(r) = 2+ifl(c) 就 是 通常 的 图 像 y = f(x) 的 参数 表示 . 
(i) 证 明 这 时 复 速度 是 v = 1 +itan9,8 是 此 图 像 切 线 与 水 平 直线 的 交角 再 
证 复 加 速度 为 a = if" (2). 
(ii) 第 5 章 习 题 20 中 证 明了 轨道 的 曲率 为 上 = [Im(av)\/\v\%. 由 (i) 导出 


nsec = f(x). 
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bo 


ifs 


cn 


=] of 


aE 


(ii) 由 (ii) 得 出 : 误差 方程 (8.3) 可 以 写作 
{4BCD) 之 面积 = fl (za. 


, 在 图 8-6 中 证 明 


lim _( 弦 4B 与 曲线 之 间 的 面积 ) 一 
A- (切线 CD 与 曲线 之 间 的 面积 ) ~ 


换言之 , Rw 比 梯 形 公式 准确 两 倍 . 


. 在 求 通常 的 实 函数 f(z) 的 积分 时 , 令 工 记 积分 区 间 的 长 度 ，M 记 此 区 则 内 


PO 之 最 大 值 . 由 习题 1 和 习题 2 得 出 标准 的 结果 ， 
梯形 公式 总 误差 < LMA?. 
类 似 于 此 , 导出 不 其 为 人 熟知 的 结果 ， 


es clad 1 
RM 总 误差 < miLMA. 


. 按 以 下 所 选 的 CBM fo (1/z)ds 之 值 , 并 用 参数 计算 方法 验证 你 的 答案 . 


(i) |= 1. Gi) |z -2| = 1. [iiij|z ~ 1| = 2. 


. 用 参数 方法 计算 (1/2) 在 一 个 正方 形 上 的 积分 , 此 正方 形 的 四 个 项 点 是 +1, +i, 


证 实 答案 确 为 2xi. 


. 用 参数 计算 方法 来 验证 zm 在 以 原点 为 中 心 的 圆周 上 之 积分 为 0, 除非 m = 一 1. 
. 把 一 个 硬币 (半径 为 4) 平 放 在 一 个 平坦 的 平面 上 , 再 让 男 一 个 半径 为 B 的 硬 


币 沿 着 它 滚动 . 滚动 着 的 硬币 边缘 上 一 点 所 画 出 的 轨迹 称 为 国外 旋 轮 线 (或 外 
EH), 而 当 A =nB(n 为 一 整数 ) 时 它 是 封闭 曲线 
(i) 以 固定 硬币 的 中 心 为 原点 , 证 明 圆 外 旋 轮 线 可 以 参数 表示 为 


z(t) = Blin 十 l)e“ _ efint1)t), 
(ii) 以 参数 方法 计算 (8.8) 式 中 的 积分 , 证 明 
外 旋 轮 线 所 包围 面积 = nB (n + 1)(n + 2). 


. 图 8-36 中 画 了 四 个 简单 环 路 , 每 种 情况 我 们 都 注 明了 它 包 围 了 多 大 的 阴影 面 


积 . 用 参数 计算 的 方法 对 这 四 个 环 路 的 每 一 个 验证 等 式 (8.8). 


(ii) (iii) (iv) 
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9. 者 回路 不 是 封闭 的 , (8.8) 将 推广 成 什么 ? 

10. 用 (8.23) 来 验证 (8.9). 

11. 图 8-18 的 完全 的 对 称 性 来 自 绕 单 位 圆周 的 积分 . 如 果 在 一 个 稍 大 的 圆周 上 作 
积分 . 图 形 大 体 上 看 来 如 何 ? 

12. 令 K 为 图 8-21 中 的 回路 . 
(i) 将 被 积 函 数 的 分 母 作 因 式 分 解 从 而 将 被 积 函 数 化 为 分 项 分 式 , 由 此 计算 下 


面 的 积分 
eee 
和 (远志 


(ii) 写 出 (cos z/z11) 的 以 原点 为 中 心 的 罗 朗 级 数 , 并 求 出 


13. 本 题 表 明 一 类 很 难 算 的 实 积 分 如 何 可 以 用 复 积 分 穿 易 地 算出 . 令 L 为 实 轴 上 
由 -R 到 -+R 的 回路 , J 为 在 上 半 平 面 中 由 +R 回 到 -R 的 半圆 周 回路 . 于 
是 完整 的 回路 L+ J 是 一 个 闭环 路 . 
(i) 用 习题 12 中 分 项 分 式 的 思想 , 证 明 当 RR < 1 时 积分 


$ dz 
L4J ar) 


为 0, 4 R>1 时 求 它 的 值 . 
(ii) 利用 2441 为 由 一 1 到 24 的 复数 , 写 出 当 z 沿 J 运动 时 |s+ + 1| 的 最 小 
值 . 现在 考 虚 R 很 大 的 情况 , 用 不 等 式 (8.5) 证 明 , 当 RR 增长 到 无 限时 J 
上 的 积分 衰减 到 0. 
(iii) 由 前 一 部 分 计算 出 w 
-æ (zt +1} 


14. (i) 积分 
| dx 
_ (r? +1} 
用 通常 的 方法 很 容易 算出 , 但 请 用 习题 13 的 方法 来 算 它 . 
(ii) 类 似 于 此 , 先 用 通常 方法 计算 
| ene 
op (2? + 1)?’ 


再 用 回路 积分 计算 它 . (Re: 求 此 题 的 分 项 分 式 最 快捷 的 方法 是 把 
1/( 十 1) 的 分 项 分 解 式 平方 .| 
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15. (i) 用 基本 定理 写 出 以 下 积分 之 值 ， 


atib 
| e* dz. 
ü 


(i) 把 上 述 答 案 与 用 参数 方法 算出 的 沿 由 0 到 (atib) 的 直线 回路 的 积分 值 等 
值 起 来 , 由 此 得 出 
ale" cosh — 1) + be" sinb 


1 
e” cos brdr = 
| a? + 


Cais b(1 — e° cosb) + ae® sin b 
I odes ea ent 
(iii) 用 通常 的 方法 证 明 (ii) 中 的 结果 . 
16. (i) 证 明 在 求解 析 函 数 乘 积 的 积分 时 , 可 以 用 通常 的 “分 部 积分 法 ". 
fi 令 工 为 由 实数 —o 到 +8 的 回路 . 证 明 
| ze™dz = 2i(sind — 0 cos), 
L 


AR L 为 直线 段 并 用 参数 方法 作 积分 来 验证 它 . 


17. 令 ， 
fa : (2+5) 
n 为 一 正 整 数 . 


(i) 用 二 项 定理 在 n 为 偶数 或 奇数 时 分 别 求 『 在 原点 的 留 数 . 
(ii) E n 为 奇数 , f 在 任意 不 通过 原点 的 环 路 上 的 积分 值 是 多 少 ? 
(iii) 者 n = 2m 为 偶而 C 是 绕 原 点 一 次 的 简单 环 路 , 由 (i) 有 
_ om (2)! 
f fade = am 
(iv) RC 为 单位 圆周 , 导出 以 下 由 瓦 理 斯 得 出 的 公式 
oo 
| cos“ @d@ = Zam 1 (mia 


(v) 类 似 地 , 通过 考虑 形 如 2* f(z) 的 函数 (其 中 下 为 一 整数 ) 计算 


27 2 
| cos" ð- cos kde 和 | cos" g - sin kédé. 
0 0 
18. $ 五 为 一 椭圆 轨道 z(t) = acost +ibsint, 其 中 a,b 为 正 , m t 由 0 #8] 2x. 
通过 考虑 (1/2) Æ 玉 上 的 积分 , 证 明 


f° dt on 
So a Ti e 
p Qcos2t+bh2sin tt ab 
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20). 


21. 


2 


ba 


24. 
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. 现在 来 验证 第 5 章 习题 19 所 说 的 , 车 一 函数 之 施 瓦 芯 导数 为 0, 则 它 必 为 默 比 


乌 斯 变换 . FE Beardon[1984, 77 页 ], 设 {f(z),z} = 0, HEN F = (f/f. 

(i) WEAR 1/F(z) -—1/F(w) = —(z — w)/2. 

(ii) 导出 必 有 某 个 常数 a, 使 Linf'(z) = -2/(z - a). 

(iit) 再 作 两 次 积分 即 可 得 出 f(z) 为 默 比 乌 斯 变换 的 结论 . 

考虑 图 8-27 PRE K 与 0 之 间 的 正方 形 的 余下 的 白色 碎片 . 

(i) 证 明 沿 这 些 碎片 边缘 的 积分 之 和 等 于 0 与 K 上 的 积分 之 差 . 

(i) 当 = BF OWN, 以 上 级 数 的 每 一 项 的 近似 值 是 多 少 ? 

(iii) 这 个 级 数 大 体 上 有 和 多少 项 ? 

(iv) 由 以 上 各 部 分 , 当 = BP 0 时 , 能 对 CC 上 与 K 上 的 积分 的 差 说 些 什 么 ? 

S K EH a — (c/2) Bl a+ (e/2) 的 直线 回路 , s 是 一 个 长 度 很 小 而 方向 任意 

的 复数 . 

(i) 用 基本 定理 求 2? 沿 MS, 然后 写 出 只 会 一 项 的 Rwy 而 得 出 的 积分 值 . 
证 明 由 Ru SUN he”. 

(ii) 和 第 (i) 部 分 一 样 , RH e 沿 K 积分 的 精确 值 以 及 Ru 的 值 . 把 e 展开 
Ayre, 由 此 得 出 这 个 情况 下 的 误差 大 约 是 十 eeea. 

(iii) 对 填 非 解析 的 函数 型 重复 前 两 部 分 的 误差 分 析 . [可 以 用 参数 方法 算出 积 
分 的 精确 值 .] 


. 令 乒 为 前 题 中 很 短 的 回路 . 设 f(z) 有 一 个 以 a 为 中 心 的 泰勒 级 数 在 K 上 各 


氮 均 收敛 


flath) = fla)+ Ho, 十 LO. + MON pe 
[对 于 解析 函数 , 这 种 级 数 的 存在 将 在 下 一 章 给 出 .] 
(i) 沿 K 积分 这 个 级 数 , 证 明 精 确 的 积分 与 Ry AKA Lp(a’. 验 
证 习题 21 中 前 两 部 分 的 结果 与 此 一 致 
(ii) 用 这 个 级 数 证 明 由 K 之 中 氮 的 销 到 K 的 两 端 之 象 的 中 点 的 复数 大 约 是 
if (as 当 = W 0 时 这 丙种 中 点 能 否 用 生成 图 8-28 的 放大 镜头 区 
别 开 来 ? 
(iii) 由 基本 定理 推出 , 这 种 级 数 的 存在 效仿 着 绕 位 于 收敛 圆 盘 内 的 环 路 上 的 
积分 为 0. 


令 f(z) 在 一 区 域 中 解析 而 此 区 域 包含 一 个 以 a,b,c 为 顶点 的 三 角形 , 从 而 其 


三 个 边 为 A= (c-b), B= (a-c), C = (b-a) 给 出 一 对 点 p,g, 我 们 定义 wy, 


8.12 3 Ah 375 


为 f(z) 在 线段 pq 上 的 某 种 平均 值 : 
Wing = =o i zjdz 
‘Dg aon} £0 i 


证 明 这 个 复 平均 映射 把 三 角形 abe 的 三 个 边 映 为 一 个 相似 三 角形 的 顶点 wab, 
Whe, Wea! 这 个 结果 显然 应 归于 Echols [1923], 我 们 只 不 过 是 重新 发 现 了 它 . [ 提 
示 : 证 明 Aw. + Bwa 十 Cwas =0, FHA A+ B+C=0) 

令 K 为 一 闭 回 路 ,wv ACS a 点 的 环绕 数 . 证 明 


$ (= =) dz = 2nive*. 
Ji = 


[提示 : 把 e 写成 ete) 并 将 ef -9% 展开 为 一 罕 级 数 .] 这 是 所 谓 柯 西 积分 公 
式 (将 在 下 一 章 解 释 ) 的 特例 , 这 个 公式 说 , E S EK 内 为 解析 , 则 


24, 


i 


f(z) = miv] (a 

. 考虑 圆 盘 |z| < RR 在 映射 z 一 k" FHS. SRAM AERA 
次 时 , 它 的 象 必 扫 过 半径 为 | 如 有 mm HRA mik. 所 以 我 们 可 以 有 意义 地 定 
ASHEBA mrk Rm. 按 此 理解 , 证 明 若 一 映射 有 收 伍 的 千 级 数 展 形式 


2 


| 


f(z) =a+bz+ez*4+dz74+---, 
则 其 象 的 面积 正 是 它 在 级 数 的 每 一 项 下 的 象 的 面积 之 和 : 
象 的 面积 = a(b R? + lel? Rt 十 3 四 2R5 十 .….). 
这 就 是 比 伯 巴赫 面积 定理 . 提示 : 面积 的 局 部 膨胀 因子 是 |, 所 以 象 的 面 


RH da . 
| Pazay=| | f(re®) Fre) 0) rar. 
jz| 志 中 i oO 


26. (i) 若 六 是 一 解析 函数 , 它 在 环 路 L 上 没有 奇 点 或 p A, 则 


= 


of = sa Foye 
(ii) 现 令 
(z — ajf (z — os... (z — ay)" 


FNS (sh) = ba) (ebm) om 


通过 考虑 (inf) 来 求 (f). 


D Ludwig Bieberbach, 1880—1982, 德国 数学 家 ,一 一 译 者 许 
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(iii) 在 (i) PS p=0 RL AGAR a 到 ar 与 极点 六 Bb, 的 环 路 . 由 此 
通过 计算 得 出 有 理 函 数 的 广义 辐 角 原理 : 


v (F(Z) , 0 = A-B; 
j=1 j=1 
= (内 域 中 根 的 数目 ) 一 (内 域 中 极点 的 数目 ). 


第 9 章 ” 柯 西 公式 及 其 应 用 


9.1 柯 西 公式 


9.1.1 引言 


本 章 比 较 简 短 , 它 的 主要 目的 之 一 是 把 前 几 章 松散 的 线索 连 起 来 , 把 缺少 的 证 
明 补 起 来 . 特别 是 , 我 们 前 面 已 经 宣布 了 解析 函数 f(z) 有 如 下 3 个 重要 性 质 (但 是 
尚未 解释 和 证 明 ) 如 下 . 

s f(z) 可 以 微分 任意 多 次 一 一 它 是 “无 穷 可 微 的 ”. 

。 在 通常 的 点 附近 , f(z) 可 以 表示 为 泰勒 级 数 . 

e 在 奇 点 附近 , f(z) 可 以 表示 为 罗 朗 级 数 . 

这 些 事实 的 经 典 解释 "依赖 于 以 下 的 结果 . E f(z) 在 简单 环 路 到 之 上 及 其 内 
域 均 为 解析 , 而 a 为 工 内 域 中 的 一 点 , 则 


l f fiz) 


2mi j, z—a 


此 式 称 为 柯 西 公式 , 它 正 是 5.2 WP ATAA eB BEER ee. 这 个 公式 
说 的 就 是 : 了 在 LERA, 刚性 地 决定 了 它 在 工 内 各 处 之 值 . 
我 们 将 对 (9.1) 式 作 两 种 解释 , 而 二 者 都 坚实 地 以 柯 西 定理 为 基础 . 


9.1.2 第 一 种 解释 


因为 已 经 假设 f(z) EL 的 内 域 是 解析 的 , 函数 e/-a] 在 那里 除了 在 
z = a 处 有 一 个 奇 点 外 , 也 是 解析 的 . 所 以 由 8.6.3 节 的 (8.11), 如 果 把 L 向 其 内 域 
形变 , 只 要 不 辜 上 a, 积分 (9.1) 的 值 是 不 会 改变 的 . 

令 C 是 以 a JPO, r 为 半径 而 且 严格 位 于 CZ AREA. 从 图 9-1a 可 以 
看 到 , L 可 以 向 内 形变 为 C 而 不 碰 到 a, 所 以 不 会 改变 积分 之 值 , 从 而 有 


Sa f(z) dz = a TaY ay, 


2Mi Jp 2—0 2m Jo. 2—a 
这 个 变换 的 好 处 是 Cr 上 的 积分 既 人 简单, 又 有 很 有 帮助 的 解释 . 


D 在 20 世纪 50 FAR, 发 展 起 来 一 种 利用 如 第 ?了 章 的 那 种 拓扑 学 思想 的 尺 理 方法 ， 我 们 本 来 也 想 
在 这 里 采用 这 种 方法 ， RMR SABA RAM, 我 们 婚 缺 少时 间 , eRe, 所 
H, 虽然 心 有 趟 甘 , 也 只 好 回归 到 以 积分 为 基础 的 方法 .甘于 拓扑 方法 , 请 详 见 Whyburn [1955， 
1964] 和 Beardon [1979]. 


dz = f(a). (9.1) 


(9.2) 


图 Hi 


首先 回想 一 下 , 当 zg =a 二 rei 时 Fize) ZAA C. 的 平均 值 (Pic, 的 定义 为 
1 2y 
Nor = 5 | f(z9)dd. 


在 前 一 章 我 们 曾经 从 几何 上 看 到 , 当 6 增加 do, 使 得 zs 沿 着 圆周 C. 移动 dz, 
Ml) dz/(z—a) = idð. 代入 (9.2), 我 们 就 发 现 不 来 的 沿 L 的 积分 可 以 解释 为 f ZEAE 
一 个 C, 上 的 平均 值 ; 
maf Fe) az= (fie, 
L 


2ni J, z—a 

特别 请 注意 (fico, 之 值 与 圆周 的 半径 无 关 . 为 了 完成 (9.1) 的 推导 , 只 需 证 明 这 个 
与 半径 无 关 的 平均 值 正 是 了 在 圆心 a 处 之 值 . 

为 了 更 好 地 掌握 平均 值 (foo, WAX, 设 在 Cr 上 有 等 距 分 布 的 点 z1,z2,.… ,zn 
而 ww ,Wn 是 它们 在 映射 : = w= f(z) FHS. 这 些 象 点 的 通常 的 平均 值 
Wa = 20%, wy 就 是 它们 的 形 心 , (f)c, 就 是 Wa 当 n 趋 近 无 穷 时 的 极限 位 置 . [ 关 
于 平均 值 和 形 心 的 更 详细 的 讨论 , 请 参看 第 2 章 最 后 一 节 . 

现在 让 圆周 C 缩 向 圆心 a, 如 图 9 -la Pim. HERT 为 连续 (而 不 必 解 
析 ), 就 可 以 看 到 (Co 将 缩 为 f(a), 如 图 9- lb 所 示 . AAC, 上 任意 n FANS 
w Ww , Wn 都 趋 于 f(a), 它们 的 形 心 Wi 当然 也 是 这 样 . 于 是 


lim (fle, = f(a), 
柯 西 公式 的 第 一 种 解释 至 此 完成 . 
9.1.3 ”高 斯 平均 值 定理 
在 上 面 的 研究 过 程 中 , 我 们 还 捡 到 了 一 个 有 趣 的 附加 结果 : 


# f(z) 在 一 个 以 a 为 中 心 的 圆周 CC 上 及 其 内 部 均 为 解析 , 则 了 
EC 上 的 平均 慎 等 于 它 在 圆心 处 的 值 : (fhe = fla). 


如 果 把 f 分 成 实 部 和 虚 部 : f= u tiv, 则 立即 有 (we +ilude = ula) +iv(a), 所 以 


(wo = ula) MA fee = vla). 
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MUE -TLEAN 再 是 一 个 解析 复 函 数 的 实 部 或 虚 部 , 则 它 在 一 个 圆周 上 的 平均 
(AST ee a DARE. 

但 是 若 我 们 已 知 一 个 实 函 数 , 怎么 知道 是 吾 存在 一 个 解析 复 函 数 , 使 其 实 部 或 
虚 部 怡 好 就 是 ©? 在 第 5 章 的 习题 2 中 已 经 证 明 过 , 必要 条 件 是 更 为 调和 函数 , 亦 
即 它 满足 拉 普 拉 斯 方程 

A$ = (8? + Eb = 0. 
其 实 我 们 将 在 第 12 章 中 看 到 , 它 也 是 一 个 充分 条 件 , HS AN AE: 
调和 函数 在 一 个 圆周 上 的 平均 值 等 于 它 在 圆心 处 的 慎 . 

9.1.4 ”第 二 种 解释 和 一 般 柯 西 公式 

如 果 不 要 求 L 为 简单 环 路 , 则 对 柯 西 公式 会 发 生 什 么 ? 和 在 前 一 章 一 样 , 现在 
重要 的 是 要 仔细 地 定义 工 的 “内 部 "为 那些 使 得 工具 有 非 零 环 绕 数 的 点 的 集合 : 


内 部 = {plulL, p| # 0}. 


在 图 9-2 P, / E LAR WARTA. e-a 在 “内 部 ”的 奇 点 则 只 有 
在 z=a 处 有 一 个 . 从 图 上 还 看 到 工 a PAM, 即 olL, a= 2. 由 对 于 简单 环 路 的 
柯 西 公式 , 有 二 ,dz = 2f(a). 


2m d L z-a 


图 9-2 


一 般 地 说 , 这 样 的 推理 思路 暗示 , 会 有 以 下 的 一 般 柯 西 公 式 : 车 f(z) 在 一 个 一 
艇 的 环 路 L 上 及 工 内 均 为 解析 , 则 


aft Fl) 


sanulL ] + 
Eg Liaz = vlk alfa) (9.3) 


但 是 按照 以 上 的 思路 , 此 式 是 否 一 般 为 真 , 还 不 太 清楚 . BYR EE { 即 7.2.1 
节 的 (7.2)) 肯定 可 以 保证 工 可 以 形变 为 以 a 为 中 心 的 圆周 , HRE vL, al 次 , 而 
AAS a 点 . 但 是 , 虽然 f(z) 在 工 内 是 解析 的 , 却 不 能 保证 , ¢ 的 奇 点 不 分 布 在 
L 的 附近 , 使 得 在 工 形变 的 过 程 中 , 也 不 会 碰 上 一 个 奇 点 . 

我 们 鼓励 你 继续 这 一 思路 , 但 是 这 里 我 们 将 给 出 一 个 不 同 的 途径 , 能 够 清楚 而 
直接 地 给 出 (9.3) sh. 考虑 图 92 中 的 映射 > 一 = f(z), 并 定义 


Falz) = f(z)- fla) _ 7-4 


= — u a—@ 
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如 果 把 Y = {z 一 a) 画 成 由 a 发 出 的 向 量 , 而 把 V 画 成 由 & = f(a) 发 出 的 象 向 量 ， 
则 Falz) 描述 了 由 下 到 Y 的 旋转 和 伸缩 的 总 量 , 也 就 是 伸 扭 a) 的 非 无 穷 小 类 
比 物 , 后 者 则 把 无 穷 小 向 量 上 RARR £= f'(a)t, 而 且 


Fala) = lim F(z) = f'(a). 


因为 已 经 假设 f(z) 为 解析 的 , MAZE L'AN HATA, 所 以 F(z) 也 是 这 
样 . 一 般 柯 西 定理 告诉 我 们 


1 
Oni p Fa(zjdz = 0. 
换言之 ， 
yas f(z) 7, 1 dz 
? =ni f, a Mas f, z—a 
l (z) 
= ae a? — v[L, a] f(a). 


9.2 ”无 穷 可 微 性 和 泰勒 级 数 


9.2.1 FOAM 


现在 我 们 回 到 L 为 简单 环 足 的 情况 ,并且 来 证 明基 f 在 L* 内 部 ”解析 ， 则 
f(z) 也 是 . 由 此 用 归纳 法 , 即 知 f(z) 为 无 穷 可 微 的 . 

我 们 需要 证 明 的 就 是 , 车 f 是 共 形 的 , 则 f(s) 也 是 . 换言之 , BE Bt 
个 映射 z= Z [= f(z), 则 每 个 由 a 发 出 的 无 穷 小 向 量 上 都 经 过 同样 总 量 的 旋转 与 
伸缩 , 才 达 到 由 天 发 出 的 铺 向 量 E 就 是 说 , 必 存 在 单一 的 复数 pe (a) (EDP 的 伸 扭 ) 
使 得 E = fla. 

第 一 步 是 要 找到 一 个 干净 的 表达 式 , 把 f'(a) 用 f(z) EL ERMEER. Æ 
页 译 者 注 中 已 经 指出 , 对 于 F(z) 可 以 应 用 柯 西 定理 , 当然 也 就 可 以 应 用 柯 西 公式 ， 
这 样 就 可 以 得 出 
Fa( 


E = 


z) de 
a 


1 
fla) =f 0) = Oni p 
D 这 里 不 能 直接 应 用 柯 两 定理 ， 国 为 不 能 确定 Falz) 在 a 点 是 解析 的 , 而 具 能 得 知 它 在 例如 0 < 
|z- al < p 这 样 的 区 域 中 解析 , 这 里 p 是 一 个 适当 的 正 数 ; 同时 还 可 以 知道 lim (z 一 a) Fa(z) = 0. 
但 是 Ahlfors [1979] 第 4 章 的 定理 外 中 译本 113 页 ) 指出 , 这 时 柯 西 定理 仍然 成 立 ， 证 法 与 本 书 
公式 (8.10) HE. 更 好 人 的 办 法 是 看 到 > = a HEE Pals) 的 可 去 奋 点 ， 请 看 9.4.2 节 的 脚 
HE. 一 译 者 注 


92 AF Tae RHA 381 


1 f(z) de — ag dz 
L 


2ni J, (z — a): ani J, (z-a)? 


因为 第 二 个 积分 为 零 , 所 以 有 


i 1 z 
r= si, Gay 
现在 我 们 要 利用 此 式 来 给 出 一 个 由 a 发 出 的 小 向 量 € 在 映射 2 z= f'l) 
下 的 银 E BA E 同 阶 的 项 , 即 得 [练习 | 


dz. (9.4) 


一 i 2 
g= f'(a +¢)-— f (a) = Fax? nota ay | E. 


令 & 为 无 穷 小 向 量 , 我 们 就 导出 了 所 需 的 结果 : 每 个 由 a RNA E 总 
HHA E= f'(a), 其 中 


t"(a) = 2 f(z) dz 


~ Oni ty, G-a (9.5) 
注意 到 
afi] 1 dl- 2 
da =l - (z—a)?’ da? Ex (z-a)? 
就 可 以 看 到 (8.4) 和 (9.5) 均 可 以 由 公式 


/加 = 二 中 £2) 


2m Jp, z~a 


dz 


在 积分 号 下 直接 对 a 求 导 而 得 . 继续 这 样 做 下 去 , 我 们 就 可 以 猜想 到 n 阶 导 数 fo 
可 以 写 为 


Piget 27) __g, (9.6) 


ani J, -aH A 
我 们 马上 就 会 看 到 , 此 式 为 真 . 
9.2.2 ”泰勒 级 数 
现在 我 们 来 证 明 , 如 果 f(z) 在 一 个 以 原点 为 中 心 、 以 五 为 半径 的 圆周 上 与 内 
部 为 解析 , 则 f(z) 可 以 展开 为 在 此 圆 盘 中 收敛 的 阶级 数 : 


f(z) Sep + cz + cas + gz? +s. 


我 们 在 第 5 章 里 已 经 看 到 , OEE PS BY. 所 
以 , 措 级 数 展开 的 存在 , 就 给 出 了 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 的 第 二 个 证 明 . 由 此 展开 
式 也 可 以 得 出 , 其 系数 cp, 可 以 表示 为 
f° (0) 


Cn = 一 | (9.7) 
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所 以 , 这 个 戎 级 数 其 实 就 是 泰勒 级 数 , 而 其 系数 并 不 依赖 于 R: 
fið=f (0) + f'(0)z 十 —— A i ro) x? 十 re) 23 二 。， 

要 想 证 明 这 种 级 数 展开 式 的 存在 ， erie 西 公 (9.1). 改变 记号 之 后 就 可 

以 把 它 重 写 为 
Lf AH. 17 Z 1 
ole sai, og T a ae | is 

请 看 图 9-3. AA * 处 于 Z 所 在 的 圆周 的 内 部 , |z| < |Z = R,\(z/Z)| < 1. 所 以 
1/(1—(z/Z)| 可 以 看 作为 一 无 穷 儿 何 级 数 的 和 , 而 有 


Hn zt f n+ (2/Z) + (2/Z)? + (z/Z} + ---]aZ. 


只 要 这 里 无 穷 级 数 的 逐 项 积分 有 意义 , f(z) 就 确 能 展开 为 震级 数 : 
N = Sree”, 其 中 on ah fZ) dZ. (9.8) 


= 2ni 


进一步 还 有 , 将 此 式 与 (9.7) 比较, 又 可 得 到 (9.6). 
puny 


zn+l 


图 9-3 


为 了 证 明 这 里 的 逐 项 积分 人 台 法 ， 考 虑 级 数 (9.8) 的 前 项 的 和 fwli) = 
Tlen". WERNEER N 一 ee 时 ， f(z) 一 f(z), 就 证 明了 这 个 结 


R. 
因为 
Sp 2/Z)? N-1 er 
1—(2/Z) [1 + (2/2) + (2/2) +--+ + (2/Z)""] = jZ 
所 以 有 


N 
fe) fie) = sop SP Daz, 


最 后 再 回想 一 下 , 8.3.3 节 的 (8.5) 告诉 我 们 , 一 个 积分 的 最 大 模 不 会 超过 积分 路 径 
的 长 度 乘 以 被 积 函 数 在 积分 路 径 上 的 最 大 模 . 如 果 用 M 表示 | f(2Z)/(4—2)| EC 
上 的 最 大 值 , 即 有 

f(z) — fv(2)| < RM|(2/Z)|”. 


9.3 留 数 计算 383 


所 以 Jim fn(z) = ). 证 毕 . 

MT SUS APO 我 们 知道 , 如 果 f EC 的 内 部 是 解 
析 的 , 则 级 数 (9.8) 在 此 圆 盘 中 收 和 化 于 fiz). 这 样 从 图 9-3 上 看 , 可 以 把 C 扩大 到 
图 上 的 虚线 圆周 , 在 那里 , 它 第 一 次 碰 到 了 Ff 的 奇 点 . 更 一 般 的 情况 是 f 可 以 是 一 
个 多 值 函 数 的 单 值 支 . 我 们 在 第 2 章 中 学 到 过 , 支点 和 育 点 是 同样 的 障 得 . 这 样 , 收 
MPAA POS RUM ARMA SER. 

最 后 还 有 一 点 .我 们 是 选择 了 原点 作为 展开 式 的 中 心 的 , 目的 是 减少 代数 上 
的 麻烦 , 但 是 这 样 的 选择 并 不 影响 一 般 性 ， 设 我 们 相反 是 选取 了 a 作为 中 心 , B 
是 说 , 想 把 f(z) 按 e-a MRR. WR f(z) Æa AWI, $ z = ase, M 
Fe = f(a +£) = f(z) Æ E 平面 的 原点 解析 ,所 以 它 具 有 以 & 为 中 心 的 展开 式 ， 


opin) (n) 
FO =E Oe = f(s) = ee LD a-a. 
n=0 i n= 
这 个 级 数 的 存在 性 也 可 以 换 一 个 方法 , 通过 推广 以 原点 为 中 心 的 展开 式 的 论证 

直接 得 出 [练习 ]. 不 论 用 哪 种 方法 , 我 们 都 会 得 到 同样 的 结论 : 

Æ f(z) 为 解析 的 , 而 a MAES SLES, 则 f(z) 可 以 表示 为 

VAT 8 RAs, EAHA AP RAF f(z), 其 半径 是 a 到 

fiz) RHF AAS EO: 


flz)= Seals —a)", 其 由 Pa.. e T Dal dy. 
n=0 


onl «Oni J, (2 —a)nt! 
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9.3.1 以 极点 为 中 心 的 罗 朗 级 数 


设 a 是 解析 函数 f(z) 的 极点 , BI lim f(2) = cc. 我们 在 第 7 章 中 是 通过 假设 
泰勒 级 数 的 存在 (现在 已 经 证 明了 ) 来 研究 极点 的 , 而 由 此 发 现 [7.8.2 节 的 (7.19) 
可 以 在 a 点 附近 把 f(z) SA 


oz) 
(一 om 
这 里 p(z) Æ z= a 附近 解析 而 且 pla) 4 0. 回忆 一 下 , 正 整 数 m ARIA “BT, 
阶 越 大 , 当 z 趋 近 a 时 , f(z) AE oo 也 越 快 . 
我 们 知道 , o(z) 可 以 展开 为 以 a 为 中 心 的 泰勒 级 数 : 
= 1 calz- a)" 其 中 cn= ee). 


mm! 


f(z) = 


n=0 
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由 此 , 我 们 得 到 


FHAA f(z) 在 a 点 有 m 阶 极点 , 则 在 此 极点 附近 f(z) A 
有 以 下 形式 的 罗 妆 级 数 


人 

回忆 一 下 , 1/(z 一 a) 的 系数 en. RA f(z) 在 a 点 的 “ 留 数 ", 记 为 Res[f,al. 
也 请 回忆 一 下 留 数 在 计算 积分 中 的 关键 作用 : 车工 是 一 个 简单 环 路 , 包围 a 但 不 
包围 f 的 其 他 育 点 , 则 


Yem temal- a) +. 


$ f(z)dz = 2niRes|f, a]. 
L 


一 般 地 说 , 设 不 要 求 L 为 简单 环 路 , 而 且 f(z) 在 a 和 a 等 几 个 点 上 都 有 极 
点 . 在 第 8 章 中 讨论 这 个 情况 时 , 未 证 罗 朗 级 数 的 存在 , 正 是 缺失 之 处 . 若 已 证 明 f 
在 每 个 极点 附近 均 有 罗 朗 级 数 , 我 们 也 已 经 证 明了 一 般 留 数 定理 [8.12 节 的 (8.26) 
式 ]: 


f(z)dz = 2ni $ vlL,an]Reslf,an]. (9.9) 


9.3.2 计算 留 数 的 一 个 公式 


很 容易 找到 在 极点 计算 留 数 的 显 式 的 公式 ， 再 看 一 下 上 面 对 于 罗 朗 级 数 的 推 
导 , 即 知 


(m~1) [a 
Res|f a] = cm -il = a — 7 
因为 o(z) = (z — a)" f(z), 我 们 得 到 
a A f(z) 的 m 阶 极点 , 则 
1 ay" 
Rolfe) a= pi lE) ea" (9.10) 


从 这 个 一 般 结果 , 可 以 导出 其 他 一 些 在 常见 情况 下 加 速 留 数 计算 的 结果 . 例如 ， 
Eit f = (P/Q),Q 在 a 点 有 一 个 单 根 , 使 得 f 在 a 点 有 一 个 “简单 * 极点 ( 即 一 
阶 极点 ) 这 时 

P(2) 
CERO 


这 样 ,车 f(z) = P(z)/Q(z), a 是 Q(z) 的 单 根 , 则 


Res{f(z),a] = lim (z — a)f(z) = lim 


Res[f (2), a] = P{(a)/Q' (a). (9.11) 
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例如 , 考虑 f(z) =e? /(z4-1), BH 41,41 各 有 简单 极点 . BL ABA |z-1|= 
1, 则 在 工 内 部 只 有 一 个 极点 z= 1,(9.11) 式 给 出 


| i = 2miRes[ f, 1] = nile = amie. 
rz 


其 实 , 我 们 可 以 用 柯 西 公式 核算 这 个 结果 . 因为 
(2—1) =(z-1)(L+2+27 42%), 


我 们 可 以 写 出 f(z) = F(z)/(2-—1), 这 里 F(z) He? /11 42422425). 因为 F(z) 在 
L 内 部 是 解析 的 , 所 以 


$ dz = | PAS) as = 2niF (1) = or 
L LŽ- 2 


zł] 1 


和 前 面 得 到 的 结果 是 一 样 的 . 
9.3.3 ”对 实 积分 的 应 用 


我 们 在 第 8 章 的 习题 里 已 经 看 到 , 某 些 类 的 实 积 分 如 何 用 复 回路 积分 表示 正 
相当 于 计算 留 数 . 按照 (9.9) A, 计算 留 数 是 一 件 直 接 了 当 的 事情 . 这 样 , 留 数 定理 
提供 了 计算 实 积分 的 强 有 力 的 方法 

从 历史 上 看 , 柯 西 在 计算 原来 无 法 处 理 的 积分 上 取得 的 成 功 , 是 他 的 发 现 的 力 
量 的 第 一 个 切实 的 信号. 许多 现代 教材 (例如 Marsden[1973]) 仍然 详细 讨论 怎样 把 
留 数 定 理 用 于 实 积 分 , 继续 来 庆祝 这 个 成 就 . 然而 毫 无 疑问 , 这 项 应 用 已 经 远 不 如 
过 去 那么 重要 了 . SR, 一 个 物理 学 家 、 工 程 师 或 者 数学 家 , 如 果 遇 到 难 办 的 积分 ， 
不 太 可 能 从 计算 留 数 开 始 , 而 更 可 能 去 求助 于 计算 机 . 所 以 , 我 们 只 做 几 个 说 明 性 
的 例子 , 虽然 在 习题 中 还 有 一 些 进一步 的 例子 . 

以 第 8 章 的 习题 14 AA, 我 们 用 分 项 分 式 计算 了 积分 [IE (z2 +1)-?dz. 为 
了 用 留 数 再 算 一 次 , 我 们 沿 一 个 简单 环 路 工 +.J (图 9-4a) 来 求 f(z) = 1/(z2+D 的 
积分 . 这 里 工 是 实 轴 上 从 —R 到 +R 的 一 段 , 而 BEEP +R 回 到 -R 的 
AM. 把 f(z) BSA f(z) = 1/(2+7? (2-1, 我 们 看 到 唯一 的 奇 点 是 在 z = ti 
处 的 二 阶 极点 . 这 样 , 如 果 R > 1[ 图 上 就 是 这 样 画 的 ), 则 (9.10) 给 出 
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| E E =< T A: E N EE E EE 
p me f(z)dz = 2niRes[f, i] = ani 了 (e+ ip long = mi aie = 2° 
BEE, 另 一 方面 ， 
dr 
b f{z)dz = | Gai Tip + | flz)dz., 
在 前 面 的 习题 中 已 经 证 明了 当 RBA, J 上 的 积分 趋 于 零 . 这 样 ， 


to dr T 
i (+1? 2 
著名 物理 学 家 费 曼 曾经 有 一 次 和 他 的 同事 们 打赌 说: “不 管 是 谁 , 用 回路 积分 
算出 的 任何 积分 , 我 都 能 用 其 他 方法 算出 来 .” 费 曼 终 于 赌 输 了 , 也 算是 对 复 分 析 的 
一 项 进贡 吧 . 然而 , 我 们 可 以 用 一 点 小 技巧 检验 一 下 上 述 积 分 , 正 是 这 个 小 技巧 时 
常 使 得 费 曼 可 以 不 用 回路 积分 : 这 就 是 对 一 个 比较 简单 的 积分 应 用 对 参数 的 求 导 . 
考 虚 以 下 初等 的 结果 


以 a=1 RA, 邑 可 证 实 留 数 的 计算 . 
第 二 个 例子 是 计算 "EE 
了 三 | ed coe a > 1, 
把 它 写成 单位 圆周 C 上 的 回路 积分 , 如 图 9-4b. 从 图 上 可 以 看 到 cos 是 > & (1/2) 
的 中 点 , dz 垂直 于 z, MEEA do. 用 公式 来 写 , 就 是 cos? = 直 z 十 (17z,dz = izdé. 
把 它们 代入 I WA 
(dz /iz) a dz 
ac i {lz + (1/2)]/2} +a — zig, z? + 2az +1 

因为 被 积 表达 式 的 两 个 极点 p.g 满足 关系 式 pg = 1, |p +q] = |- 2a| > 2, 所 以 它们 
必 有 一 个 而 且 只 有 一 个 在 C 内 一 一 事实 上 , 二 者 互 为 几何 倒数 . 于 是 可 得 [练习 | 


T = Ank fen [= 
eC 


@ Feynman[1985', 195 H]. {此 书 有 中 译本 ; (QED: 光 和 物质 的 奇异 性 》,， 商务 印 书馆 ,1994. 但 是 中 
BAG ARR 171 页 , 所 以 看 不 到 这 个 故事 . - HAE) 
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9.3.4 用 泰勒 级 数 计 算 留 数 


要 想 用 (9.10) 计算 留 数 , 就 需要 先知 道 极 点 的 阶 数 m. GOR f(z) 是 由 已 知 其 
泰勒 级 数 的 比较 简单 的 函数 造 出 来 的 , 求 m 最 快 的 方法 是 用 级 数 作 运算 . 这 个 方 
法 还 可 以 进而 用 来 计算 留 数 本 身 , 常常 比 用 公式 (9.10) 简单 . 稍 举 几 个 例子 就 足以 
解释 这 个 方法 了 ， 

第 一 es fi) = (sin? z/25), 它 显然 在 原点 有 某 种 育 点 ， 对 于 很 小 的 
z sinz = z, 所 以 fiz) = (1/24), 所 以 极点 的 阶 数 mm = 3. 在 sioz 的 泰勒 级 数 中 多 
取 几 项 , 就 可 以 在 o 的 罗 朗 展开 中 多 得 儿 项 从 而 可 以 得 到 留 数 ; 


23 2 . 3 
f(z) =4 -5+ == 2? - (22) (=) +] 
=} -5+ > Reslf,0]=-3 
要 想 领 略 一 下 这 个 方法 的 效率 , 请 换 用 公式 (9.10) 来 验算 一 下 这 个 结果 . 
下 面 这 个 例子 还 有 有 用 的 推论 . + glz) = (1/2?) cot(nz), ERRER AAA. 
要 求 它 的 阶 数 和 留 数 , 我 们 先 来 求 cotfrz) 的 罗 朗 级 数 . 在 进行 这 项 计算 时 , 重要 的 
是 要 记 住 , 我 们 需要 的 并 非 整 个 罗 朗 级 数 . 我 们 需要 的 是 gle) 的 (1/2) 项 , MER 


自 cot(xz) 的 z 项, 所 以 我 们 只 需要 走 到 下 面 那么 远 就 行 了 : 
3 mz)? a 
scone fh ma + jae - § ) +- 


sin mz PA 3! 


| 


1 =l mz)? (mz)? 
| 
| 5 + | | + 6 + 


cot(mz) = 


特别 请 注意 , 以 后 会 用 到 Res[cot(xz), 0] = (1/7). 

回 到 原来 的 函数 g, 我 们 发 现 
g(z)= -5 一世 

所 以 原点 是 三 阶 极点 , 而 且 Res[y,D] = 一 (x/3). 也 请 换 用 (9.10) 式 作 验算 . 

对 这 个 例子 继续 看 下 去 . 很 清楚 , oe) 在 每 一 个 整数 > = n MAAR. 为 了 
找到 z =n 处 的 留 数 , 我 们 当然 可 以 令 z= ntt, 并 把 g RA E WRF ARS. 但 
是 不 必 这 样 做 . 因为 (1/23) 在 > =n 40 DHEA, 又 因为 cot[r(n + E] = cot nt， 
所 以 ， 


aT 


Res[(1/z*) cot(xz), n] =(1/n*)Res[cot(xz), n] 
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=(1/'n*)Res[cot(mz), 0] 
=1/(xn)*. 


一 般 说 来 , 如 果 ffzl 是 一 个 在 z = n( 整 数 ) 处 无 奇 点 的 解析 函数 , 则 有 

Res| f(z) cot(nz), E = fín). (9.12) 
此 式 当 然 也 可 以 用 (9.11) E [练习 |. 
9.3.5 ”在 级 数 求 和 上 的 应 用 


从 历史 上 看 , 1 十 吉 十 去 十 二 十 … 是 数学 家 们 不 能 用 初等 代数 方法 求 和 的 级 数 . 
在 伯 努 利家 族 的 数学 家 们 试 过 而 且 失 败 了 以 后 , 欧 拉 终于 在 1734 年 ， 用 一 种 光辉 
的 非 正统 的 论证 破解 了 它 , 他 所 得 到 的 答案 ,和 他 的 方法 一 样 , 是 出 人 意料 的 : 


J 
人 6 


SR, 这 类 结果 可 以 系统 地 用 留 数 导 出 . 再 来 考虑 上 面 的 函数 g(z) = (1/27) 
cot(xz}. WN 为 一 个 正 整 数 , 5 为 以 原点 为 中 心 、(N 十 让) (414i) AMAREN 
形 , 如 图 9-5 所 示 . 把 g(z) 在 图 中 所 示 的 5 中 的 奇 点 上 的 留 数 加 起 来 , MA 


去 g(z)dz =Res{g(z), 0] + y Reslg(z}, n] + Y Res{g(z),n) 


a= N n=1 
m 2 1 
= —= = 4 一 — 
3 nxn n? 


图 9-5 


我 们 立刻 就 会 看 到 , 当 N 一 oo 时 , 左 方 的 积分 趋 于 零 , 由 此 立即 得 出 欧 拉 的 结果 . 

为 了 证 明 glz) = (1/2*) cot(nz) 的 积分 当 5 无 限 膨胀 时 确实 趋 于 零 , 我 们 必须 
证 明 , 被 积 表 达 式 的 大 小 的 衰减 比 5 的 周 长 (8N + 4) 的 增加 更 快 . 先 看 容易 的 部 
分 : |g(z)| = |1/2?|| cot(xz)|, 因为 在 SE |z| > N, Bred |1/z2| < (1/N°). 


T 见习 题 13 和 Stillwell [1989, 124 H]. 
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然后 再 看 | cot(rz)j| 在 5 边缘 上 的 大 小 , 这 时 ， 


gins 十 ee 


| cot(z)| = pits = p inz E 


我 们 从 水 平 边缘 y = + (N + 4) 开始 . 因为 jet] = ef, 不 难看 到 [练习] NÊ 
理 地 大 时 , | cot(mz)| 很 接近 1. 这 样 , 当 N 充分 大 时 , 例如 可 以 肯定 , | cot(mz)| < 2. 
最 后 看 垂直 边缘 , 在 那里 有 z = 土 (N + 二 十 动 , 由 此 可 知 [练习 |] 


1 — ee" 
1 + e7% 


be- È 


|cot{xz)| = | 


现在 对 充分 大 的 N 我 们 已 经 证 明了 在 S 上 处 处 有 |cot(xz)| < 2, 再 由 8.3.3 
节 的 (8.5) A, MA 


pom 


不 等 式 右边 当 N 一 oo 时 趋 于 零 , 证 毕 . 
一 般 说 来 , 如 果 f(z) 是 一 个 解析 函数 , MAS |z| 充分 大 时 满足 不 等 式 |f) < 
(const.)/|2|/?. 于 是 很 清楚 , 以 上 的 论证 , 完全 适用 于 fiz) cot(xz) 的 积分 , 于 是 有 


< (mgx|g)(S 的 周 长 ) < 5z(8N +4). 


0 = im = vale) cot(mz)dz 


= y Res[f(z) cotin] (对 所 有 极点 求 和 ) 


by Res| f(z) cot(wz),n] + $ Res[f(z) cot(xz)| [对 f(z) 的 极点 求 和 ) 


T=- 09 


=> y fin) + $ Res[f(z) cot(mz)| (对 f(z) 的 极点 求 和 )， 


最 后 一 个 等 式 来 自 (9.12). 
这 样 , 我 们 得 到 
= f(z) 是 一 个 解析 函数 , 而 且 对 于 充分 大 的 |z| 满足 不 等 式 
| < (const.)/|z|*, 则 
》 fn) =-x 5° ”Res[f(z)cot(xz)] (对 f(z) 的 极点 求 和 ). (9.13) 


当然 如 果 f(z) 有 一 些 极 点 为 整数 , 那么 , 这 些 束 数 n RM ERAT RSE. 

请 注意 ， 正 是 由 于 有 对 称 性 ， 我 们 才能 用 (9.13) 来 计算 D2 (1/n2) 与 
ys (1/n4) 这 样 的 和 , 但 是 , 不 能 用 (9.13) 来 计算 于 > (1/n3) 这 样 的 和 . 你 可 能 
会 问 这 个 级 数 的 和 是 多 少 ? 管 案 是 : 谁 也 不 知道 ! 
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作为 (9.13) 的 进一步 的 例证 , 考虑 fi) = 1/{z— uw)", 其 中 v 是 任意 一 个 { 非 
实 整数 的 ) 复数 . 从 几何 上 看 , |z - wl 是 ww 与 * 的 距离 , 所 以 容易 看 到 , |f(z)| 适合 
(9.13) FHER. 因为 f(z) 的 唯一 奇 点 是 z = w 处 的 二 阶 极点 , 所 以 


De 


1 a _| cot(xz) 
2 TEENE sane -0 Res = =| f 
利用 公式 (9.10) 我 们 得 到 
| cot(z) od _ x 
iii k = ay K dz Olt) saw 7 sin (aw) 


这 样 , RTRA — PS AGE BAR: 
E OE E ee eer an eee 
sin (mw) (2+ w)* (1 + w)? a (l-w)?  (2-—w)? -5 


这 个 级 数 最 早 是 欧 拉 在 1748 年 发 现 的 . 这 个 公式 最 引 人 注 意 之 处 在 于 , CA 
方 函数 的 周期 性 由 右 方 的 级 数 显 式 地 表示 出 来 . 这 就 是 说 , 如 果 把 w 换 成 w + 1, 
级 数 明显 地 不 会 改变 . 


9.4 ”环形 域 中 的 罗 朗 级 数 


94.1 一 个 例子 


我 们 看 到 , 罗 朗 级 数 是 泰勒 级 数 的 自然 的 推广 , 即将 展开 式 的 中 心 由 非 奇异 点 
变 为 极点 . 然而 , 绝 不 是 仅 有 这 个 情况 下 我 们 才 需 要 罗 朗 级 数 
例如 , 考虑 函数 
a 
图 9-6a 上 夯 出 了 它 的 单 极点 因为 F(z) 在 单位 圆 盘 中 是 解析 的 , 所 以 它 具 有 z 的 
TURUR PAN. 这 件 事 用 分 项 分 式 来 做 , 是 最 容易 不 过 的 了 ， 
1 1 


Tie | 


=o" (适用 于 |z| < 1-5) (z/2)"” (适用 于 |zl <2) 


m= n=] 
l 3 T 7 í 
-r 1% 十 -47 22" + {适用 于 |z| < 1.) 


94 Rpm PH Pee 391 


图 9-6 


在 z=1 处 有 极点 意味 着 在 单位 圆 盘 之 外 下 不 能 写成 2 ERS. 然而 在 图 
9-6b 的 阴影 环形 1 < |z| < 2 H, 它 可 以 写成 z 的 罗 央 级 数 : 


E: eee ee 
下 =- 可 EP 


- - So (1/2) (适用 于 |z| > 1) -了 e/a" (适用 于 |z| < 2) 


n=O a= 


So nd es oe (适用 于 1 < |z| < 2). 
最 后 , 在 圆 环 外 的 区 域 || > 2 中 , 我 们 会 得 到 [练习] 一 个 不 同 的 罗 朗 级 数 : 


F(z) = — 


3 (2"-1 — 1) 


F(z) = 二 十 三 十 与"… 二 + (适用 于 |z| > 2). 


9.4.2 BREE 
我 们 刚才 所 看 到 的 只 是 一 个 一 般 现象 的 表现 . 见 图 9-6. 
如 果 fiz) 在 一 个 以 a 为 中 心 的 环形 区 域 A 中 解析 , 则 f(z) 在 


A 中 可 以 表示 为 罗 朗 级 数 . 事实 上 , 如 果 太 是 一 个 位 于 APH 
简单 环 路 , m LAT a 一 周 , 则 


f= E en(z—a)", HP on = 
这 就 是 罗 衣 定理 .在 证 明 它 之 前 , 先 对 它 的 意义 作 如 下 说 明 
。 这 个 结果 的 惊人 之 处 , 在 于 罗 朗 级 数 的 存在 性 , 而 不 在 于 它 是 收敛 于 一 个 环 
形 之 中 , 之 所 以 如 此 是 因为 我 们 已 经 知道 (> — a) 的 宕 级 数 收 敏 于 一 个 以 a 为 中 心 
的 圆 盘 中 , 所 以 1/(z— a) 的 军 级 数 将 在 一 个 以 a 为 中 心 的 圆 盘 外 [练习 . 既然 一 个 
罗 朗 级 数 按 定义 就 是 一 个 (z - a) 的 震级 数 和 一 个 1/(z -a) HERR, 它 自然 
是 在 一 个 环形 区 域 中 收敛 
。 我 们 前 面 只 能 在 极点 附近 导出 罗 朗 级 数 的 存在 . 现在 的 结果 有 力 得 多 : 例如 
在 图 9-6b 的 内 圆 D 中 , 我 们 对 f(z) 没有 任何 假设 , 仍 能 得 出 (9.14). 图 9-6b PUB 


i 7 L Am Ns dz. (9.14) 
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中 的 问号 就 是 这 个 意思 ,在 实际 运用 时 , 环形 的 外 缘 可 以 向 外 推 到 碰 上 f(z) 的 奇 
A 8 为 止 ; 类 似 地 , 内 边缘 也 可 以 压缩 到 离 a 最 远 而 仍 在 D HAA A. 
HR D PRADA. 则 环形 的 内 边缘 可 以 完全 塌 缩 ,而 圆 环 变 成 圆 盘 , 这 
时 ,(9.14) PARRE. 这 是 因为 , 当 n ARER le-ati E K HARA 
r, 所 以 cn = 0. 这 样 我 们 又 得 到 泰勒 级 数 的 存在 性 , 它 是 罗 朗 定理 的 特例 . 
eta AAA, 且 对 充分 小 的 =, EE a 不 到 = 处 , 没有 其 他 奇 点 . 这 时 就 说 a 
是 Flz) 和 孤立 奇 点 .对 圆 环 0 < z- al ee WAPEN, 就 看 到 恰好 有 两 个 基本 不 
同 的 可 能 性 : 多 朗 级 数 的 主 部 (BUA) 或 者 有 有 限 多 项 , 或 者 有 无 限 多 项 . 前 
一 种 情况 下 a 点 是 极点 ; 后 一 种 情况 下 , 由 定义 , a 点 是 “本 性 奇 点 ". 在 7.8.2 节 中 ， 
我 们 给 出 了 一 个 经 典 的 例子 
l 1 1 
eV =lt+ie toa t+ gat 
总 结 起 来 我 们 有 ， 
解析 函数 的 弧 立 奇 点 , 或 为 极点 , 或 为 本 性 奇 点 . 
现在 来 证 明 (9.14) 式 . 为 计算 简单 计 , 我 们 只 处 理 a = 0 的 情况 , 见 图 9-70. 这 
Bz 是 环形 中 的 一 般 点 ,C 和 D 是 道 时 针 方 向 的 圆周 , 而 z 在 它们 之 间 , £ 则 是 完 
全 位 于 环 内 的 绕 : 的 简单 环 路 . 


Š am: 


© REWER REITE A, HE 7.7,1 节 、7.8.2 节 和 9.1.4 节 的 几 个 译 者 注 中 讲 到 它 ， 可 去 奇 
成 是 一 个 很 有 用 的 概念 , 而 在 有 了 轴 衣 组 数 后 也 是 一 个 很 容易 解释 的 问题 . 鉴于 必 者 本 章 的 目的 是 把 
松散 的 线索 连接 起 来 , 并 且 给 出 证 明 , 我 们 现在 也 接 此 精神 , 对 可 去 奇 点 问题 作 一 个 明确 的 说 明 . 


RGAE 证 f(z) Ao AM, 但 不 包括 a 点 的 区 域 Difi 0 g |z-al < p, 其 中 p 
是 一 个 适当 正副 ) 中 解析 而 且 有 界 . 则 性 可 搞 到 一 小 在 区 域 五:1= 一 串 二 户 中 解析 的 Fle) 使 得 在 
D + f(z) = F(z). 


证 明 很 容易 .因为 (9.14) 成 并 , 我 们 现在 证 明 当 n < 0 时 cn = 0. SSCL, (SATE 9-6b, 
并 把 en (n = —m) 的 公式 中 的 积分 路 径 改 为 圆周 Ce: jz- al = e, 这 里 m 为 一 下 整数 , 而 < 
为 一 个 正 数 .由 柯 西 定理 或 形变 定理 , 这 样 做 都 是 合理 的 . 但 是 这 样 一 来 , cn = com 就 有 了 两 个 
AT: 一 个 仍 是 (9.14), HERR cn = cm 与 e EX; 另 一 个 ， 则 把 积分 路 径 换 成 了 C 而 有 
Com = ani fo, (2-—a)™—! f(zjdz. 注意 到 m 一 1 > 0, 利用 8.3.3 节 的 不 等 式 (8.5) Bue, (这 里 


用 到 f(z) 的 有 界 性 ) Se Oe, = ecm WATE, 所 以 en = ce =O. 证 第 ， 


这 里 的 F(s) 是 f(z) 的 解析 拓展 , 本 来 f(z) 在 a 点 没有 定义 而 a 可 能 是 奇 点 ， 现 在 用 Fla) 
作为 fla) 的 补充 定义 以 后 , 就 不 会 再 是 奇 点 了 .9.1.4 节 中 说 Faiz) E z = a 处 为 解析 , 原因 即 在 
RE. ARAR, 也 就 由 此 而 来 ,读者 可 能 感觉 这 就 是 微 积分 中 定 未 定式 的 洛 比 达 尘 则 ,其 实 不 
全 一 样 . 在 微 积分 中 , 定 未 定式 以 后 , 一 般 只 能 得 到 适当 可 徽 的 函数 ,现在 得 到 的 星 解 析 函 数 ， 


— 译 者 注 
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先 由 柯 西 公式 得 


J A rh 


其 中 第 二 个 等 式 来 自 以 下 事实 : £ 可 以 在 环 内 形变 为 (0) + (-D), 如 图 9-7b 所 示 . 
下 一 步 我 们 再 把 上 式 重 写 为 


f(z) = mai. pe ea cals amit, ri mal 


这 样 做 的 意义 在 于 |(2/Z)| < 1,\(W/z)| < 1, 所 以 右 方 的 两 个 被 积 函数 都 可 以 
RE 9-6a 那样 展开 为 几何 级 数 . 
再 回 到 泰勒 级 数 (9.8) 的 推导 , C 上 的 积分 可 以 写 为 


中 学 [ts 一 aa? -5 È € aS az| s, 
用 基本 上 同样 的 推理 [练习 ], 也 可 论证 , 对 D 上 的 积分 也 可 以 逐 项 积分 ， 
mh Liman)” È ew WOM (3) 


这 样 就 证 明了 罗 朗 级 数 


f(z) = ey oo + orz + cas +: 


的 存在 性 , 这 里 


a 1 m—l1 = FZ) a 

3 sai, Wm-1f(W)dW 而 = mat ad 

最 后 , 注意 到 以 下 两 点 就 可 以 把 结果 写 得 更 干净 . 首先 , 由 8.6.3 节 的 形变 定理 ， 
我 们 可 以 让 C 压缩 而 D Kk, 直到 二 者 重合 为 同一 个 圆周 , 而 定义 dn, cn 的 积分 
之 值 不 变 . 事实 上 我 们 还 可 以 把 C, D 都 换 成 同一 个 含 于 圆 环 之 内 并 绕 行 一 周 的 任 
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意 的 简单 环 路 K 其 次 , 把 mm 写成 m= —n, WENN 2 的 系数 don 的 积分 之 被 积 
函数 成 为 WAW) = AWW 而 与 en 的 被 积 函 数 形状 一 样 ， 这样， Pe 
级 数 就 得 到 了 紧凑 的 形式 (9.14): 


f(z) = > nz” 其 中 cp = — = 7 daz 


这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 


下 面 是 译 者 增加 的 一 个 补充 , 介绍 一 个 在 理论 上 和 应 用 上 都 非常 重要 的 定理 ， 
即 关 于 一 致 收敛 的 解析 函数 序列 的 维尔 斯 特 拉 斯 定理 : eo RAH RO 中 有 一 个 
一 至 收 就 的 解析 函数 序列 {f(z)} F(z), WBA O 中 解 析 , 这 小 序列 可 
以 逐 项 求 导 , 而 且 在 每 一 个 位 于 0 内 的 紧 集 K P, 导 函 数 序列 仍然 一 致 收 喜 到 极 
FR a ak ee, (fi (2)} ia. 5.5.2 节 中 把 这 个 定理 用 于 一 个 朝 级 数 在 其 收 笋 
圆 内 的 部 分 和 序列 , 因为 由 2.3.3 节 的 定理 (2.12){ 阿 贝尔 的 定理 ) 知 , —-S 
可 以 逐 项 求 导 . 这 个 定理 的 证 明和 上 面 几 个 定理 很 类 似 , 只 要 利用 柯 西 积分 公式 即 
可 . 所 以 也 补充 在 这 里 .3? 


9.5 J 题 
1. 车 C 为 单位 圆周 , 证 明 


a dt 时 idz 
| 1+a?—2acost — 7 (z—a)(az ih: 
再 用 柯 西 公式 证 明 , 若 0 < a <1, M 


EE dt _ 2a 
0 l+a?-2acost 1 - a?’ 


2. 令 f(z) ENA K :|z-al =p 的 内 部 为 解析 函数 , M 为 |f(z)| 7K 上 的 最 大 
值 . 


© 为 简单 计 , HO 的 边界 是 一 个 光 请 的 闭环 路 无, faz) 和 f(z) 在 LUD 中 痢 是 解析 的 . 作 这 样 的 
假设 , 是 为 了 避免 积分 等 运算 会 发 生 力 难 . 由 于 我 们 假设 了 KK 是 开 区 域 只 的 紧 子 集 , 所 以 由 下 的 
任意 点 到 L i = Hi p. 这 样 

eet = fats) fol) aA. 


XE |z 一 a| > p> 0, 由 此 不 蕉 证 明 Nae 对 于 aEK i RUT, 由 于 
1 fnlz) 
Zn ri- ay? 


‘pic RATE i PP ae, Pd Sa ee OE aE Be py a Bel a SPAT) BA 175 页 
定理 1. — 译 者 注 


falaj = 


(i) 用 (9.6) 证 明 z 
Ia) < i 
(i) 设 对 一 切 z 均 有 |f(z)| < M, 这 里 M 是 一 个 常数 . 在 上 面 的 不 等 式 中 令 
n 二 1, 重新 导出 刘 维 尔 定理 (7.6.2 节 ). 
(iii) 设 对 一 切 2, 均 有 |f(z)| < Mln 其 中 n 是 某 正 整数 , iE fte) =0, 
而 f 是 一 个 次 数 不 超 过 n 的 和 多 项 式 . 
3. (i) EH C 是 绕 原 点 的 任意 简单 环 路 , 则 


(7) =a, Se 


(ii) 取 C 为 单位 圆周 , 导出 


关于 复 分 析 对 涉及 二 项 系数 的 其 他 有 趣 的 应 用 , 请 参看 Bak and Newman 
[1982, 第 11 章 ]. 
4. Hibs SM AP. (2) 定义 为 
i a. z 
magae =: 
这 些 多 项 式 在 许多 物理 问题 中 是 很 重要 的 , 包括 对 氧 原子 的 量子 描述 . 
(i) 计算 已 {z) 和 Pa(z), 解释 为 什么 PP, 的 次 数 为 n. 
(ii) 用 (9.6) 证 明 


P,(z) = 


1 (2° —1)" 


taid 2 x Zz)ntl 


其 中 K 基 按 逆 时 针 方向 绕 > 的 任意 简单 环 路 . 
(iii) MAK 为 以 2 为 中 心 、 以 Vz? - 1 为 半径 的 圆周 , 导出 
P,(z) = at {z + vz? — 1lcos@)"dé. 


(iv) MUERTA Pi(2) 和 Po(z) 给 出 在 (i) 中 得 到 的 相同 结果 . 
5. 者 C 记 单 位 圆周 , 证 明 


sin? g rae i$ (z?— 1)? _ x 
o 5—4cosg > dr i o 


iT) PEETRE TAR PEE 1752—1533, HRF. 译 者 注 
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6. 令 f(z) 为 一 解析 函数 , 在 实 轴 上 没有 极点 , 而 且 对 于 充分 大 的 |z| 满足 不 等 式 
\f(z)| < (const.) /|z| .在 图 9 一 44 的 回路 ( 工 十 四 上 对 f(z)e* 积 分 , 由 此 导出 


[ i f(x) cos rdz +i W fiz) sin zdr = qi X Res[/(2)e*], 


这 里 是 对 上 半 平 面 的 极点 求 和 .[ 提 示 : 先 证 明 若 y > 0, 则 je*| < 1) 
7. 用 上 题 求 解 以 下 各 题 , 其 中 设 a > 0. 
(i) 证 明 


(ii) 计算 


8. $ F(z) =1/(14+ 2"), EP n ASW. 
(i) 利用 (9.11) 证 明 , 若 Æ Fa 的 极点 , W Res[F,, p] = —(p/n). 
(ii) 利用 (i) 证 明 Fn 在 上 半 平 面 的 留 数 之 和 是 一 个 几何 级 数 , 其 和 为 1/fim sin(x/n) 
(iii) 把 留 数 定 理 用 于 图 9-4a 所 示 的 (L+ J). 并 导出 


o 1 二 2m ~~ nsin(x/n) i 


(iv) 虽然 以 上 推导 在 n 为 奇数 时 无 效 [为 什么 ?], 用 计算 机 验证 (9.15) 仍然 成 
3E. 
9. 继续 上 题 , 考虑 图 9-8 的 模 形 区 域 


图 98 
(i) 利用 留 数 定理 证 明 ; 如 果 n= 2,3,4,… 而 只 > 区 ( 见 图 ) 则 
+ dz rm 
政工 十 2 n 


(ii) 证 明 


La 
lim bm | ee aa 
Rico Jy 1 + 2% g lta 


(ii) 由 此 导出 ,(9.15) 其 实 对 于 奇数 n 和 对 于 倘 数 n 同样 成 立 . 


10. 
11. 


12. 


13. 
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利用 (9.13) 证 明 EZ (1/n*) = (xt/90). 
证 明 : 车 f(z) 为 解析 函数 而 且 对 充分 大 的 |z| WE | f(2)| < (const.)/|z|?, 则 
> (—1)"f(n) = -n 5 Res[/ (2) cscf rz 川 ， 


于 一 一 号 


这 里 是 对 f(z) 的 极点 求 和 . 在 这 个 公式 中 应 该 理解 , 车 f(z) 有 些 极点 怡 为 整 
数 n, 则 相应 的 f(n) EMETRE. 


利用 上 题 的 结果 , 来 做 以 下 各 题 . 
(i) 证 明 
es oe 
4°9 16 12 
ii) 求 下 面 的 级 数 之 和 
ee See er m Lae 
2 5 10 17 (n+ 
(i) 证 明 


= 1 


S、 OoN cot( mz) 
zon? z i 
oo 


和 三 一 


(ii) 证 明 上 面 的 等 式 可 以 重 写 为 


(iii) 证 明 上 式 又 可 重 写 为 


Sn(sin 2/2) = y 2 In(z? 一 nên*). 
(iv) 将 上 式 沿 着 连接 0 到 2 但 是 避 开 所 有 整数 的 路 径 积分 , 再 对 两 边 求 指数 ， 


导出 2 2 2 
i € ( 7 =a) ( i zat) 7 


[提示 : 记性 lim 1 (sin z/z) = 1 
这 个 著名 的 公式 归功 于 欧 拉 , 他 利用 此 式 求 出 了 I, (1/n?). I Stilwell 
[1989,124 页 1. 
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10.1 WB 场 


10.1.1 复 函 数 作为 向 量 场 


迄今 我 们 在 全 书 中 都 依赖 于 单一 的 手段 把 复 函 数 可 视 化 , 就 是 把 它 看 作 一 个 复 
平面 的 点 到 另 一 个 复 平面 的 点 的 映射 , 这 个 观念 已 经 证 明 是 极为 有 力 的 , 因为 用 了 
它 即 知 , 复 导 数 不 会 比 局 部 伸 扭 更 复杂 . 但 是 , 尽管 它 有 种 种 好 处 , 我 们 在 本 章 里 却 
要 放弃 映射 范式 , 并 引进 一 个 全 新 的 概念 代替 它 , 从 而 在 这 门 学 科 中 注入 许 许 多 多 
的 新 的 洞察 , 揭示 它 与 物理 学 的 惊人 的 联系 . 

复 函数 f(z) 的 新 图 像 只 需要 一 个 复 平面 . 和 前 面 一 样 , 把 变量 > 看 成 此 平面 
的 一 个 点 , 但 是 现在 出 现 了 新 观念 : f(z) 之 值 被 表 成 由 z 点 发 出 的 向 量 . 这 样 得 到 
的 在 每 一 个 点 上 附加 一 个 向 量 的 图 像 , 就 称 为 f 的 向 量 场 { 也 就 是 说 , 向 量 场 就 是 
把 向 量 f(z) 的 起 点 放 在 z 处 ,) 图 10-1a 和 图 10-1b 分 别 画 出 了 函数 27 和 (1/2) 的 
向 量 场 , 在 往 下 读 之 前 , 请 仔细 研究 这 两 个 图 , 使 得 自己 对 其 正确 性 深信 不 疑 . 再 目 
己 画 一 些 2 的 另外 的 寡 的 向 量 场 , 并 与 计算 机 画 的 精确 的 向 量 场 相 比 较 . 也 请 用 计 
算 机 来 检验 一 下 eine 和 sinz HARB. 


; a \ flu! 7 f ý 
NA grees 
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图 101 


向 量 场 的 概念 可 以 补救 映射 观点 的 一 个 明显 的 缺陷 . 虽然 我 们 可 以 从 特定 形状 
的 图 像 知 道 许 多 有 关上 映射 的 信息 , 但 是 对 其 总 体 的 形态 , 却 得 不 到 一 个 感觉 . 但 是 
如 果 用 眼睛 扫 视 一 个 复 函数 的 向 量 场 , 我 们 确实 可 以 得 到 这 样 一 个 鸟 喇 , 很 像 扫 视 
一 个 实 函 数 的 图 像 就 可 以 总 揽 其 性 态 一 样 . 

一 个 复 映 射 可 以 决定 一 个 向 量 场 , 一 个 向 量 场 也 决定 一 个 复 映射 这 两 个 
概念 是 等 价 的 . 更 明确 地 说 , 已 知 一 个 由 z 发 出 的 ( 即 以 z 为 起 点 的 ) 向 量 V, 可 以 
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对 它 作 平移 , 把 起 点 搬 到 原点 , 则 其 终点 就 定义 了 z OR fle). 

作为 例子 , 考虑 图 10-2a 和 图 10-2b. WE z 位 于 以 原点 0 AP. 以 r 为 半 
径 的 圆周 上 , ME 10-2a 的 向 量 场 是 径 向 的 , 其 长 为 (r/2); 图 10-2b 的 向 量 场 长 度 
相同 , 但 是 方向 不 同 , 是 切 向 的 . 可 以 看 出 , 如 果 看 作 映 射 , 前 者 对 应 于 复 平面 按 因 
子 (1/2) BERE, 后 者 则 对 应 于 同样 的 膨胀 , 但 之 后 (或 之 前 ) 旋转 了 (x/2). 


ld Ve 


ee pa 
soc oe ai 
| ota, Eh se Pf 
e” iy a NA 一 一 一 
| AN 一 


图 10-2 


如 果 图 10-2a 的 向 量 是 指向 内 的 , FPR eT aA? 
10.1.2 物理 向 量 场 


因为 范围 极其 广泛 的 物理 现象 的 最 自然 的 描述 方法 是 描述 为 向 量 场 , 这 个 新 的 
把 复 映射 看 作 向 量 场 的 方法 , 显然 应 该 有 很 大 的 应 用 价值 . 

作为 一 个 例子 , 考 虚 在 你 身边 颤动 跳跃 着 的 电磁 扰动 的 极为 复杂 的 阵列 . 把 这 
本 书 的 字迹 投射 到 你 的 视网膜 上 的 可 见 光 , 同时 播送 到 你 家 里 的 那么 名 电视 和 广播 
节目 只 是 这 些 狂 热 的 活动 的 一 小 部 分 . 但 是 , 值得 注意 的 是 , KARAS, 
其 实 可 以 用 两 个 向 量 场 完 全 地 描述 ! 在 每 个 时 刻 t, 从 空间 的 每 一 点 , 都 在 发 送 着 两 
个 向 量 场 , 即 电 场 向 量 E(p,t) 和 磁场 向 量 Btp,t), 这 两 个 向 量 场 就 给 出 了 电磁 场 的 
完全 的 描述 . 

如 果 我 们 想 用 复 映射 来 描述 这 些 物理 的 向 量 场 , 马上 就 会 出 现 两 个 问题 . 电视 
机 是 固定 在 空间 中 {例如 放 在 家 里 ) 的 , 而 它 随 时 都 通过 监视 这 个 位 置 的 随时 间 变 动 
着 的 电磁 问 量 场 来 生成 画面 . 但 是 , 一 个 复 映 射 却 是 与 时 间 无 关 的 , 它 不 论 何 时 对 
于 z 点 都 指定 一 个 复数 (BB) f(z). 这 是 问题 之 一 . 所 以 , 如 果 我 们 不 打算 从 根 
本 上 改变 关于 复 映 射 的 观念 , 就 只 能 用 这 个 方法 来 描述 不 随时 间 变 化 的 物理 向 量 
场 . 我 们 将 称 这 种 问 量 场 为 定常 向 量 场 . 

ME, 定常 向 量 场 在 物理 上 既 常 见 , 又 重要 . 例如 , 行星 轨道 总 是 不 会 改变 , 反 
映 了 太阳 的 引力 场 不 随时 间 变 化 . 事实 上 , 牛顿 告诉 我 们 , 作用 在 位 于 空间 中 p 点 
的 具有 单位 质量 的 质点 上 与 时 间 无 关 的 力 可 以 用 一 个 向 量 来 表示 , 此 向 量 发 自 p 
FA, 指向 太阳 的 中 心 co 长 度 为 M/|cp\?, 这 里 M 正比 于 太阳 的 质量 . 画 出 穿 过 这 个 
空间 的 向 量 就 得 到 一 个 定常 的 向 量 场 . 
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以 上 电磁 场 和 引力 场 的 例子 又 表明 了 第 二 个 问题 这 两 个 场 均 存 在 于 三 维 
空间 中 , 而 复 平面 只 适用 于 二 维 向 量 场 . 这 个 问题 无 法 回避 , 但 是 有 幸 的 是 , 在 物理 
现象 中 区 一 次 有 一 种 很 重要 的 类 型 , 它们 内 在 地 具有 二 维 本 质 , 所 以 可 以 用 复 平面 
来 描述 . 我 们 先 从 一 片 导电 材料 的 版 上 的 电 的 流动 开始 . 

取 两 根 电 线 , 把 它们 的 一 端 连接 在 电池 上 , 男 一 端 则 分 别 与 一 片 铜板 上 的 4, B 
两 点 接触 . 几乎 立刻 就 会 有 一 个 定常 的 电流 分 布 在 板 上 , 从 一 个 电极 流向 另 一 个 电 
w. MEA 10-3. 我 们 现在 把 板 上 z 点 椒 流动 的 电流 用 一 个 与 时 间 无 关 的 向 量 来 表 
示 , 其 方 同 即 电 流 方 同 , 长 度 则 等 于 电流 值 . 把 这 个 铜板 看 作 复 平面 C 的 一 部 分 , 则 
电 的 流动 可 用 复 函 数 WV(z) RER. 


在 图 10-3 上 画 的 并 不 是 真实 的 向 量 场 , 而 是 电流 流动 的 路 径 . 这 样 一 个 图 称 为 
问 量 场 的 相 图 , 流动 实际 发 生 在 一 些 有 向 曲线 上 , 称 为 其 积分 曲线 或 流 线 . 如 图 10-3 
所 示 的 例子 的 流 线 其 实 是 连接 两 个 电极 的 圆 弧 . 我 们 马上 就 来 给 以 证 明 . 

相 图 很 容易 为 人 可 视 地 接受 , 所 以 是 表示 向 量 场 的 常用 方法 .由 定义 , 向 量 场 
处 处 切 于 流 线 , 所 以 从 相 图 上 很 容易 找到 其 方向 . 另 一 方面 , 看 起 来 似乎 相 图 一 定 
不 能 包含 有 关 向 量 长 度 的 信息 . 一 般 说 来 , 这 是 对 的 , 但 是 对 于 物理 学 中 出 现 的 许 
多 向量 场 , 有 一 个 特殊 的 画 相 图 的 方法 ,使 得 流 的 强度 表现 在 流 线 拥挤 的 程度 上 : 
流 线 越 靠近 , 流 的 强度 就 趋 大 . ”我 们 以 后 还 会 详细 解释 这 个 思想 , 但 现在 就 应 提 一 
F, 图 10-3 就 是 按 这 个 特殊 方法 画 的 . 例如 当 我 们 靠近 连接 电极 的 线段 时 , 就 看 到 
流 线 更 加 密集 , 说 明 电流 更 强 . * 


10.1.3 JAMAHA 
同一 个 向 量 场 或 相 图 可 以 表示 很 不 相同 的 物理 现 昔 . 例如 , 重新 考虑 图 10-3 里 


D 法 拉 第 (Michael Faraday,1791 一 -1867, 英国 物理 学 家 ) 是 第 一 个 这 样 考虑 向 量 场 的 人 ; SE 
来 使 这 个 思想 数学 上 精确 化 了 , 而 且 物 底 地 使 用 了 它 .[ 其 实 , 麦克 斯 书 一 开始 仍然 用 流体 的 杰 型 来 研 
Fy A A. 译 者 注 ) 

D GRAAL SRA on 条 均匀 分 布 的 电力 线 来 表示 均 名 的 平面 散 电 场 一 一 3 维 室 闻 时 则 用 4m 
条 一 一 原因 就 在 此 .本 书 下 面 常 说 到 Qn Hate, 也 是 为 此 ,一 一 译 者 注 
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的 铜板 , 并 且 想 象 把 它 夹 在 两 层 不 导热 的 材料 中 间 . 除去 电极 , 不 再 从 4 点 向 它 以 
定常 的 速率 输入 电流 , 而 是 以 定常 的 速率 输入 热量 . 类 似 地 , 我 们 以 同样 的 定常 速 
EMA B 点 把 热 吸 走 . 不 一 会 儿 , 就 会 在 铜板 上 建立 起 热 由 4 流 到 B 的 定常 的 状 
a. 在 此 定常 状态 中 , 我 们 也 可 以 对 每 一 点 指定 一 个 向 量 , 其 方向 即 热 的 流动 方向 ， 
其 长 度 则 是 热流 的 强度 . 

值得 注意 的 是 , 在 这 个 定常 态 中 , 管辖 热 的 性 态 的 物理 法 则 和 原来 描述 电流 的 
物理 法 则 是 一 样 的 , 所 以 电流 的 相 图 10-3 也 就 是 新 的 热流 的 相 图 . 

这 里 图 10-3 还 有 男 一 个 解释 . 为 了 理解 真实 的 流体 [例如 水 ) 的 流 , 考虑 一 种 
理想 的 流体 是 很 有 帮助 的 , 这 种 理想 流体 有 以 下 性 质 : 它 是 无 摩擦 的 , 不 可 压缩 的 ， 
还 是 “无 旋 的 ". 最 后 这 个 名 词 的 精确 意义 , 我 们 马上 就 来 解释 . 设想 有 很 薄 一 层 这 
样 的 理想 流体 , 夹 在 两 片 水 平板 之 间 , 在 其 中 的 一 片 板 上 , ÆA, B 两 点 各 开 一 个 
小 孔 . 如 果 用 很 细 的 管子 把 这 两 个 小 孔 与 一 个 水 泵 接 通 , 使 得 在 同一 段 时 间 里 , 流 
进 多 少 流体 也 就 流出 多 少 流体 , 则 在 这 一 层 流 体 中 , 就 会 形成 一 个 定常 的 流 , 于 是 
在 每 一 点 可 以 画 出 速度 向 量 . 这 个 向 量 场 的 相 图 又 一 次 仍 由 图 10-3 给 出 ! 

虽然 图 10-3 的 这 三 个 解释 肯定 有 重要 的 区 别 , 我 们 仍然 把 它们 归 为 一 类 , 因为 
它们 都 是 讲 的 什么 东西 的 流 . 不 论 是 电 , 是 热 , 还 是 流体 , 这 个 向 量 场 总 可 以 看 成 什 
么 流动 的 “东西 " 的 速度 癌 量 场 , 流 线 就 是 这 个 东西 流动 的 路 径 . 

力 场 则 是 物理 上 很 不 相同 的 另 一 类 场 . 例如 , 我 们 虽然 在 前 面 讨 论 过 太阳 的 引 
力 场 怎样 可 以 表示 为 一 向 量 场 , 但 这 时 在 空间 的 某 点 的 向 量 并 不 是 基 种 流动 的 东西 
的 速度 , 而 是 放 在 该 点 处 的 单位 质量 所 受 的 力 , 在 力 场 的 背景 下 , 积分 曲线 称 为 力 
线 而 不 是 流 线 . 这 里 力 线 是 从 太阳 中 心 发 出 的 (说 是 指向 太阳 中 心 更 好 ). 虽然 这 个 
力 场 是 3 维 的 , 太阳 的 球 对 称 性 "意味 着 , 在 经 过 太阳 中 心 的 所 有 平面 上 , 力 场 都 是 
一 样 的 . 所 以 仍 可 以 用 一 个 复 函 数 完全 地 描述 . 

虽然 没有 什么 东西 实 实在 在 地 沿 着 力 线 流动 , 我 们 仍然 可 以 换 用 流 的 观点 . 假 
装 是 有 什么 东西 在 流动 , 从 而 把 力 场 也 解释 为 某 种 流动 的 东西 的 速度 场 , 这 不 是 狗 
辩 , 而 是 有 一 个 值得 注意 的 事实 , 就 是 对 于 最 重要 最 常见 的 力 场 (例如 引力 场 和 表 
电场 ), 这 个 虚 氢 的 流动 的 东西 的 行为 与 前 面 讨 论 的 理想 流体 完全 一 样 . 

为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 转 到 静电 场 中 的 一 个 例子 . 在 空 的 空间 中 放 两 根 很 长 的 
(甚至 说 是 长 度 无 穷 的 ) 平行 的 导线 , 其 上 (每 个 单位 长 度 上 ) 都 有 大 小 相等 但 方向 
相反 的 电荷 . 放置 在 空间 每 一 点 的 单位 电荷 都 会 受到 一 个 力 ,用 向 量 来 表示 这 个 力 ， 
于 是 GEM) 得 到 一 个 向 量 场 , 即 电 场 E, 在 每 一 个 垂直 于 这 两 根 导 线 的 平面 上 ， 
可 以 证 明 相 图 是 一 样 的 . 图 10-3 就 是 取 了 这 样 一 个 平面 , 4, B 则 是 导线 穿 过 平面 
的 点 , 而 力 场 的 相 图 和 前 面 讲 的 理想 流体 的 相 图 是 一 样 的 . 


mm 


CD 这 也 是 一 种 理想 化 , KARE, 在 两 极 比 较 育 平 . 
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10.1.4 HGC 

为 了 对 图 10-3 作 定 量 的 分 析 , 我 们 引入 (2 维 的 ) 源 和 汇 的 概念 . 用 上 面 的 理 
想 流 体 的 语言 来 说 ,强度 为 5 的 源 就 是 这 样 一 个 点 , 我 们 通过 它 , 每 单位 时 间 注 入 
S 单位 的 流体 . 图 10-4a 面 出 原点 处 的 殊 立 的 源 的 对 称 的 速度 向 量 场 . 


图 10-4 

在 一 般 的 流 中 , 给 出 一 个 ( 开 或 闭 的 ) 曲线 , 每 个 单位 时 间 通 过 它 的 流体 总 量 称 
AE (GEE). 很 明显 , 穿 过 一 个 微小 的 曲线 元 素 的 流量 等 于 此 元 素 的 长 度 乘 以 速 
度 在 垂直 方向 的 分 量 ， 于 是 , 穿 过 此 曲线 的 总 流量 就 是 这 些 流量 元 素 之 和 (积分 ). 
EAR 10-4a 的 特例 , 不 可 压缩 性 的 假设 指出 , 穿 过 任意 的 包围 原点 的 简单 环 路 的 
流量 必定 就 是 在 0 点 输入 的 流体 总 量 S. 因为 这 个 流 垂直 于 以 0 为 中 心 .r 为 半径 
的 圆周 C, 我 们 导出 

2nr|V| = 5. 


写 出 > = re, 我 们 就 得 到 这 个 源 的 向 量 场 是 


S /ew S fl 
=) = if = = 一 一 一 = = = 
bi els Qn ( r ) Qn (5). 


[我 们 不 加 证 明 地 指出 , 者 一 条 很 长 的 直线 导线 上 , 每 单位 长 度 都 荷载 了 均匀 的 电荷 
S, 则 在 任意 的 垂直 于 此 导线 的 平面 上 的 静电 场 也 是 这 个 向 量 场 .] 图 10-3 的 源 位 于 
A 点 而 非 原 点 , 所 以 它 的 向 量 场 由 下 式 描 述 : 


tate 2 (1) 


汇 可 以 想 作 具有 负 强 度 的 源 : 它 就 是 把 流体 输出 而 不 是 输入 的 地 方 . 在 每 个 打 
算 用 图 10-3 来 描述 的 流 的 实验 中 , 在 B 处 的 汇 都 与 在 A 处 的 源 强度 相同 , 所 以 其 


向 量 场 是 A 
Valz) = ae (=) : 


现在 我 们 知道 了 图 103 中 的 源 和 汇 单 独 存 在 时 的 向 量 场 Val) 和 Valeh 若 
二 者 同时 存在 , 流 又 当 如 何 ?[ 附 市 说 一 下 , 强度 相同 的 源 与 汇 的 组 合 , 称 为 一 个 惕 极 
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7°] 如 果 我 们 换 用 通过 A, B 两 点 的 很 长 的 平行 荷 电导 线 这 个 静电 问题 来 解说 , 管 
案 可 能 更 清楚 . z 点 处 的 单位 电荷 受到 A 的 排斥 , 排斥 力 为 Vele) 又 受到 B 的 吸 
引 , 吸引 力 是 Volz). 所 以 惕 极 子 D 作用 于 此 电荷 的 总 力 就 是 这 两 个 单独 的 力 的 向 
量 和 : 


1 z) S (A-B) 10.1) 


BA 下 | m- AG-B) 
我 们 现在 还 要 用 几何 方法 指出 , 在 p 点 { 即 z 点 ) 总 力 的 方向 , 如 图 10-3 所 示 ， 
切 于 过 Ap, B HAA. 考虑 图 10-4b, 很 容易 看 到 [练习 ], 当 且 仅 当 标 有 记号 。 与 
© 的 两 角 相等 时 , 切 于 这 个 圆周 , 所 以 我 们 就 来 证 明 这 两 个 角 确 实 相等 . 如 图 所 
示 , fi ApB 与 角 pst 很 明显 是 相等 的 . 但 是 我 们 又 有 
ts _ Vel _ Sp 
ps |Vel Ap 
所 以 两 个 阴影 三 角形 相似 , 而 有 。= ©. 证 毕 . 
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D(2) = Vole) + Vale) = = ( 


10.2.1 育 点 的 指数 


我 们 现在 限于 讨论 除了 有 限 多 个 点 以 外 , 处 处 有 适当 定义 而 且 方 向 连续 变化 的 
向 量 场 . 而 在 这 有 限 多 个 点 上 , 向 量 场 或 者 为 零 或 者 为 无 穷 , 这 种 点 称 为 向 量 场 的 
43° . 很 容易 在 相 图 中 找到 这 些 点 , 它们 常 是 不 同 流 线 的 交点 . 图 10-5 上 画 出 了 
某 些 简 单 类 型 奇 点 附近 的 相 图 , 注 明了 这 些 类 型 的 名 称 及 其 “指数 "一 一 此 词 的 意 
义 我 们 马上 来 讲 . 

图 10-6 则 是 图 10-5 的 左上 角 的 简单 交叉 点 (通称 鞍点 } 的 放大 图 , 在 此 图 中 . 
我 们 环绕 奇 点 s 画 了 一 个 简单 环 路 T。 以 及 其 上 几 个 点 处 的 向 量 V. AAT, 不 经 
过 任意 奇 点 , 所 以 其 上 所 有 的 Y 的 方向 都 是 完全 确定 而 且 连 续 的 . 这 样 我 们 就 能 
计算 当 zS D, 运行 时 Viz) 旋转 的 总 圈 数 .我 们 称 此 数 为 环 路 T。 相 对 于 向 量 场 
V 的 指数 , 并 且 记 作 AIE] 如果 已 经 明白 所 讲 的 VV 是 哪 一 个 向 量 场 , 就 可 以 把 
记号 简化 为 Sr] 例如 , 在 图 10-6 中 我 们 有 Fr) = 一 1. 注意 , RET, EM 
出 了 向 量 Y 只 是 为 了 更 容易 计算 指数 值 ; 事实 上 , 因为 只 需要 向 量 的 方向 , 有 相 图 
也 就 够 了 . 


D EE dipole 或 者 doublet, 意思 者 一样 , 所 以 下 面 只 用 个 极 子 一 词 . 一 一 译 者 注 

D 也 称 为 临界 点 一 一 而 此 词 已 有 其 他 意义 .{ 在 一 般 基 于 向 量 场 的 奇 点 的 误 献 中 , 奇 点 并 不 指向 量 失去 
了 光滑 性 的 地 方 , 例如 某 小 分 量 成 为 无 穷 的 点 . 奇 点 专 指向 量 的 方向 无 法 定义 之 点 , 本 书 作 此 改变 可 
能 是 为 了 把 解析 函数 的 极点 也 纳入 讨论 ， 因为 所 谓 极点 无 非 症 使 向 量 各 个 分 量 之 值 落 到 了 获 曙 球面 
北极 上 , 这 时 方向 也 无 法 定义 . 这 个 变化 , 虽然 对 本 书 的 讨论 有 利 , 却 不 常见 . 一 一 译 者 注 ) 
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图 106 


如 果 我 们 让 工 , 连续 形变 而 不 经 过 s[( 或 任意 其 他 奇 点 ), 则 (| 之 值 将 连续 
变化 , 而 因为 它 是 整数 , 所 以 它 就 只 能 保持 不 变 . 这 样 , 我 们 可 以 无 歧义 地 定义 青 
点 5 的 指数 即 为 绕 s 一 次 , 但 不 绕 其 他 奇 点 时 环 路 的 指数 . 如 果 我 们 使 用 记号 随便 
一 点 , 就 记 它 为 Jl) 也 不 会 引起 误会 . 把 这 个 定义 用 于 你 自选 的 环 路 , 请 自行 验 
证 图 10-5 中 给 出 的 4B. 

在 往 下 读 之 前 , 我 们 先 注意 指数 的 三 个 性 质 . 

(i) 没有 什么 妨碍 我 们 把 指数 概念 用 于 非 奇 点 , 但 这 时 指数 必定 为 零 . 选择 工 ， 
为 很 小 的 环 路 , s PES RST, ET, E 所 有 的 Y 大 体 上 指向 同一 方向 , 所 
以 F {a= 0. 

(Gi) 如 果 当 我 们 沿 一 段 曲 线 运 行 时 VW 经 历 了 一 定 的 旋转 , 则 (-V) 也 将 经 历 同 
样 的 旋转 . 这 样 , 当 我 们 在 每 个 相 图 上 丰 倒 流 的 方向 时 , 指数 不 变 . 例如 源 和 汇 应 有 
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同样 的 指数 : .8 = 1. 

(ii) 正如 指数 对 于 T。 的 准确 形状 不 敏感 一 样 . 它 对 流 线 的 准确 形状 也 不 敏感 . 
假设 把 图 10-6 画 在 橡皮 薄膜 上 , 逐渐 拉 它 , 将 会 生成 新 的 扭曲 了 的 相 图. 在 T。 的 
每 一 点 上 , V 的 方向 都 会 经 历 一 个 连续 变化 , 所 以 在 线 Ts。 时 , 它 的 旋转 的 总 圈 数 也 
只 能 连续 变化 . 所 以 指数 必定 保持 不 变 . 

很 清楚 ,“ 指 数 ” 这 个 新 概念 与 “环绕 数 " 这 个 老 概 念 是 有 联系 的 , 但 是 , 具体 联系 如 
何 ? 如 果 我 们 把 向 量 场 V{z) 看 成 一 个 映射 , 即 是 映 向 量 的 起 点 > E Ts 到 其 终点 的 
映射 , 这 些 终点 就 构成 一 个 新 的 环 路 YIT。), 稍 想 一 想 就 知道 T。 的 指数 就 是 象 环 
蹄 的 环绕 数 的 新 和 解释: 

Hy Ts] = vIV (Ts), 0). (10.2) 


由 7.4.2 节 中 介绍 的 托 扑 重 数 的 概念 就 知道 , 点 s 的 指数 .*(s) 就 是 vls) 作为 0 的 
原 铺 的 拓扑 重 数 . 特别 地 , 车 V 是 解析 的 , WA 


多 (nn 阶 的 根 ) =n, (mm 阶 极 扣 ) = —m. 


请 以 图 10-1 为 例 来 检验 此 式 . 

如 果 以 前 没有 做 过 , 现在 就 请 用 计算 机 画 几 个 简单 的 多 项 式 与 有 理 函 数 的 向 量 
场 . 请 注意 , 根 和 极点 是 怎样 生动 地 表现 出 来 的 , 正如 实 函 数 图 像 中 根 表现 为 图 像 
与 x 轴 的 相交 , 极点 表现 为 图 像 具 有 和 疏 直 渐 近 线 一 样 生动 . 还 请 注意 , 在 问 量 场 中 
多 么 容易 通过 拉 长 镜头 来 求 出 它们 的 精确 位 置 . 

事实 上 , 向 量 场 比 通常 的 函数 图 像 还 要 更 加 生动 , 下 面 的 例子 就 说 明了 这 一 所 . 
rae (x — 1)* p=] 

t— ， T= 
F(z) = (a F25 WR G{z)= Ta 

的 图 像 , 其 结果 定性 地 是 相同 的 ; 在 xz = 1 附近 , 都 有 点 像 抛 物 线 ; 在 渐 近 线 = -2 
的 两 侧 , 都 各 有 一 支 趋向 其 上 下 相反 的 两 端 ; 当 |z| 很 大 时 , 看 来 都 有 所 像 (L/|zl). 

现在 把 x 换 成 并 用 计算 机 画 出 相应 的 向 量 场 . 差别 确实 尺 人 ! 如 果 我 们 沿 
一 个 小 环 路 绕 : = 1 一 圈 , F 将 依 正 向 绕 两 整 图, 而 G 则 会 统 4 圈 ; 对 z = -2 这 
样 作 , F 将 绕 负 3 图, G 则 绕 负 7 E; 沿 一 个 很 大 的 以 原点 为 中 心 的 圆周 , Foe 
绕 负 1 圈 , 而 G 则 绕 负 3 Ba. 

再 回来 讨论 (10.2) 的 一 般 意 义 , 考虑 环 路 工 的 通常 的 环绕 数 oL, 0). 现在 可 以 
把 它 看 作 L 关于 恒 等 映射 的 向 量 场 的 指数 : 


v[L,0] = A [L]. 


图 10-7 画 出 了 结果 : .所 [LL = 1. L 绕 一 般 点 a 的 环绕 数 类 似 地 也 就 是 它 对 问 量 场 
(z-a) 的 指数 ， 
| 二 ， al = Pea lE. 
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10.2.2 EMERARA 


图 10-8a E, 画 了 一 个 环 路 工 以 及 其 上 的 一 个 向 量 场 V. 让 我 们 用 这 个 简单 的 
例子 (显然 有 .所 [| = 1) 来 解释 在 比较 复杂 情况 下 求 指数 的 ( 庞 加 莱 的 ) 方法 . 


”加 a ee [o] WLL) 


图 10-8 


考虑 L 上 VW 取 一 个 任意 选 定 的 方向 的 地 方 【在 本 例 中 , 即 a,b,c WA). 在 这 
些 点 中 , 有 一 些 是 使 得 > 经 过 它 时 V(z) 向 正 向 旋转 的 , 其 数 为 P, 另 一 些 点 则 使 得 
Viz) 向 反问 旋转 , 其 数 为 N. 即使 在 比较 复杂 的 情况 下 , P 与 N 也 会 比较 容易 求 
H. 我 们 现在 可 以 得 出 指数 是 二 者 之 差 : 


Iy(L] =P-N. (10.3) 


在 我 们 的 情况 下 P = 2, 因为 在 ae 两 点 Yfz) 作 正 向 旋转 , 而 N = 1, AAE bA 
Viz) 作 反 回旋 转 . 这 样 sv = 1, 而 且 事实 就 是 如 此 . 请 就 图 10-5 各 例 检 验 一 下 
这 个 公式 ， 

虽然 , 说 (10.3) 成 立 在 直觉 水 平 上 太 概 没有 问题 , 但 从 7.1.3 节 计 算 环 绕 数 的 
“穿越 法 则 "(7.1) 来 导出 它 , 仍然 是 有 启发 的 . 

图 10-8b 画 出 了 把 V 看 作 映 射 时 工 AUS CL). | 检验 一 下 , 它 确 实 是 象 ! 使 
用 这 种 语言 , 所 求 的 指数 正 是 v[V(L),0i. 由 0 画 出 原来 选 定 的 方向 的 射线 , 并 且 让 
0 从 远 处 ) 沿 此 射线 走向 0. 在 此 行程 中 , q 将 在 Vie), V(b) 和 Vla) Fit VL). 在 
问 量 场 的 图 像 图 10-8a P, V 在 ec 处 作 正 向 旋转 , WST, 从 gq BR, SE Vic) 
点 第 一 次 穿 过 V(L) 时 , V(L) 是 由 左 向 右 ， RZ, V(L) 在 V(b) 处 的 反 向 旋转 , B 
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AT, 5 q 靠近 V(b) 时 , V(L) 在 此 处 是 由 右 向 左 . 但 是 我 们 在 7.1.3 节 中 论证 过 
v[V(L),0| 正 是 V(L)( 从 g 接近 V(L) 时 来 看 ) 由 左 到 右 的 点 数 减 去 由 右 到 左 的 点 
数 . 这 正 是 “穿越 法 则 ”的 内 容 . 证 毕 . 

10.2.3 ”指数 定理 


在 确立 了 指数 与 环绕 数 的 联系 后 , 拓扑 辐 角 原理 就 可 以 用 向 量 场 的 语言 重新 解 
释 如 下 : 简单 环 路 的 指数 就 是 它 所 包围 的 奇 点 的 指数 之 和 . 我 们 现在 可 以 用 一 个 比 
第 7 章 更 加 干净 的 论证 把 这 个 定理 推广 到 多 连通 区 域 . 回想 一 下 , 多 连通 区 域 就 是 
有 润 的 区 域 , 如 图 10-9 所 示 , 在 那里 有 两 个 洞 . 


图 中 的 有 阴影 的 区 域 由 位 于 C 之 内 而 在 B, Bo 之 外 的 点 构成 .一般 情况 下 ， 
可 能 有 很 多 个 洞 , 例如 9 个 , 而 边缘 曲线 Bi, Ba,… , Ba 有 道 时 针 方向 . 图 上 标明 在 
此 区 域 中 我 们 有 一 个 向 量 场 , 令 sl, s2,… ,sn 为 区 域内 的 奇 点 ， 在 我 们 的 情况 下 ， 
恰 有 两 个 : sl 是 一 个 偶 极 子 , s 是 一 个 鞍点 . 辐 角 原理 的 推广 就 是 


g m 
# [C] — 27 |B; 一 > Fls] 
此 式 称 为 指数 定理 . 

请 用 (10.3) 来 验证 一 下 , 在 我 们 的 例子 中 , .*[C] = 2, .FF[Bi] = 0 而 .zx[Bo] =1, 
所 以 (10.3) 的 左 方 等 于 1, 但 是 右 方 为 


I (AF) + IÈR) =24(-1) =1, 


这 就 验证 了 本 定理 在 此 例 中 的 预测 . 

为 了 理解 这 个 结果 , 考虑 图 10-10, 其 中 用 虚线 把 此 区 域 分 成 车 干 个 曲 边 包 边 
E, 而 其 每 一 个 至 多 含有 一 个 奇 点 , 而 其 边缘 K; 则 取道 时 针 方向 . 车 把 所 有 OK; 的 
指数 加 起 来 , 就 得 到 指数 定理 的 右 方 . AA, 如 果 K; 不 包围 奇 点 , 则 其 指数 为 零 , # 
其 内 有 一 个 奇 点 , 则 K; 的 指数 (EM) 就 是 它 所 围 的 奇 点 的 指数 . 

A AM, 要 决定 单个 K 的 指数 , 就 要 研究 当 z 点 走 过 K; 的 各 边 时 向 量 场 
旋转 多 少 , 然后 把 这 些 净 旋 转角 加 起 来 , 看 总 的 圈 数 是 多 少 而 定 . 但 是 当 我 们 把 这 
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些 指数 加 起 来 的 时 候 ，K; 的 每 一 段 内 边缘 ( 即 图 上 用 虚线 画 出 的 部 分 ) 都 走 了 两 
i, 而 且 两 次 的 方向 相反 , 所 以 旋转 角 拆 消 ， 各 K 的 余下 的 边 共同 组 成 C 以 及 
_ By, — By 等 . 把 这 些 旋转 角 加 起 来 (再 除 以 2m) 就 给 出 指数 定理 的 左 方 . 证 毕 . 


10.3” 闭 曲面 上 的 流 * 


10.3.1 M$- EUERE 


如 果 8 是 空间 中 的 一 个 “光滑 ”* 曲面 , 即 指 在 其 每 一 点 上 都 有 切 平面 , 这 样 , 说 
一 个 向 量 场 在 各 点 都 切 于 8 是 有 意义 的 .2 直观 地 说 , 我 们 可 以 形象 地 把 一 个 向 量 
场 描绘 为 流体 在 S 上 形成 的 速度 场 . 

图 10-11 在 球面 画 出 了 两 个 这 样 的 流 的 流 线 . 它们 每 一 个 都 有 自己 的 奇 点 : 图 
10-lla 有 两 个 涡 旋 , 而 图 10-11b 则 有 一 个 偶 极 子 , 事实 上 , 2 维 (以 至 任意 偶数 维 
球面 一 一 这 几 个 字 是 译 者 加 的 ) 球面 上 , RRMA AM RM. 这 是 一 个 极为 
漂亮 的 结果 ( 称 为 让 加 莱 - 霍 普 夫 定 理 ) 的 推论 之 一 , 我 们 现在 就 来 简 述 其 陈述 . 


er m fi 
ly TEATS [b] 


图 10-11 


= 一 -一 一 


D 光滑 不 仅 是 指 由 切 平面 存在 , 而 且 要 求 切 平面 的 方向 在 一 定 程度 上 是 连续 可 微 的 ， 可 和 福 的 程度 , 各 书 
讲法 不 一 . 最 方便 的 是 设 为 C1 的 , 就 是 需要 微分 名 少 次 都 是 可 以 的 .如果 没有 这 个 条 件 , 下 面 许多 
论证 都 会 出 毛病 ， 本 书 的 特点 是 不 去 涉及 这 类 问 是 , 这 里 我 专门 作 了 提示 , 是 为 了 读者 在 进一步 研究 
时 的 方便 . 译 者 注 
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曲面 上 的 奇 点 的 指数 应 该 如 何 给 以 准确 的 定义 , 并 不 是 马上 就 能 看 清楚 的 , 所 
以 我 们 现在 暂时 先 认可 有 这 样 一 个 整数 存在 , 而 且 其 值 和 平面 上 可 以 类 比 的 奇 点 指 
数 一 样 . 这样 , 如 果 我 们 把 图 10-11a 的 所 有 指数 加 起 来 , 就 有 


JF (Wale) + A(R) = 1+1=2. 
若 对 图 10-11b 作 同 样 的 事 , 则 有 
JF (IRS) = 2. 


可 以 拿 一 个 桔子 , 在 上 面 任意 画 流 线 , 然后 把 它 的 所 有 奇 点 的 指数 加 起 来 .结果 一 定 
HRA 这 是 巧合 吗 ? 

数学 里 没有 巧合 ! 在 球面 情况 下 , EME BAKER, 如 果 把 球面 上 任意 
向 量 场 的 指数 加 起 来 , 结果 一 定 得 到 2. 其 实 , 它 讲 的 是 , 对 于 任意 拓扑 上 为 一 球面 
的 曲面 都 会 得 到 这 个 答案 . 所 谓 拓 扑 上 为 一 球面 , 就 是 说 此 曲面 可 以 用 一 个 可 道 而 
且 双 方 连续 的 变换 变 为 一 个 球面 , 如 果 设 想 球面 是 橡皮 薄膜 做 的 , 通过 拉 伸 但 不 拉 
破 地 从 它 变 出 来 的 曲面 就 是 拓扑 上 为 一 球面 的 曲面 . 图 10-12a 上 夯 的 桂子 和 酒杯 
都 是 这 种 拓扑 球面 的 例子 . 


球面 是 室 间 球体 的 表面 , 别 的 封闭 曲面 可 以 是 别 的 空间 物体 的 表面 . 例如 轮胎 
的 表面 称 为 一 个 环 面 2( 见 图 10-12b 的 上 图 ), 很 清楚 , 它 下 面 的 那个 小 孩子 在 沙滩 
上 玩 的 玩具 鸭子 和 轮胎 是 拓扑 上 相同 的 曲面 . 但 是 似乎 同样 清楚 的 是 , 不 管 怎样 把 
它们 拉 伸 扭曲 (但 是 不 淮 弄 破 ), 它们 也 不 能 变 成 球面 . 所 以 图 10-12a 和 图 10-12b 
上 的 曲面 是 拓扑 上 不 同类 型 的 曲面 . 图 10-12c 显然 又 是 第 三 种 拓扑 上 不 同 的 类 型 . 
这 样 加 上 越 来 越 多 的 洞 , 就 会 不 断 地 把 这 个 清单 继续 下 去 . 

我 们 不 去 讲 证 明 这 些 事情 所 需 的 拓扑 思想 2, 但 是 再 一 次 清楚 不 过 的 是 , 这 些 
拓扑 上 不 同类 别 的 封闭 曲面 , 可 以 纯粹 以 洞 的 数目 为 基础 来 分 类 . 这 个 数目 称 为 曲 


D SEL doughnut 的 表面 ，doughnut 是 一 种 外 国 零食 ,许多 广 献 常 译 为 “ 油 炸 甜 面 
Aa” 之 类 , 中 国 读者 未 必 习 惯 , 所 以 这 里 直接 说 是 轮胎 ， 反 而 一 说 就 懂 了 . 一 一 译 者 注 
D 见 本 章 末尾 的 进一步 阅读 的 材料 - 
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面 的 亏 格 . 图 10-12 上 各 个 曲面 边 上 注 明 的 g 就 是 该 曲面 的 亏 格 . 现在 我 们 可 以 把 
一 般 结果 陈述 如 下 : 
AFTRA 9 的 封闭 曲面 上 , 任意 向 量 场 只 要 奇 点 的 数目 有 限 , 则 


它们 的 指数 之 和 性 为 (2 一 29). 
(10.4) 


这 就 是 著名 的 庞 加 莱 - 霍 普 夫 定理 ,其 中 出 现 的 常数 x = (2-29) 称 为 此 曲面 
的 欧 拉 示 性 数 ”. 这 个 概念 在 许多 地 方 枝叶 繁茂 , 结 出 了 许多 重要 的 拓扑 硕果 . 所 以 
用 x 来 对 曲面 分 类 , 比 用 g 分 类 更 为 自然 , 图 10-12 上 我 们 对 各 个 曲面 都 注 明 了 其 
欧 拉 示 性 数 . 

(10.4) 的 一 个 直接 推论 就 是 , 没有 奇 鼎 的 问 量 场 只 能 存在 于 具有 零 欧 拉 示 性 数 
的 曲面 上 , 就 是 拓扑 轮胎 上 ”. 甚至 在 那 时 , 这 个 定理 也 没有 保证 这 样 的 向 量 场 存 
在 , 而 只 是 说 , 如 果 有 奇 点 存在 , 则 它们 的 指数 必 互 相抵 消 . 然而 , 可 以 看 出 , 在 辊 
胎 上 , 这 种 无 奇 点 的 向 量 场 确实 是 存在 的 . 


10.3.2 ”定义 曲面 上 的 指数 


为 了 对 图 10-11 的 各 个 曲面 的 每 个 奇 点 给 出 指数 的 准确 定义 , 我 们 大 概 会 在 曲 
面 上 作 一 个 包围 奇 点 的 环 路 , 然后 去 找 一 个 向 量 场 绕 此 环 路 运行 时 的 总 旋转 角度 . 
但 是 , 相对 于 什么 来 计算 旋转 角度 ? 

为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 重新 来 检查 一 下 我 们 熟悉 的 平面 上 的 旋转 , 图 10-13a 
表明 , 在 平面 上 Viz) W L 的 旋转 , 可 以 看 作 是 相对 于 具有 水 平流 线 的 基准 向 量 
场 ,比如 U(z) = 1, REW. 如 果 我 们 定义 U,V RARA ZUV.6,(ZUV) 则 表 
PERE L 的 净 变 化 , 则 我 们 关于 指数 的 老 定 义 就 是 


Fy|L) = 6L(LUV). (10.5) 


如 果 我 们 让 图 10-13a P U 的 水 平流 线 连续 地 形变 成 为 图 10-13b 中 的 流 线 , 用 
我 们 用 惯 了 的 论证 方法 【 即 一 个 量 既 只 能 取 整 数值 , 又 只 能 连续 变化 , 则 它 不 会 变 
化 ) 就 知道 (10.5 的 右 方 是 不 会 变化 的 . 这 样 我 们 就 得 知 , 即使 把 U 改 成 任意 的 在 
L EAL 内 均 无 奇 点 的 向 量 场 , {10.5) 仍然 是 正确 答案 . 

现在 假设 图 10-13b 是 画 在 一 张 橡皮 膜 上 的 . 如 果 把 它 连 续 地 拉 成 图 10-13c 那 
样 的 曲面 , 则 不 但 (10.5) 的 右 方 仍然 有 意义 , 而 且 其 值 也 不 会 变化 . 总 结 起 来 : 若 s 
是 曲面 S 上 的 向 量 场 Y 的 奇 点 , 我 们 定义 其 指数 如 下 : w S 的 一 小 片 , 使 之 轿 羡 


— 


TT 取 这 个 名 称 可 以 说 是 为 了 纪念 欧 拉 ， 因 为 他 发 现 了 这 个 概 仿 的 最 常见 的 原型 : ATEENA 
BV-E+F=2. 这 个 公式 的 种 种 推广 和 普 方 面 的 联系 , BA TRS. 一 一 ERE 

© 所 以 在 球面 上 不 会 有 ， 因 为 如 果 如 果 有 奇 点 , 其 指数 和 必 为 0, 而 不 可 能 是 现在 的 x = 2 一 2x0 = 2, 
【对 于 球面 , SH 9 = 0.) 这 个 定理 称 为 hairy ball 定理 , 见 第 了 章 习 题 15 的 脚注 . 一-- 译 者 注 
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si 而 且 其 内 再 无 其 他 奇 点 , 再 作 一 个 绕 s 的 简单 环 路 工 , 最 后 应 用 (10.5) 来 定义 指 
数 , 即 当 我 们 绕 工时 , Y 相对 于 U ee. 


10.3.3 fEMH-BPAT HORE 


现在 我 们 可 以 给 定理 (10.4) 一 个 非常 漂亮 的 证 明 . 这 个 证 明 是 霍 普 夫 本 人 的 ， 
见 Hopf [1956] 论证 分 成 两 步 . 第 一 步 我 们 证 明 , 在 亏 格 已 知 的 曲面 上 , 所 有 向 量 场 
的 指数 和 都 是 相同 的 ; 第 二 步 , 再 找 一 个 具体 的 向 量 场 之 例 , 证 明 这 个 和 就 是 欧 拉 
示 性 数 . 于 是 定理 得 证 . 

VW 是 一 个 给 定 的 封闭 曲面 上 的 两 个 向 量 场 . 
见 图 10-14. 车 vj; E V 上 的 奇 点 (标记 为 +), 而 w 是 
W 上 的 奇 点 (标记 为 ©), 我 们 需要 证 明 


Y ayle] = X Aw [wy]. 


与 我 们 对 图 10-10 的 处 理 方法 很 类 似 , (用 虚线 ) 把 5 
SMT HAS, 使 得 每 一 个 曲 边 名 边 形 至 包含 
一 个 Uy 和 一 个 Uj. 

现在 集中 考虑 一 个 和 多边形 及 其 边缘 K;, 并 在 其 上 
规定 方向 , WRA 5 外 面 (注意 , 5 是 一 个 封闭 曲面 , 因此 把 空间 分 成 内 外 两 部 分 ) 
GK; 的 方向 是 道 时 针 方 向 , 就 说 这 个 方向 是 正 向 . ATR VA WwW 沿 K 的 指数 ， 
在 此 多 边 形 上 作 任 意 的 非 奇异 的 向 量 场 U 并 应 用 (10.5). V 和 W 沿 OK, 的 指数 之 
ETEA 


IviKj] Sw [Kj = Bb (LUV) ~ öx, (LUW) = 5-8x,(ZWV), 
很 明显 , 它 与 作为 基准 的 局 部 向 量 场 U EX. 
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由 此 我 们 导出 
>| Avy) 一 S Aw [wy] = 3° (Av [Ky] — Fw|K5)) 


Ky 


l A j — 
= 元 Pi =0. 


这 是 因为 曲 边 多 边 形 的 每 一 个 边 都 按 正 反 两 个 方向 各 走 了 一 次 , 因而 造成 了 
L£WV 大 小 相同 , 符号 相反 的 变化 .2 我 们 这 样 完 成 了 证 明 的 第 一 步 : 证 明 指 数 之 和 
与 向 量 场 无 关 . 

因为 在 图 10-11a 的 例子 中 , 指数 和 为 2, 我 们 现在 知道 了 对 于 拓扑 球面 上 的 任 
意向 量 场 , 指数 和 也 为 2. 一 般 证 明 的 第 二 步 , 也 就 是 在 任意 亏 格 g 的 曲面 中 找到 
一 个 例子 , 使 得 指数 和 为 x = (2-29). 图 10-15 就 是 g = 3 时 的 例子 , 对 于 更 大 亏 
格 的 曲面 , 找 一 个 这 样 的 曲面 也 是 显然 的 . 现在 我 们 设想 , 把 糖 桨 从 这 个 曲面 的 顶 
上 往 下 倒 , 它 就 会 慢 慢 地 往 下 流 , 从 底部 流出 去 , 而 成 为 曲面 上 的 一 个 流 (也 就 是 一 
个 向 量 场 ). 这 个 图 就 解释 了 , 指数 之 和 为 x” 


图 10-15 


T 这 里 还 请 注意 ,曲面 5 是 封闭 的 , PA ORAS, 所 以 我 们 只 需 考虑 密 边 形 Ky 的 备 边 即 可 . 
一 一 eit 
D 这 里 实际 上 用 到 了 微分 拓扑 的 一 个 基本 结果 , 即 “ 任 意 "2 维 曲 面 都 在 拓扑 上 与 一 个 图 10-15 那样 的 
曲面 (但 基 洞 的 数目 , GREER o) 等 价 ， 作 这 样 的 曲面 ,如 作者 所 说 “是 显 姓 的 "， 但 是 这 
个 结论 的 准确 提 法 以 及 证 明 绝 非 易 事 ， 所 以 作者 想 风 心地 说 这 个 小 节 只 是 应 加 莱 - 需 普 去 定理 的 解 
释 , 而 不 说 是 证 明 . 有 兴趣 的 读者 , 可 以 去 阅读 微分 拓扑 学 的 专著 . 一 一 译 者 计 
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进一步 阅读 的 材料 . 这 些 拓扑 思想 , 再 加 上 后 两 章 的 一 些 思想 , A T 


TEEDE gA GWAK]. 特别 是 , 我 们 希望 你 在 阅读 克 葬 因 的 重要 著作 Klein 
[1881] 时 , 会 容易 一 些 , 这 一 著作 支持 了 黎 曼 原来 的 用 空间 曲面 上 流体 的 流动 的 途 
径 来 研究 多 值 函 数 . 也 请 参看 Springer|1957, 第 1 章 ], EAR LAAT RAN 
专著 , 但 加 上 了 一 些 有 益 的 附加 评论 . 对 于 获 曼 曲面 比较 抽象 比较 现代 的 介绍 , 可 
见 Jones and Singerman [1987|. 最 后 , 更 多 地 讲 拓扑 学 本 身 , 我 们 推荐 Hopf [1956], 
Prasolov [1995], Stillwell [1980,1989], 特别 是 , Fulton [1995].” 


10.4 3 题 


. 用 代数 和 几何 两 种 方法 证 明 向 量 场 z? 的 流 线 是 在 原点 切 于 实 轴 的 圆周 .解释 


为 什么 对 于 向 量 场 1/7 此 事 也 成 立 . 


. 用 计算 机 面 出 1/{zsin2 z) 的 向 量 场 . 利用 图 形 来 决定 各 个 极点 的 位 置 与 阶 数 . 
. 用 计算 机 画 出 


P(z) = 23 + (-1 + 5i)z? + (-9 — 2i)z + (1 — 7i) 


的 向 量 场 . 利用 此 图 形 作 Pi) 的 因 式 分 解 , FAS PS FT OR SE 
结果 . 


. 设 向 量 场 Y 的 流 线 中 有 一 个 简单 闭环 路 工 . 解释 为 什么 工 一 定 会 包围 Y 的 奇 


Fa 


. 求 出 图 10-16 所 示 的 3 个 奇 扣 的 指数 


图 10-16 


. 请 注意 , 本 章 所 研究 的 各 个 奇 点 的 邻 域 , 都 是 由 图 10-17 画 出 的 3 类 扇形 构成 


的 , 各 称 为 棋 国 的 、 抛 物 的 和 双 曲 的 . 用 e , p 和 4 来 记 围绕 一 个 奇 点 的 3 种 
类 型 的 扇形 的 个 数 . 


DT 我 愿 向 希望 束 知 道 一 些 拓 扑 学 的 读者 , 推荐 W. G. Chinn and N. E. Steenrod, First Concepts of 


Topology, (The Math. Assoc. of America 1966) — 书 . PHA, #707, TERRE, 《拓扑 学 的 首 
要 概 售 y》， 上 海 科 学 技术 出 版 社 1984. Steenrod Jd 3h F Ali, fh ets (ELA 
AA) 的 目的 是 向 “ 广 夫 中 学 生 和 非 才学 数学 的 外 行 点 ” 任 绍 折 扑 学 是 什么 ， 转 别 是 , 作者 们 的 也 村 
SATB, AR. 读者 更 容易 看 到 在 复 分 析 中 介绍 拓 站 学 的 这 些 内 容 是 名 各 和 白 然 , 也 更 容易 理解 
本 书 的 许 才 拓扑 愿 售 的 本 质 ，- 一 详 者 注 
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. 已 给 一 个 定义 在 圆周 C 上 的 向 量 场 V, 在 C 上 


. 车 f,g 是 球面 5 到 其 自身 的 连续 的 一 对 一 映射 ， 


Ww 抛物 的 双 曲 的 
图 10-17 
(i) 验证 上 题 的 3 个 奇 点 的 指数 可 以 用 本 迪克 和 孙 ” 定理 正 确 而 轻松 地 预测 如 下 : 
1 
J =1+ 5(e-h). 
(ii) 解释 这 个 公式 ， 
另 作 一 个 向 量 场 w 如 图 10-18. 如 果 


Fy(C] =n, K .本 riC].| 此 题 取 目 Prasolov|1995， 
第 6 章 ], 答案 也 可 在 此 书 中 找到 .| 


则 其 复合 fog 也 是 . 现在 来 证 明 f,g 与 1 og 中 ， 图 10-18 

至 少 有 一 个 有 不 动 点 . 我 们 用 反 证 法 证 明 如 下 . 

(i) 证 明 若 此 结果 不 真 , 则 对 5 上 任 一 点 p, Fo 与 [f 691(p) DADRA. 

(ii) 这 时 可 以 导出 , S 上 有 唯一 的 有 疝 问 周 CG,, 并 按 指定 的 顺序 通过 p, fip) 与 
[f o gl(p) ZA. 

Gi) RA MARMER C, 运动 , > Vip) 为 它 过 p 点 时 的 速度 向 量 , 因为 
Dp 是 任意 的 , V 就 是 5 上 的 癌 量 场 . 

(iv) RENT HEI Eee, 得 出 想 求 的 了 矛盾, 


. 继续 上 题 , 像 下 面 这 样 来 应 用 这 个 结果 . 


(i) 令 g= 了, 导出 fof VADIJA. 

(ii) + g AMR, 证 明 : 或 者 f 有 不 动 点 , 或 者 f PR AAR EA. 
在 封闭 光滑 曲面 S 上 , 任 取 一 组 点 #1,32,.…. ,sn. 请 试 着 在 5 上 画 一 个 水 果 或 
者 蔬菜 , 并 且 研 究 以 下 的 说 法 : 在 5 上 存在 一 个 流 , 以 si, s2,... ,sn 为 其 仅 有 
的 奇 点 , 而 且 其 奇异 性 的 性 态 (ERT. ES), 除了 一 个 点 外 均 可 任意 地 确 
定 


. 设想 单位 球面 S 分 成 为 F 个 多 边 形 , 其 这 缘 为 “球面 上 的 直线 ", 即 大 圆 . + 


E 和 V 是 这 样 分 割 所 得 的 边缘 与 顶点 的 数目 
(i) 用 F, 表示 单位 球面 上 的 n 边 形 , 用 6.2.1 节 的 (6.9) 证 明 


Al Fn) F (Pn AIT ZA] = (n 一 2)n. 
Ivar Bondini 1861—1935, 瑞典 数 学 家 .一 一 HP 
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[提示 : 把 多 "的 各 个 项 点 与 一 个 内 点 连接 起 来 , 把 名, 分解 为 n 个 三 角形 .] 
(ii) 对 所 有 和 多边形 求 和 , 证 明 
F-E+V=2. 


[这 是 勒 让 德 的 论证 (1794), 结论 本 身 是 下 题 结 果 的 特例 .] 

12. $ 5 是 一 个 亏 格 为 o 的 封闭 的 光滑 曲面 , 于 是 其 欧 拉 示 性 数 是 x(5) = 2 一 2g. 
和 图 10-14 一 样 , 把 5 分 成 下 个 和 多边形 , 而 其 边缘 与 顶点 的 总 数 分别 为 EA 
vV. 

(i) 在 桔子 表面 上 画 一 个 图 , 使 你 通过 作 图 确信 可 以 在 整个 曲面 上 得 到 一 个 流 ， 
而 其 奇 点 仅 是 : (1) 在 下 个 名 边 形 的 每 一 个 中 都 有 一 个 源 ; (2) 在 互 条 边缘 的 
每 一 条 上 , 都 有 一 个 简单 鞍点 ; (3)V 个 顶点 都 是 汇 . 

(i) 对 于 一 般 曲 面 5 上 的 这 种 流 , 应 用 庞 加 莱 - 夫 普 夫 定 理 , 导出 以 下 的 值得 注 
意 的 结果 一 一 欧 拉 公 式 : 


F-~E+V = x(S). 


(iii) 对 你 在 (i) 中 的 例子 以 及 轮胎 曲面 验证 (ii) 中 的 结果 . 

13. 图 10-19 夯 出 了 从 一 点 p 向 光滑 曲面 5 所 作 的 法 线 . > Ri) 记 由 yp 到 3 中 的 
点 9 的 距离 . 我 们 称 点 g 为 RR 的 一 个 临界 点 , 如 果 当 g 在 S 内 运动 时 , R AE 
BAS, 我 们 不 需要 指定 g 在 哪个 方向 运动 , 因为 我 们 假设 了 5 在 g 点 有 切 平 
H. 


图 1019 


(i) 解释 为 什么 当 且 仅 当 了 为 RB 的 临界 点 时 pg TE 5 的 法 线 . 

(Gi) RE S 上 的 水 平 曲 线 就 是 以 p 为 中 心 的 同心 球面 族 —" EN" 与 5 的 
RO. 在 图 上 所 画 出 R 的 临界 点 的 附近 画 出 这 些 水 平 曲线 的 草图 . 注意 , R 
的 局 部 极 大 点 或 极 小 点 与 5 的 其 他 点 的 区 别 在 于 , 在 其 他 点 处 , 车 g 沿 着 不 
同方 向 离开 临界 点 , R 可 以 增加 或 减少 . 
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(iii) 假想 p 点 会 生成 一 个 吸引 力 场 , 使 得 空间 中 的 质点 受到 指向 p 点 的 力 F. 
例如 我 们 可 以 假设 p 是 地 球 的 中 心 , 这 时 F 就 是 地 球 的 引力 场 . 如 果 一 个 
质点 被 约束 只 能 在 S 上 运动 , 则 此 质点 只 对 下 关于 5 的 投影 fs 有 响应 . 
画 出 Fs 的 流 线 . 它们 与 (ii) PHAI R 的 水 平 曲 线 有 何 关 系 ? 

(iv) 你 刚才 看 到 了 R 的 临界 点 就 是 Fs 的 奇 点 . 怎样 用 Fs 的 奇 点 的 指数 A (g) 
来 区 分 (ii) 中 所 讨论 的 临界 点 的 类 型 ? 

(v) 我 们 就 用 这 个 指数 .z (gq) 来 定义 法 线 pg 的 重 数 . 用 庞 加 药 - 替 普 夫 定理 来 
导出 以 下 的 结果 : 

由 任意 点 TAGS 作出 的 法 线 的 总 数 [ 按 其 重 数 计 } 与 p 的 
(LER S 的 准确 形 装 均 无 美 系 , 而 等 于 xls). 


这 个 可 爱 的 结果 基本 上 归属 于 里 希 ”, M Reech [1858], 虽然 他 并 未 使 用 


x(S) 的 语言 , 他 也 没有 用 以 上 的 论证 . 事后 看 来 , 里 希 的 工作 很 明显 是 莫 尔 
斯 ”理论 的 前 驱 , 而 且 大 约 旱 了 70 多 年 . ] 


(vi) 当 5 是 一 个 环 面 (轮胎 ) 时 , 找 几 个 p 点 的 位 置 来 验证 里 希 的 定理 . 


四 Ferdinand Reech,1805—1884, 法 国 工程 师 。 译 者 注 
@) Harold Calvin Marsten Morse, 1892—1977, 苹 国 数学 家 . 一 一 译 者 注 


第 11 章 ”向量 场 与 复 积分 


11.1 流量 与 功 


我 们 早 就 承诺 过 , 有 一 种 理解 复 积 分 的 方式 , 比 第 8 章 中 几何 化 的 黎 昌 和 更 加 
生动 . 我 们 将 在 本 节 中 为 这 种 和 更 漂 党 的 新 途径 打下 基础 . 如 果 对 向 量 计算 已 经 很 熟 
aT, 可 以 跳 过 本 节 而 直接 去 读 11.2 节 ， 

11.1.1 流量 

为 了 比 以 前 更 仔细 地 定义 流量 , 请 看 图 11-1. 在 有 向 路 径 K 的 每 一 点 处 都 作 
一 个 切 于 K 的 单位 切 向 量 T(T 的 方向 同 A) 和 一 个 单位 法 同 量 N, N 的 方向 如 
下 定义 ; 当 我 们 沿 K 的 方向 运动 时 , N 指向 我 们 的 右 侧 . 者 用 相应 的 复数 来 表示 ， 
这 个 规定 就 相当 于 规定 

T =iN. 


(TIT 
E., 


Dik j 
KN ~~ (XNIN 


图 11-1 


此 图 还 显示 了 怎样 把 一 个 向 量 场 XX( 暂 时 看 作 平 面 上 的 流体 的 速度 场 ) 分 解 为 
切 向 分 量 和 法 向 分 量 ; 
X= (X-T)T+(X-N)N. 


这 两 个 分 量 中 只 有 第 二 个 能 携带 流体 穿 过 到, 而 在 单位 时 间 内 容 过 路 径 的 无 
穷 小 段 ds 的 流体 总 量 ( 即 流量 ) 为 (X-N)ds. 这 对 于 以 前 的 定义 是 一 个 改进 , 因为 
现在 流量 有 了 符号 : 因为 N 是 指向 K 的 右 方 的 , 故 车 流体 由 左 流向 右 , 流量 就 是 
正 的 , 反之 则 是 负 的 . XF K 的 总 流量 FX K 就 是 穿 过 这 些 线 元 的 流量 的 积 
分 : 

FIX, || (X - N)ds. 
K 


请 日 行 验证 流量 满足 以 下 关系 式 
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F|-X, K] = 大 [区 一天] = -F|X, K]. 


图 11-2 就 K 为 包围 阴影 区 域 R 的 简单 闭环 的 情况 进一步 说 明了 流量 概念 . 图 
11-2a MHT X 的 法 向 分 量 , 我 们 对 这 个 有 符号 的 量 作 积分 就 可 以 得 出 FX, K]. 
图 11-2b 则 说 明 如 何 估 计 流 量 . 我 们 用 具有 有 向 边缘 A; 的 多 按 形 逼近 来 代替 K, 
并 在 每 个 A; 的 中 点 作 X 的 法 向 分 量 . 于 是 流量 就 可 以 用 有 了 半 影 的 矩形 的 有 符号 
的 面积 的 代数 和 来 逼近 . 在 图 上 所 画 的 情况 下 , 正面 积 显然 多 于 负面 积 , 所 以 流量 
FATE. 当 这 些 Ai 越 变 越 小 , 其 数目 越 来 越 多 时 , 这 个 近似 就 越 来 越 好 . 


图 11-2 


在 图 11-2a 的 简单 环 路 KK 的 情况 下 , 对 于 流量 还 有 一 种 有 趣 的 看 法 : 
F[X,K] = [单位 时 间 流 出 A 的 流体 总 量 ] — [单位 时 间 流 入 的 流体 总 量 ]. 


以 下 我 们 恒 设 流体 是 不 可 压缩 的 . 这 样 只 要 在 R 内 没有 源 和 汇 , 流入 . R 的 流体 必 
定 都 会 流出 R, 所 以 
F(X, K] = 0. 


其 实 我 们 还 要 反 过 来 应 用 此 式 来 给 出 一 个 定义 : 如 果 对 于 区 域 玉 内 的 所 有 的 简单 
环 路 , 流量 均 为 零 , 就 说 这 个 区 域内 的 流体 是 无 源 的 . 这 种 没有 任何 有 限 的 源 或 汇 
的 流 的 最 简单 的 例子 就 是 X = const. 如 果 环 路 中 包含 了 例如 一 个 源 , 则 不 可 压缩 
性 就 指出 , 流量 就 是 这 个 源 的 强度 . 

虽然 我 们 只 讨论 2 维 流 , 至 少 也 应 该 提 一 下 3 维 流量 的 概念 . 如 果 流 体 在 通常 
的 空间 中 流动 , 谈论 穿越 一 条 曲线 的 流量 是 没有 意义 的 , 但 是 确实 可 以 讨论 流体 穿 
越 一 个 曲面 的 总 量 对 于 时 间 的 变 率 . 如 果 现 在 N 表示 曲面 的 单位 法 线 向 量 , 则 穿 
过 曲面 的 无 穷 小 面积 d4 的 流量 又 可 由 (X NjA 来 表示 . 于 是 穿 过 曲面 的 总 流量 
就 是 此 量 在 此 曲面 上 的 积分 .和 2 维 情况 一 样 , 3 维 流 的 不 可 压缩 性 等 价 于 说 : 车 
一 封闭 曲面 不 包围 源 或 汇 , 则 必 有 有 零 流 量 . 

最 后 还 要 指出 , 流量 一 词 译 自 flux, 这 是 一 个 拉丁 词 , 意 为 “流动 (tow)”, 现在 
标准 的 作法 是 , 对 于 任意 向 量 场 , 在 讲 到 这 个 数学 定义 时 , 总 是 使 用 “流量 ”一 词 ， 
而 不 问 它 讲 的 是 不 是 某 种 流动 的 物质 . 例如 电场 表示 一 种 力 , 但 是 电磁 学 的 4 个 基 
本 定律 (麦克 斯 书 方程 ) 指出 , 我 们 可 以 把 它 想象 为 一 种 不 可 压缩 流 , 而 正 负电 荷 则 
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起 了 源 和 汇 的 作用 , 所 以 穿 过 空间 中 任 一 封闭 曲面 的 流量 , 就 等 于 此 曲面 所 包围 的 
总 电荷 (高 斯 定律 ). © 
11.1.2 I 


迄今 为 止 , RNA SX 的 法 向 分 量 , 现在 我 们 转 到 切 向 分 量 . 为 此 , 我 们 
现在 把 X 想象 为 一 个 力 场 而 不 是 流体 的 流 场 . 如 果 一 个 质点 受到 某 个 力 场 X 的 作 
用 而 得 到 无 穷 小 位 称 , 则 由 初等 物理 知道 , 此 力 场所 作 的 功 ( 即 所 耗 能 量 ) 等 于 X 
在 位 移 方 向 的 分 量 乘 以 移动 的 距离 . 这 样 , 如 果 此 质点 沿 K 运动 一 个 距离 ds, 则 
X 所 作 的 功 为 (X T)ds. 和 流量 一 样 , 这 是 一 个 有 符号 的 量 , 符号 的 物理 意义 我 们 
马上 就 来 解释 . 如 果 质 点 沿 整个 环 路 玉 运动 , 则 向 量 场 XX 所 作 的 总 功 为 


WIX, K] -| (X - T)ds. 
K 
图 11-3a 画 出 了 X 的 切 向 分 量 , 我 们 必须 把 这 些 有 符号 的 量 加 起 来 , 才能 得 出 Ww. 


ib] 


EAT 


ee ee 


和 对 F 一样 , 请 验证 WIA Pa: 
W|-X, K] = W[X, -K] = —WIX, K]. 


注意 , 和 流量 FE, 如 果 想 把 这 个 概念 推广 到 3 维 力 场 , 对 W 无 需 作 任何 修正 : 
考虑 力 场 对 于 沿 室 间 曲线 运动 的 质点 所 作 的 功 是 完全 有 意义 的 , 而 且 公式 也 和 2 HE 
情况 一 样 . 

图 11-3b 画 出 了 一 个 既 能 解释 W 的 大 小 又 能 解释 其 符号 的 理想 实验 . 想象 力 
场 作 用 的 平面 是 冰 面 , 质量 m 很 小 的 冰球 可 以 在 上 面 无 摩擦 地 滑动 . 我 们 在 冰 面 上 
作 一 条 狭 窗 的 无 摩 氛 的 小 沟 , 形状 如 玉 , 其 宽度 足够 把 一 个 小 冰球 以 速度 win BEA 
沟 中 . 从 图 上 可 以 看 到 , 在 小 冰球 的 旅程 的 开始 一 段 , 力 场 中 的 力 是 反抗 它 的 运动 
的 , 所 以 如 果 on 不 够 大, 它 就 会 慢 下 来 , 然后 停止 , 以 后 就 会 沿 着 原 路 回 到 出 发 氮 . 
但 是 同样 清楚 的 是 , 如 果 我 们 以 足够 的 速度 射 入 小 冰球 , 它 就 会 克服 X 的 反抗 , 而 
最 终 以 速度 von 出 现在 小 淘 的 终点 . 令 小 冰球 开始 和 末尾 的 动能 为 Ein 和 Eou, 则 

ge Eoi 
Ém = gins a 5 out: 
T 也 正 因为 如 此 , 在 我 国 许 多 文献 中 常用 “ 通 量 ” 一 词 , m Aoba. E. —— 详 者 注 
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物理 学 的 一 个 最 神圣 的 原理 就 是 “能 量 守 恒 ”. EAN, 能 量 既 不 能 创造 , 也 不 
能 毁灭 , 只 能 从 一 个 种 类 变 成 另 一 个 种 类 ,所 以 力 场 X 在 小 冰球 身上 耗 用 的 能 量 ， 
也 就 是 它 所 作 的 功 W, 就 会 变 成 小 冰球 的 动能 的 改变 量 : 


(Vout ey Vin} 


WIX, K] 三 上 out pac Ein = | 
=[ 平 均 动 量 |( 速 度 改变 量 )， 


这 个 公式 也 给 出 了 功 的 符号 的 清楚 的 意义 : 它 就 是 速度 改变 基 的 方向 , 这 样 , 如 果 
W 为 正 , 向 量 场 将 耗 用 能 量 来 加 速 冰球 , 从 而 增加 它 的 动能 , 而 若 W 为 负 , 冰球 就 
要 放弃 部 分 动能 以 作 功 抵抗 向 量 场 . 

下 一 步 再 想象 把 K FER, 使 它 的 两 涉 几 乎 连接 起 来 成 为 一 个 闭环 . 当 冰 球 
在 相应 的 小 沟 里 运行 时 , 出 口 基本 上 就 是 入 口 . 假设 冰球 在 出 口 的 速度 大 于 在 入 口 
的 速度 . 把 小 询 两 头 连接 起 来 , 冰球 就 会 在 闭环 上 一 图 义 一 圈 地 越 转 越 快 , 每 转 一 
圈 都 得 到 一 点 能 量 一 一 要 是 能 控制 这 个 能 量 , 就 能 解决 世界 能 源 危 机 了 ! 

虽然 我 们 能 做 出 如 此 的 数学 模型 , 但 如 果 不 从 外 部 回 这 个 冰球 - 力 场 系统 输入 
能 量 , 这 个 物理 系统 决 不 会 如 此 运行 : 它 将 保持 能 量 不 变 , 使 得 冰球 在 出 口 处 的 速 
度 与 射 入 时 的 速度 相同 “. 这 样 的 向 量 场 称 为 保守 的 ， 从 数学 上 看 , X 为 保守 的 当 
且 仅 当 
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W(X, 任意 闭环 ] = 0. (11.1) 

正如 我 们 可 以 把 流量 概念 用 于 并 不 表示 流动 物质 的 向 量 场 , 我 们 也 可 以 把 功 的 
概念 用 于 并 不 表示 力 的 向 量 场 . 然而 在 这 种 一 般 的 背景 下 , 标准 的 说 法 是 把 WIX, K] 
称 为 XA K 的 环流 , 而 不 称 为 功 ， 和 “流量 * 一 词 一 样 , 这 个 词 也 来 自 于 把 XX 想 
象 为 表示 一 个 流 ， 要 想 知 道 为 什么 , RK 为 一 闭环 ,并 且 做 下 面 的 理想 实验 ( 见 
Feynman [1963]). 设想 在 平面 上 有 流体 流动 , 其 速度 场 为 X 如 果 帘 然 把 流体 处 处 
都 冰 旋 起 来 , 只 除 那 条 小 沟 , 而 小 沟 里 的 流动 情况 和 没有 结 冰 以 前 一 样 . “环流 ”就 
是 未 结 冰 的 流体 绕 KK( 就 是 * 环 着 "KK) 的 速度 乘 以 天 的 长 度 [练习 ]. 

如 果 对 每 一 个 闭环 环流 都 是 零 , 就 说 这 个 流 是 无 旋 流 . 正如 “环流 " 就 是 指 的 
W(X, AK] MA X 的 物理 本 质 是 什么 一 样 ,“ 无 旋 ” 也 同样 一 般 地 只 是 数学 命题 
(11.1) 的 简称 而 已 . 这 样 保 守 力 场 也 就 可 以 说 是 无 旋 力 场 . 

11.1.3 ”局 部 流量 和 局 部 功 
现在 我 们 关于 无 源 和 无 旋 向 量 场 X 的 定义 是 


FIX, 任意 闭环 ] = 0 以 及 WIX, ERHI] = 0. (11.2) 


TT 如 果 从 系统 外 输入 能 量 , 则 涪 着 闭环 所 作 的 功 不 一 定 为 零 . 事实 上 , 所 有 的 电机 的 运行 侈 有赖 于 旋转 
的 碰 铁 能 生成 能 各 加 如 冰 球 的 电场 ， 然 而 这 并 不 违反 能 量 守恒 , GR AR EAL 
Feynman [1963]. 
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我 们 的 下 一 个 目标 是 证 明 和 还 有 两 个 非常 简单 的 局 部 性 质 等 价 于 上 面 两 个 非 局 部 
的 性 质 . 

为 此 我 们 需要 计算 流量 与 功 当 闭 环 很 小 而 趋 于 一 点 时 的 极限 状况 , 即 为 “无穷 
小 闭环 ”时 的 状况 我 们 以 后 还 要 证 明 这 种 极限 状况 与 无 穷 小 闭环 的 形状 无 关 . 这 
样 我 们 就 有 自由 把 闭环 选 成 小 正方 形 , 其 中 心 为 我 们 关心 的 点 , 比如 z 所, 边 为 水 
平 的 直线 段 与 垂直 的 直线 段 , KA e ME 11-4. 


图 11-4 


下 与 w 的 准确 计算 可 以 通过 在 正方 形 四 边 的 四 个 中 点 (a, b, c,d) 处 分 别 计算 
X 的 值 , 再 对 适当 分 量 求 和 来 求 出 . 当 = 一 0 时 , 近似 值 就 成 了 精确 值 , 下 面 的 方程 
也 是 这 样 , 我 们 马上 就 会 用 到 它们 


P(a) — P(e) = 20, P(2), 


这 里 A, P(z) 就 是 9.P 在 > 点 之 值 . 
于 是 对 于 流量 我 们 有 
FIX, O] =eP(a) + <Q(b) — P(e) -eg 
=e[{P(a) — P(e)} + {Q(6) — Q(¢)}) 
=e7[0, P(z) + BQ(2). 
如 果 考 虑 梯度 算 子 V 与 向 量 场 xX 的 形式 点 积 


rr 人 (人 -er 


即 可 化 简 此 式 . E V.X 称 为 X 的 散 度 (许多 书 上 记 作 divx), 利用 这 个 概念 就 有 
下 及, 口 = [V - X (OWA). (11.3) 


在 下 一 节 里 , 我 们 将 看 到 , 即使 将 口 代 以 任意 形状 的 无 穷 小 环 路 ,(11.3) 仍然 成 
立 . 这 个 重要 结果 还 可 以 解释 “ 散 度 ”一 词 的 来 由 , 因为 这 个 公式 说 的 就 是 VX 
即 为 穿 过 每 个 包围 着 > 的 单位 面积 流出 ( 即 散 出 ) 的 局 部 流量 ， 以 后 我 们 就 把 “ 单 
位 面积 的 局 部 流量 ”简单 地 说 成 “流量 密度 ”. 
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对 于 功 也 重复 以 上 的 分 析 , 我 们 就 会 得 到 [练习 ] 
WIX, 口 | = [V x 六 |{ 口 的 面积 ), (11.4) 


这 里 的 形式 义 积 定义 为 


Öz P 
vsx (2) (5)- „Q — yP. 


B° V x KRA KX 的 旋 度 (许多 书 上 记 作 curl X). 几何 上 说 , CRE Xe 
z AMEP” HER 在 物理 上 , 如 果 应 用 力 场 来 讲 , 旋 度 就 是 绕 单位 面积 运动 所 作 的 
功 , 或 者 说 是 “RE. 用 流体 来 讲 也 有 一 个 很 生动 的 解释 . 如 果 我 们 把 前 成 小 圆 
盘 的 小 纸 片 , 二 在 流体 表面 的 2 点 处 , 一 般 说 来 , 它 不 仅 会 随 着 过 > 的 流 线 以 速度 
IX(z)| 运动 ( 平 动 ), ERRA LEARE w(z) 旋转 , OLE X REA 
度 的 方面 就 是 其 旋 度 : , 

w(z) = SIV x X(z)]. 

正 因为 如 此 , curl 在 许多 书 上 记 作 rot, 即 旋转 (rotation) 的 简写 . 
11.1.4 和 散 度 和 旋 度 的 几何 形式 * 


上 面 我 们 是 从 考虑 特殊 形状 的 区 域 中 流出 的 流体 来 得 到 散 度 的 表达 式 的 , 但 区 
域 的 形状 与 流 并 无 内 在 的 关系 . 如 果 考 虑 从 另 一 个 无 穷 小 “矩形 "所 流出 的 流体 , 将 
会 得 到 更 多 的 洞察 , 这 个 “矩形 * 有 两 边 是 向 量 场 X 的 流 线 , 而 另 两 边 则 是 流 线 的 
正 交 轨迹 的 一 段 . 见 图 11-5. 


图 11-5 


D 及 积 本 来 是 向 量 ， 这 个 概念 内 草地 只 能 用 于 3 锥 空间 .但 是 在 我 们 的 情况 下 2 锥 向 量 场 X 可 以 看 
作 3 SAA: X = (X(x, y), Xela, y), 0), V = (Gz, Gy. On). 3 维 义 积 的 定 文 
应 该 有 Vx X =(8,0-8,Ng, DXi -—8:0, 4:X2—0,X1) =(0, 0, A¢X2—8,X)). 这 里 
我 们 本 质地 应 用 了 各 个 分 量 都 只 依赖 于 2 维 变量 (z, y), 即 BH VART “E CE 
确 地 说 应 该 是 一 个 “ 厢 标 量 "因为 若 采 用 了 左手 坐标 系 , CHERS) 所 以 在 复 分 析 的 框架 下 , © 
积 成 了 一 个 标量 .1.3.7 节 中 就 是 这 样 解释 叉 积 的 。 所 以 这 里 只 是 泛称 Vx 其 为 一 个 “ 量 *， 如 果 想 
要 更 加 协调 地 解释 这 个 问题 , 或 者 想 要 推广 到 更 高 锥 的 空间 ,通用 的 也 是 最 简 间 的 方法 , 是 应 用 外 代 
数理 论 , 一 一 译 者 注 
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图 中 * 是 一 点 , 而 六 最终 将 会 缩 成 这 一 点 , RRS K 的 散 度 . > 
SAP ER: 点 的 流 线 及 其 正 交 轨迹 ,，s,p 则 分 别 是 5 AP LEAK, p 的 增加 
Fae X 成 正 的 直角 {如 图 上 的 箭头 所 示 ). 

NOR 的 净 流 出 流量 等 于 流入 流量 与 流出 流量 之 差 , 前 者 是 |Xjdp, 后 者 仍 是 此 
式 , 不 过 要 取 在 R 的 对 边 上 而 且 反 号 . 现在 很 清楚 , 有 两 个 因素 使 得 流出 的 流体 包 
于 流入 的 流体 : (1) 在 出 口 处 流速 | 其 | 更 大 ; (2) 在 出 口 处 两 条 流 线 的 距离 dp BX. 

第 二 个 因素 显然 受 X 的 方向 在 dp 间距 中 有 名 大 的 变化 所 控制 , 即 受 已 在 = 
点 的 曲率 rp 控制 . 说 精确 一 点 , 如 果 用 5 来 表示 一 个 量 当 在 流 线 上 运动 ds 时 的 增 
长 量 , 则 (dp) = kpdsdp! 练 习 ]. 这 样 

(RAD mh Æ) =s{|X\dp} = 到 | 其 |)dp + |X|d(dp) 
-(O,|X| + sp|X| (RAIA). 
所 以 , 流量 密度 是 
V-X =9,|X| + xp|X|. (11.5) 
事实 上 , 这 个 公式 对 于 3 锥 向 量 场 也 成 立 | 练习 ), REE? EPA h 
@P,A sp ERREZA. 

现在 转 到 绕 R 的 环流 . 用 完全 同样 的 推理 , 就 会 给 旋 度 以 同样 干净 的 公式 [AR 
习 ]: 

Vx X= -|X| + Ks|X], (11.6) 
这 里 ks 是 流 线 3 在 > 点 的 曲率 . 

虽然 我 们 相信 (11.5) 和 (11.6) 必定 已 经 为 麦克 斯 韦 、 山 尔 文 和 斯 托 殉 斯 等 人 
之 所 知 , 但 在 现代 的 文献 中 没有 看 到 有 人 引用 过 它们 . 

11.1.5 ”零散 度 和 零 旋 度 向 量 场 

由 定义 (11.2) 以 及 结果 (11.3)、 结案 (11.4) 可 知 , E K 在 某 区 域 R 中 为 无 源 
且 无 旋 的 , 则 在 R 的 每 一 点 均 有 

V-X=0 UR VxX=O. 
这 时 我 们 就 说 X E R PERRERA Bae A. 
例如 , 考虑 一 个 具有 强度 5 的 源 点 的 向 量 场 : 


5 S wir +y?) 
X (z) = 二 一 X = — ! 
EE es ) 
除 在 原点 外 , 它 应 该 处 处 有 零 流 量 密度 ( 即 散 度 ), 而 在 原点 , 此 向 量 场 无 定义 . 请 自 
行 验证 此 事 . 回想 一 下 , 我 们 以 前 说 过 , 它 也 是 一 根 很 长 的 有 电荷 均 名 分布 的 导线 


D 这 种 存在 的 条 件 是 : curl 或 者 为 零 , 或 者 正 变 于 向 量 场 ， 
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所 生成 的 静电 场 . 我 们 现在 看 见 了 , 说 这 个 场 是 局 部 保守 的 也 是 有 物理 意义 的 .如 
打 是 局 部 保守 的 , 则 当 我 们 把 冰球 (现在 它 必 须 带 有 电荷 才能 感到 静电 场 的 作用 力 ) 
射 入 一 个 无 穷 小 环 路 时 , 则 在 回 到 起 点 时 , 冰球 的 动能 不 变 . 要 证 明 这 个 局 部 保守 
性 , 就 必须 验证 这 个 场 是 零 旋 度 的 . 
我 们 已 经 看 到 , 一 个 无 源 且 无 旋 的 向 量 场 必 是 零散 度 和 零 旋 度 的 . 在 本 节 结 束 
时 , 我 们 想 要 证 明 其 道 : 若 在 一 区 域 中 , 一 个 向 量 场 散 度 和 旋 度 均 为 零 , 则 它 对 区 域 
中 所 有 简单 环 路 的 流量 和 功 也 都 为 零 . 这 时 , 我 们 有 : 
一 向 量 场 在 一 单 连通 区 域 中 无 源 且 无 旋 ， 当 且 仅 当 它 具有 零散 
度 和 和 零 旋 度 . T 
为 了 理解 这 个 道 定 理 , 考虑 图 11-6( 它 其 实 是 复制 了 图 8-27 的 一 部 分 ). 把 那个 
图 所 说 明 的 推理 再 重复 一 次 . 首先 注意 , 如 果 图 上 的 网 格 越 来 越 细 , 则 扩 上 的 流量 
和 功 就 趋 于 C 上 的 流量 和 功 . 第 二 步 , 把 流量 和 功 与 K 内 的 散 度 和 旋 度 联系 起 来 . 


f soa Sop sled: (这 里 是 对 有 阴影 的 正方 形 求 和 ) 


的 推理 现在 就 会 给 出 
F(X, K)=S 0 F(X,0] (这 里 是 对 有 阴影 的 正方 形 求 和 )， 
以 及 
WIX, K] = 》 WIX, 口 ， (这 里 是 对 有 阴影 的 正方 形 求 和 ). 
然而 , 在 现在 的 背景 下 , 这 些 结果 都 可 以 从 物理 直观 上 得 到 ， 第 一 个 结果 是 说 , 由 
K 流出 的 流体 总 量 等 于 由 各 个 内 部 小 正方 形 流出 的 流体 流量 之 和 . 第 二 个 结果 说 
明 什 么 呢 ? 
现 查 让 网 格 中 的 小 正方 形 缩小 以 至 覆盖 C 的 整个 内 域 R. 利用 (11.3) 和 (11.4) 
并 把 对 于 小 正方 形 的 求 和 代 以 对 于 无 穷 小 面积 dA 的 二 重 积分 , 我 们 就 会 得 到 高 斯 
定理 
FIX,C] -| [V - XjdA, (11.7) 


以 及 斯 托 克 斯 定理 
WIx,C] = | IV x RA (11.8) 
A 


MSAA Cag Bl, UAE EE RR 中 处 处 为 零 , 则 C 上 的 流量 和 功 也 为 
零 , AE RAT AE R. 


D 因为 这 个 原因 , 在 大 多 数 文献 中 , 就 具 说 一 个 向 量 场 为 无 源 或 无 施 , 而 不 用 零散 度 或 季 旋 度 的 说 法 
— ett 
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图 11-6 


仍然 追随 第 8 章 的 逻辑 , 我 们 来 看 当 一 个 闭 回路 (或 具有 固定 端点 的 开 回路 ) 

连续 形变 时 , 对 于 流量 和 功 会 发 生 什 么 事情 . 你 应 该 能 够 看 到 (11.7) 和 (11.8) 蕴含 
两 个 形变 定理 : 

若 回路 只 扫 过 散 度 为 零 的 点 , 则 流量 不 变 . (11.9) 

车 回路 只 扫 过 旋 度 为 零 的 点 , 则 功 不 变 . (11.10) 


11.2 ”从 向 量 场 看 复 积分 


11.2.1 WAER 
现在 从 向 量 场 的 观点 来 考察 积分 


上 五 (zjdz. 


见 图 11-7. 在 作 它 的 黎 昌 和 时 , 像 8.3.1 节 那 样 , 不 把 H = |H]? 与 dz = eds M 
在 各 自 的 复 平面 上 , 我 们 只 能 得 到 不 多 的 好 处 . 而 我 们 仍然 面临 着 一 个 问题 , 就 是 
涉及 了 两 个 角 的 梢 加 : Hdz = |Hleit*+3)ds , 而 角 的 相 加 不 容易 做 到 可 视 化 . 正如 
向 量 的 减法 比 加 法 更 为 自然 [连接 两 个 向 量 的 端点 即 可 ], 角 的 减法 也 比较 自然 , A 
为 只 需 作 两 个 方向 的 夹 角 即 得 . 
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现在 考 虚 一 个 新 向 量 场 , 即 在 z RAS A(z) Ht $e A(z) = Hle, 
这 样 我 们 提出 的 从 向 量 场 的 观点 来 考察 积分 的 问题 , 就 可 以 得 到 一 个 更 简单 更 漂亮 
的 解决 . 我 们 称 这 个 新 向 量 场 为 H 的 波 利 亚 " 向 量 场 . 在 说 明 这 个 新 向 量 场 是 如 何 
解决 我 们 的 问题 以 前 , 我 们 要 : (i) 先 给 一 个 警告 ; (ii) 再 作 一 个 保证 . 

(i) A 的 流利 亚 向 量 场 并 不 是 由 HH 的 普通 向 量 场 对 实 轴 作 反射 而 得 , 如 果 那 样 
作 , 就 会 对 点 附加 一 个 向 量 A(z). 如果 亲手 画 (或 者 用 计算 机 画 ) 一 下 > 和 2? 
的 波 利 亚 向 量 场 为 例 , 这 一 点 就 会 变 得 很 清楚 . 与 图 10-1 比较 , 就 可 以 看 到 所 得 的 
AAPA (而 不 是 向 量 场 ) 与 (1/z) 和 (1/27) 的 相 图 一 样 . 这 是 因为 , z 和 (1 / 2”) 指向 
相同 方向 . 

(ii) 我 们 立刻 就 会 看 到 , 用 波 利 亚 向 量 场 来 表示 H, 所 得 极 多 , 而 在 目前 , 我 们 
只 想 强 调 指 出 , RAFEH: 新 向 量 场 和 老 向 量 场 含有 相同 的 信息 . 例如 , 当 我 
们 转 到 波 利 亚 向 量 场 时 , 环 路 工 的 指数 只 改变 符号 : 


Fy{L| = — Fy lL]. 


这 样 , 一 个 解析 的 H 的 n 阶 零 点 , 仍然 清楚 地 表现 为 其 波 利 亚 向 量 场 的 奇 点 , 只 不 
过 其 指数 不 再 是 n 而 是 —n. 类 似 地 , m 阶 极点 , 仍然 表示 为 其 波 利 亚 向 量 场 的 指 
数 m{ 而 非 —m) 的 奇 点 . 

现在 回 到 积分 问题 , 波 利 亚 向 基 场 的 一 大 优点 就 在 于 它 与 回路 所 成 的 角 Wi 见 
图 11-7) REE 0 = 0 一 (- 朋 =a+8, 这 正 是 我 们 想 要 使 之 可 视 化 的 两 角 之 和 , 也 
就 是 黎明 和 中 的 dz 这 一 项 的 辐 角 . 更 好 的 是 , 我 们 还 有 


Hdz =|Ħ eds = ||H|cos0 +ilH|sindlds 
= H -T+iH-Njds. 


这 样 , BE A EY TB) SP ARB IE 9p de A) A AE 
的 功 与 流量 . 我 们 就 这 样 发 现 了 , H EAER LINAS, 可 以 用 其 波 利 亚 向 量 
场 在 此 回路 上 的 功 与 流量 作 生 动 的 解释 (这 也 是 波 利 亚 的 功劳 号 ; 


| H(z)dz = WI, K| + iF 1H, K]. (11.11) 
K 


由 于 以 下 的 事实 , 这 个 解释 变 得 特别 有 用 : 一 个 计算 机 可 以 立即 夯 出 你 的 被 积 
函数 的 波 利 亚 向 量 场 , 只 要 看 一 看 向 量 场 沿 着 回路 和 穿越 回路 流 过 多 少 , 就 可 以 对 
积分 之 值 很 快 得 到 一 个 感觉 了 . 例如 , (72) 沿 着 从 1 一 i 到 1 +1 的 直线 段 的 积分 
显然 应 该 是 i 溢 以 一 个 正 数 ，( 为 什么 ?) 想 要 知道 更 多 的 利用 (11.11) 计算 积分 的 
真相 , 请 参看 Braden|1987|. 


@ George Pélya, 1887—1985, ATABRAR ER. — Hae 
@) M Pólya and Latta [1974]. 
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我 们 对 于 (11.11) 的 兴趣 主要 倒 不 是 来 自 这 种 实际 的 方面 , 更 多 的 是 来 自 它 在 
理论 上 的 意义 : 关于 流 场 和 力 场 的 思想 , 可 以 对 复 积 分 提供 一 种 新 视 和 前 ,， 反 过 来 也 
是 一 样 . 下 面 我 们 将 要 给 出 这 两 个 方向 的 例子 . 

11.2.2 MEH 


如 果 给 定 了 复 映射 (2) = ut iv 的 向 量 场 的 图 像 , 我 们 能 不 能 一 下 子 说 出 来 ， 
H 是 不 是 解析 的 ? 按照 问题 的 这 样 的 提 法 , 就 我 所 知 , 问题 没有 满意 的 回答 . 然而 ， 
URREA EHAR, 则 是 有 答案 的 , 而 且 这 个 答案 揭示 了 物理 学 和 复 分 析 之 
间 的 一 个 美丽 的 联系 : 


瓦 的 波 利 亚 向 量 场 具 有 零散 度 和 零 旋 度 当 且 人 奴 当 互 为 解析 的 . (11.12) 
证 明 只 不 过 是 简单 的 计算 : 


以 及 


VxH= ( Os x ( ) = —(A,v + Ayu). 
Oy v 


这 样 , H NRE AS, SERS H 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 . 为 了 将 来 的 
应 用 , 请 注意 这 两 个 方程 只 是 一 个 复方 程 的 两 个 侧面 : 


i0,H -&H= Vx A+ivV-H, (11.13) 


SHAA ASME CR THN REESE 

有 了 这 样 的 联系 , 就 有 了 柯 西 定理 的 第 二 个 解释 , 即 物理 解释 , 比 之 第 8 章 的 
几何 解释 , 它 的 直观 性 绝 和 不 逊色 . 因为 如 果 FH 在 包围 区 域 R 的 简单 环 路 OK 内 处 处 
为 解析 的 , 则 它 的 被 利 亚 向 量 场 在 RA {作为 流 场 ) 有 零 流 量 密度 , [而 作为 力 场 ) 
还 有 零 功 密度 . 这 就 意味 着 , 作为 流 场 , MR 内 不 会 有 流体 的 净 流 出 ; 作为 力 场 , 绕 
K 射出 的 冰球 加 到 床 地 后 , 动能 不 变 . 由 (11.11) MAPK 的 积分 必 为 零 . 

在 上 一 小 节 末 尾 , 对 于 这 个 物理 解释 还 给 出 了 一 个 更 加 数学 化 的 版 本 ,就 是 使 
用 高 斯 和 斯 托 殉 斯 定理 的 版 本 . 如 果 在 现在 的 背景 下 来 重 述 那里 的 论证 , 对 于 包围 
区 域 R 的 简单 环 路 K, 把 (11.7) 和 (11.8) 代入 (11.11), 就 有 


b H(z)dz = | [V x H]dA+ if V . HlaA, (11.14) 


如 果 百 在 台中 具有 零 旋 度 和 零散 度 , CARAS. 


AKER (Dimitrie Pompeiu, 1873-1954, POE Rea) 记号 , 这 也 是 CR 方程 常用 的 写法 ， 见 
第 12 BY 7. 详 者 注 
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11.2.3 HF: 面积 作为 流量 
作为 一 个 有 趣 而 且 有 启发 性 的 例子 , 我 们 用 物理 上 很 直观 的 高 斯 定理 和 斯 托 克 

斯 定理 来 重新 考虑 以 下 结果 : 
Idz = HA. (11.15) 


K 
注意 A(z) = 的 波 利 亚 向 量 场 是 厅 (z) = z, 它 是 沿 半径 方向 由 原点 向 外 的 ， 
像 源 点 一 样 . 但 是 和 源 点 不 同 , 流速 随 距离 增加 , 这 就 使 得 这 个 流 很 清楚 不 会 是 零 
散 度 的 . 实际 上 , 经 过 计算 其 流量 密度 , 就 有 


人 


换言之 , 在 每 个 单位 时 间 , 都 有 2 单位 流体 输入 每 个 单位 面积 . 所 以 流体 流出 
K 的 流量 是 2.4. 另 一 方面 , 这 个 流 是 零 旋 度 的 ; 


vam- (% )x(*) =o 
y j y 


所 以 绕 K 的 环流 为 零 . 把 这 些 事实 代入 (11.14) 即 得 (11.15). 
图 11-8 就 是 用 过 种 新 方法 观看 (11.15) 的 例子 , 把 K 的 形状 选 为 圆周 , 为 的 是 
使 得 环流 和 流量 的 值 都 成 为 明显 看 得 出 来 的 . 


图 11-8 


很 清楚 , 在 图 上 的 两 个 圆 弧 上 , 没有 环流 , 而 在 两 个 直线 边 上 , 环流 大 小 相等 ， 
方向 相反 . FOS K 的 总 环流 为 零 ， 同样 清楚 的 是 , 穿 过 两 个 直线 边 的 流量 为 零 
较 远 的 大 弧 长 为 ad, 穿 过 它 的 流速 则 为 a, 所 以 穿 过 大 弧 的 流量 是 a2d; 类 似 地 , F 
过 小 弧 的 流量 是 bp. 这 样 ， 


Fiz, K] = {流出 的 流体 ) — (流入 的 流体 ) = 2 30% = zo = 2{ 阴 影 面积 }. 
在 往 下 讲 以 前 , 先 来 弄 清 有 关 向 量 场 : 的 一 个 悖 论 似 的 特点 : 流体 是 均匀 地 穿 


过 平面 输入 的 , 然而 又 只 从 一 个 点 , 即 原点 , 放射 出 去 . 这 一 点 的 解释 ( 见 图 11-9) 
ET, 不 足 道 的 恒等式 2 = z0 + (2 — 20) 表明, 从 原点 发 出 的 流 其 实 是 两 个 流 的 全 
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加 : 一 个 是 无 源 且 无 旋 的 向 量 场 zo, 另 一 个 是 原来 的 流 , 但 是 以 2p 为 中 心 而 不 是 
以 原点 为 中 心 . 


11.2.4 HF: 环绕 数 作 为 流量 
其 次 , 对 于 具有 基本 重要 性 的 公式 
| Li i 0; (11.16) 
L F- 
我 们 来 看 一 下 波 利 亚 癌 量 场 怎样 也 给 予 它 新 意义 . 按照 (1111), 


f “dz = WI(1/3), L] + iF (1/3), L]. 
L = 


但 是 波 利 亚 向 量 场 (1/3) 却 是 我 们 的 老 朋 友 一 一 位 于 原点 而 强度 为 2r 的 源 . 

图 11-10 从 新 观点 表现 了 这 个 结果 的 直观 本 性 . 如 果 环 路 不 包 畦 源 , 则 流入 与 
流出 的 流体 等 量 ; 如 果 环 路 包围 了 源 , 则 它 与 在 原点 输入 的 所 有 的 2r 条 流 线 相 截 ; 
更 一 般 地 说 , 每 当 环 路 包围 源 点 一 次 , 就 会 生成 27 流量 . 


图 11-10 


为 了 结 东 对 于 (11.16) 的 解释 , 我 们 还 要 证 明 源 是 纯粹 的 流量 , 就 是 说 , 在 这 个 
场 中 , 每 个 环 路 生成 的 功 (环流 ) 为 零 . 因为 源 除了 在 原点 以 外 均 为 零 旋 度 的 , 斯 托 
殉 斯 定理 保证 了 对 于 不 包围 0 的 环 路 , 场所 作 的 功 为 零 . 如 果 环 路 包围 了 0, 情况 
就 不 那么 显然 . 然而 对 于 以 原点 为 中 心 的 圆周 , 情况 仍 是 显然 的 . 再 求助 于 形变 定 
理 , 就 能 够 目 己 完成 全 部 论证 了 . 

考虑 图 11-10 中 的 有 阴影 的 扇形 , 则 与 另外 一 件 事 情 有 关 . 这 事情 就 是 : ER 
路 与 扇形 相 截 的 每 一 段 曲线 , 流量 大 小 总 是 相同 的 , 但 是 流量 的 符号 却 与 回路 的 方 


HAR. 请 静心 想 一 下 这 忻 事 与 环 绕 数 的 穿越 法 则 ( 见 7.1.3 节 的 (7.1) 式 ) 的 联系 . 
11.2.5 ”向 量 场 的 局 部 性 态 * 


我 们 前 面 已 经 对 于 无 穷 小 正方 形 证 明了 WW. 耳 和 WV x A 表示 耳 的 流量 密度 
和 功 密度 . 但 是 为 使 公式 (11.7) 和 公式 (11.8) 真正 有 意义 , 还 需 证 明 这 个 解释 对 于 
任意 形状 的 无 穷 小 环 路 仍然 持续 有 效 ， 现在 我 们 就 通过 验证 散 度 与 旋 度 具有 与 无 
穷 小 环 路 的 选择 无 关 的 意义 来 把 (11.7) 和 (11.8) 放 在 更 可 靠 的 基础 上 . 为 此 , 我 们 
先 来 分 析 一 般 的 波 利 亚 向 量 场 五 在 原点 附近 的 局 部 性 态 . 想 要 推广 到 原点 以 外 的 
其 他 点 是 自明 的 . 

在 原点 附近 的 任意 点 z = z 十 记 , 下 面 的 公式 是 H(z) 的 很 好 的 近似 , 其 中 的 偏 
导数 都 是 取 在 原点 处 的 ; 


H(z) ~ H(0) =20,H + yd,H = (2 + 2)0¢H — 4(2-2)0,H 
= (00H — iĝ 4]z2+ = (0-H + id Hz. 


= |z| 一 0 取 极 限 , 就 会 得 到 精确 的 式 子 . 
回 到 流利 亚 向 量 场 本 身 , 并 以 (11.13) RAER, MARTRA EHE H 的 
近 羽 展开 式 


H(z) = O+(V- Wz + (v x Ws + cz, (11.17) 


其 中 C = 3[0,H -iô H] 注意 , 当 H 为 解析 函数 , 从 而 向 量 场 H 无 源 又 无 旋 时 ， 
(11.17) 就 正确 地 化 归 为 泰勒 级 数 的 前 两 项 : H(z) = H (0) + 万 '(0)jz +. 

图 11-11 BHT ARA (11.17) 的 意义 . 除非 H0) = 0, 否则 此 式 的 第 一 项 占 
优 : 在 原点 附近 , HE H(z) 与 原点 处 的 向 量 H(0) 几乎 没有 区 别 .(11.17) 的 后 三 项 
则 是 对 此 近似 的 修正 .第 二 项 是 一 个 无 旋 的 向 量 场 (请 与 图 11-8 比较 ) 且 其 散 度 
为 常 值 , 与 H(z) 在 原点 处 的 散 度 相同 . 第 三 项 是 -- 个 无 源 的 向 量 场 ,其 旋 度 等 于 
A(z) 在 原点 处 的 旋 度 , 是 常 值 . 最 后 一 项 则 为 既 无 旋 又 无 源 的 . 

注意 , 这 个 分 解 在 几何 上 是 有 意义 的 , 因为 每 一 个 分 向 量 场 , 定性 地 说 , 并 不 受 
系数 大 小 的 影响 .? 我 们 希望 观察 到 这 些 , 这 会 使 (11.17) 既 可 信 又 有 意义 . 

现在 回 到 原来 的 问题 . + K 为 绕 原 点 的 任意 形状 的 小 简单 环 路 , .4 为 它 所 包 
围 的 面积 . 我 们 想 要 证 明 , H 在 0 的 散 度 与 旋 度 , 正 是 单位 面积 的 流量 和 单位 面积 
的 功 当 K 缩 为 原点 时 的 极限 值 . 在 (11.11) 中 利用 (11.17), 我 们 得 到 


也 对 于 第 2 项 (OR) 和 第 3 (Mie) 这 是 显然 的 , 但 基 对 最 局 一 项 则 趟 和 然 , 见习 题 10， 


11.2 从 向 量 场 看 复 积 分 431 


tt P; a T 

tn sy | 
sa tl e DAA 
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WIH, K] + iF[H, K] -4 H(z)dz 
K 
-Ho dz 十 lig -H-i¥ x 司 | zdz + C4 zdz. 
K 2 K K 


当 KK 缩 为 一 点 时 , 这 个 近似 式 就 会 变 为 精确 式 . 即使 K 不 是 很 小 , 我 们 也 知道 这 
三 个 积分 精确 值 为 


+ z=0, f Bde = 2A, f zdz=0. 
K K K 


WH, K] + iF [H, K] = [V x H + iV HJA. 
令 左 右 两 边 实 部 和 虚 部 分 别 相等 , 就 得 到 我 们 想 证 明 的 结果 . 
11.2.6 AARAA 


流利 亚 向 量 场 还 使 我 们 能 把 柯 西 公式 的 数学 解释 写成 更 具有 物理 直观 的 形式 . 
考虑 函数 


所 以 


f(z) 
H(z) = py 
其 中 f(z) 是 解析 的 . 因为 H(z) BE p 点 之 外 都 是 解析 的 , 它 的 波 利 亚 向 量 场 A 
BE p 点 之 外 流量 密度 和 环流 密度 都 是 零 ， 这 样 , 如 果 C BE p 点 的 一 个 简单 环 
路 , 则 其 所 有 流量 和 环流 均 应 由 p 发 出 . 所 以 为 了 找 出 WE, C) 和 FLAC) 我 们 应 
该 在 p 的 紧邻 处 研究 H. 
WR fip) = A+iB, 则 在 紧邻 p 处 波 利 亚 向 量 场 H-5 


a aa -Ba 

Zp Z- Ď z—Dp 

无 法 区 分 . 图 11-12 对 于 正 的 A B 画 出 了 这 个 问 量 场 , 并 显示 了 上 面 的 代数 分 解 
式 的 几何 意义 . 
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图 11-12 


第 1 项 很 熟悉 , 是 位 于 p 点 强度 为 2r4 的 源 , 若 4 为 负 , 则 是 一 个 汇 . 第 2 项 
是 一 种 不 太 部 悉 的 场 -p 的 倍数 , 它 表 示 一 个 在 p 点 处 的 涡 旋 . ”很 容易 看 
到 , 在 绕 此 涡 旋 的 任意 圆周 流 线 上 的 环流 都 是 2r, 所 以 在 绕 p 的 任意 简单 环 路 上 ， 
环流 之 值 也 是 2r, 因此 我 们 说 这 个 涡 旋 的 强度 是 On. 但 另 一 方面 , 它 在 任意 环 路 上 
的 流量 总 是 零 . 所 以 我 们 说 , 源 是 纯粹 的 流量 , 而 涡 旋 则 蚌 纯 粹 的 环流 . 

看 到 了 这 些 , 就 给 了 我 们 一 个 稍 有 不 同 的 观看 柯 西 公式 的 方法 : 

| F) ,WIH,C) + iF F, C] 
cí- -p 
= —2nB + i2nA = dmi f (p). 


11.2.7 ER 
如 果 n 是 一 个 正 整数 , 则 2" 处 处 解析 , CENERI ee 2" 相应 地 处 处 有 
零散 度 与 零 旋 度 . 柯 西 定理 的 物理 版 本 就 给 出 


$ z"dz = W[H,C] + iF{H,C] = 0. 
C 


至 少 在 C 是 以 原点 为 中 心 的 圆周 时 , 我 们 可 以 把 这 一 点 变 得 更 加 棚 棚 如 生 . “图 11- 
13 EHT 和 如 在 这 种 圆周 上 的 性 态 . 现在 看 来 很 清楚 , 对 于 每 一 个 有 阴影 的 圆 
A., 流入 的 流体 和 流出 的 流体 一 样 多 , 所 以 F =0. 也 可 以 看 到 ,( 如 果 把 向 量 场 看 成 
力 场 ), 任意 质点 线 任 意 一 个 这 样 的 圆周 转动 一 周 所 作 的 兆 功 也 为 等 , 所 以 W = 0. 


我 们 可 以 把 这 个 想法 弄 得 更 精确 . 首先 请 注意 , 对 于 圆周 上 的 任意 向 量 场 , 把 
整个 图 形 绕 圆心 作 任 意 旋转 并 不 会 改变 功 与 流量 之 值 . 其 次 , 我 们 要 利用 这 些 特 


D 我 们 现在 是 使 用 涡 旗 一 词 的 猿 义 .原来 我 们 使 用 它 则 是 指 所 有 在 拓扑 意义 下 具有 这 个 形状 的 场 . 
© 在 2? 这 一 特例 下 , Braden [191] 也 看 到 了 这 一 点 , 但 是 已 并 没有 给 出 下 面 的 一 般 论 证 . 
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殊 的 向 量 场 所 具有 的 吸引 人 的 对 称 性 . 把 z 的 向 量 场 旋转 (1/2) 就 会 得 到 原 向 量 
场 的 反 号 , 而 相应 地 也 就 会 得 到 原来 的 功 与 流量 的 负 值 . 因为 W 和 天 既 要 维持 原 
EIERS, 它们 就 只 能 为 零 . 

同样 的 论证 也 可 用 于 2? 旋转 (r/3) 以 及 z 旋转 a/(n +1). 请 用 计算 机 验证 
n = 3 的 情况 . 要 想 更 好 地 理解 这 里 的 对 称 性 , 请 参看 习题 10. 


11.2.8 Ans 


PERRAS (1/z™), 其 中 m 是 正 整数 .它们 的 波 利 亚 向 量 场 除 了 在 原点 有 
奇 点 外 , 处 处 为 零散 度 和 零 旋 度 . 所 以 如 果 一 个 简单 环 路 C 不 包围 原点 , 则 沿 它 的 
REAM RAS. 然而 , 我 们 既然 已 经 在 m = 1 的 情况 下 知道 了 , 奇 点 能 够 生成 
流量 和 环流 , 名 少 有 点 神秘 的 是 , 除了 m = 1 的 情况 以 外 , 即使 C MT AS, w 
和 F RAS. 

下 面 来 看 m 41 Ne (1/z™). 在 以 原点 为 中 心 的 圆周 的 情况 下 , 我 们 
仍然 可 以 和 在 正 韩 的 情况 一 样 , 看 出 这 个 结果 . 图 11-14a 对 于 所 谓 侦 极 子 场 (1/32) 
表明 了 这 一 点 . 论证 和 前 面 一 样 : 这 个 同 量 场 在 旋转 x 以 后 会 反 号 , 对 于 更 一 般 的 
{17zm), 其 中 m 41, 则 在 旋转 rm 一 1) 后 反 号 . 知道 了 对 于 圆周 wA FAP, 
就 知道 [参见 (11.9) 和 (11.10)] 对 于 一 切 通过 圆周 的 连续 变形 可 以 变 成 的 环 路 , 它 
们 仍然 为 零 , 但 是 在 形变 过 程 中 , 不 得 穿越 原点 . 
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图 11-14 


现在 让 我 们 超越 几何 解释 来 寻求 更 能 服 人 的 物理 解释 . 图 11-14b 画 出 了 偶 极 
子 (1 有) 的 相 图 , 其 流 线 看 起 来 都 是 圆 形 的 ; 用 简单 的 几何 论证 就 可 以 证 明 他 们 的 
确 是 完美 的 圆周 [练习 ]. 我 们 以 前 看 见 过 类 似 的 东西 吗 ? 答案 是 有 的 : 第 10 章 , 图 
10-3 画 的 由 同样 强度 S 的 源 和 汇 组 成 的 一 对 电荷 的 场 就 是 . 所 以 , 看 起 来 只 要 让 
源 和 汇合 并 起 来 成 为 一 个 偶 极 子 就 行 了 . 这 就 以 一 种 惊人 的 漂亮 的 方式 解 开 了 这 
个 神秘 : 源 和 汇 都 不 产生 环流 ,而 包围 源 和 汇 在 内 的 环 路 , 则 分 别 得 到 相等 但 反 号 
的 流量 , 加 起 来 流量 也 就 是 零 

这 个 解释 基本 上 是 正确 的 . 然而 , 当 源 和 汇 越 来 越 靠 近 时 , 就 有 更 大 一 部 分 流 
体 还 没有 从 源流 出 去 , 就 被 汇 吞 进去 了 , 在 源 和 汇 碰 到 一 起 的 那 一 瞬间 , 就 彼此 消 
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KT, 所 以 就 根本 没有 了 场 . 现在 利用 10.1.4 节 的 【10.1) 式 从 代数 上 来 研究 它 . 

设 源 和 汇 沿 一 条 固定 直线 工 接近 原点 , 而 L 与 实 轴 成 角 由 这 条 对 称 直线 了 
称 为 这 个 电荷 系统 的 轴 . 在 上 述 (10.1) 中 令 A = eet = —B, 则 电荷 对 的 场 (10.1) 
变 成 


Dj 一 访 
2ESe CE | (11.18) 


D(z) = = (G2 ee 120) 
当 源 和 汇 的 间隔 2e 一 0 时 它 就 会 消逝 ， 那么 , 怎样 在 这 时 求 这 一 对 电荷 所 成 的 场 
We? 办 法 就 是 : 与 间隔 Qe 成 反比 地 增加 强度 S, 而 使 eS 保持 常 值 不 变 . 如 果 把 这 
个 常数 值 记 作 2xk, 电荷 对 的 场 就 有 极限 ( 当 e 一 0 时 ) 
ket? 
它 是 把 图 11-14 中 的 一 般 的 偶 极 子 场 旋转 角度 +0, 而 且 把 流速 按 因 子 上 放大 而 得 ， 
这 个 大 就 叫做 偶 极 子 的 “强度 *. 这 样 看 来 , (d/z3] 的 波 利 亚 向 量 场 就 是 一 个 偶 极 
T, 其 轴 指 向 a 的 方向 , 其 强度 则 是 |d. 复数 d 称 为 偶 极 矩 . 

上 面 我 们 是 让 两 个 强度 相等 而 符号 相反 的 源 互相 融合 , 同时 增加 其 强度 以 防止 
彼此 消灭 , 这 样 得 出 了 偶 极 子 ， 我 们 要 问 , 如 果 继 续 这 个 把 戏 ,“ 让 两 个 强度 相等 而 
符号 相反 的 惕 极 子 融 合 , 同时 又 增加 其 强度 , 以 防止 彼此 消灭 , 又 会 发 生 什 么 事情 
We?” 图 11-15 揭露 出 令 人 兴奋 的 答案 . 图 11-15a 中 画 了 一 对 强度 相等 但 符号 相反 
的 偶 极 子 , 分 别 位 于 +e, 其 偶 极 矩 则 分 别 为 实数 +d, 图 11-15b WET (1/z3) 的 波 
HEAR. 二 者 惊人 地 相似, 我 们 确实 能 够 代数 地 证 明 , 图 11-15b, 即 所 谓 四 极 
子 , 确实 是 图 11-15a 的 适当 的 极限 . 


D(z) = 


图 11-15a 中 的 场 是 


z4 g? 


再 一 次 令 d 与 间隔 < 成 反比 增长 而 保持 有 = 4de 不 变 , 则 这 一 对 强度 相等 但 符号 
相反 的 偶 极 子 融 合 以 后 就 生成 四 极 子 


1 1 z 
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一 般 地 说 (g/23) 的 波 利 亚 癌 量 场 就 称 为 具有 四 极 短 9 的 四 极 子 . 

我 们 就 这 样 解释 了 何以 (1/7) 的 环流 和 流量 都 为 零 : 图 11-15a 的 每 一 个 侧 极 
子 都 不 会 生成 环流 和 流量 , 所 以 它们 融合 而 成 的 四 极 子 [图 11-15b] 也 不 会 . 请 按 此 
思路 继续 下 去 , 用 几何 和 民 数 两 种 方法 证 明 , 两 个 矩 大 小 相等 但 反 号 的 四 极 子 融合 
而 成 所 谓 六 极 子 场 1/7), 并 依 此 类 推 . 

EET. 四 极 子 、 八 极 子 等 , 总 称 为 多 极 子 , 偶 极 矩 、 四 极 矩 . 八 极 矩 等 则 总 称 
Ay SHAE. 


11.2.9 ”无穷 远 处 的 多 极 子 


虽然 正 刺 数 军 函数 的 环流 和 流量 为 零 再 也 没有 神秘 之 处 了 , 找 出 它们 类 似 于 负 
窜 情 况 的 物理 解释 仍然 是 很 好 的 . 要 想 知 道 怎 样 做 , 我 们 先 从 常 值 函数 f(z) = a F 
始 , 它 的 波 利 亚 向 量 场 是 具有 常 值 速度 |a| 而 与 同方 向 的 流 . 

如 果 站 在 这 个 流 中 间 , 你 会 感到 流 且 从 天 边沿 着 a 的 方向 流 过 来 , 然后 又 在 反 
方向 的 天 边 消失 , 就 好 像 在 无 穷 远 处 有 一 个 源 和 一 个 汇 一 样 , 为 了 使 这 个 想法 真正 
有 意义 , 用 球 极 射 影 把 流 线 映 到 黎明 球面 上 ， 因 为 这 些 流 线 是 沿 方向 a 的 平行 直 
线 , 它们 的 射影 就 是 沿 此 方向 通过 北极 的 圆周 , 我 们 于 是 就 会 得 到 类 似 于 图 10-11b 
那样 的 图 形 : 在 无 穷 远 处 有 一 个 惕 极 子 ! 

现在 对 此 作 进 一 步 的 分 析 . 如 果 我 们 站 在 10.1.2 节 中 图 10-3 的 那 一 对 源 和 汇 
的 中 点 , 在 我 们 邻近 处 的 流 将 近似 地 有 常 值 的 速度 和 方向 . 如 果 源 和 汇 都 退 向 无 穷 
wit, 最 终 在 无 穷 远 点 融合 为 一 个 偶 极 子 , 则 对 于 常 值 场 的 近似 就 会 越 来 越 好 . 障 
RAAT, 在 此 过 程 中 , 任意 有 限 远 点 处 场 的 大 小 会 不 会 吉 减 为 零 . 

我 们 可 以 用 (11.18) 来 代数 地 看 到 : 当 = 一 oo 时 , 确实 有 D(z) 一 0. 但 是 如 果 
让 S 与 间隔 成 正比 地 增长 , 使 得 (9/2) = const. = kn, W e 一 oo 时 电荷 对 的 场 
趋 于 常 值 场 D(z) = —ke'?. 

既 已 知道 2° 给 出 无 穷 远 处 的 偶 极 子 ， 那么， zl 的 波 利 亚 向 量 场 相应 于 什么 ? 
请 用 计算 机 来 证 明 , 它 相应 于 无 穷 远 处 的 四 极 子 . 也 可 以 用 (11.19) 来 从 代数 上 证 
HE. 按 此 方式 进行 下 去 , 又 会 得 知 2? 相应 于 无 穷 远 处 的 八 极 子 [练习 ], 如 此 类 推 . 


11.2.10 ” 罗 朗 级 数 作 为 多 极 子 展开 


上 面 的 思想 使 我 们 对 于 罗 衣 级 数 和 留 数 定 理 有 了 新 的 视角 . 设 除了 在 原点 处 
有 3 阶 极点 外 , f(z) 为 解析 的 . 第 9 章 告诉 我 们 , f(z) 有 以 下 形状 的 罗 闭 级 数 : 


d p 


N 2 
f(z)= -+ + ta+bz+tez fees, (11.20) 


ERA > = 0 附近 , 它 的 性 态 由 其 主 部 P(z) = 4+ 546 决定 , 而 主 部 的 波 利 亚 
问 量 场 为 


P= 加 + 所 + 
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易 知 , 它 是 由 一 个 四 极 子 、 一 个 偶 极 子 和 一 个 如 图 11-12 所 示 的 那 种 类 型 的 源 / 涡 
旋 的 组 侣 三 加 而 成 的 . 所 以 罗 朗 级 数 的 主 部 就 是 物理 学 家 所 说 的 多 极 子 展开 . 

为 了 可 视 地 掌握 这 种 展开 式 的 意义 , 请 看 图 11-16 所 示 的 一 个 典型 的 P. 在 非 
常 接近 奇 点 处 , 这 个 场 完 全 由 第 一 项 的 四 极 子 统治 , 其 特征 是 有 4 个 环 , 但 是 只 要 
稍微 离开 一 点 点 , 四 极 子 的 影响 比 之 第 2 项 的 侦 极 子 , 就 有 所 衰落 了 . 说 实在 的 , 在 
不 远 不 近 处 , 我 们 清楚 地 看 到 一 个 偶 极 子 场 的 两 个 环 这 一 特征 . 最 后 , 如 果 距 离 再 
大 一 点 , 四 极 子 和 偶 极 子 相 对 于 第 1 项 的 源 / 涡 旋 组 合 , 都 要 退 居 后 位 了 , 这 时 , 场 
的 精确 的 形状 将 由 留 数 p 决定 . 请 与 图 11-12 比较 , 在 此 图 中 p= A+ GB. 


图 11-16 


我 们 再 继续 向 外 走 , 比方 说 远 远 超越 单位 圆周 , 整个 主 部 比 之 (11.20) 式 的 其 
余部 分 都 可 以 忽略 不 计 了 . 首先 是 a 变 得 很 重要 , 然后 bz 取而代之 , 如 此 等 等 . 这 
样 , 当 我 们 接近 无 穷 远 点 时 , 这 个 场 先 是 像 一 个 偶 极 子 , 然后 像 一 个 四 极 子 , 如 此 等 
等 . 然而 , 和 接近 极点 不 同 , 在 我 们 走向 无 穷 远 处 的 旅程 中 , 我 们 经 历 的 是 阶 数 越 来 
越 高 的 多 极 子 , 没有 终止 . 

当然 ,一般 的 了 还 可 能 有 其 他 奇 点 , 当 |z| 增加 到 接近 原点 和 最 近 的 另 一 个 奇 
点 的 距离 时 , (11.20) 就 不 再 有 意义 了 . 但 无 论 如 何 , 在 (11.20) 仍然 有 效 的 区 域内 ， 
我 们 总 可 以 把 非 负 时 想 作 代表 无 穷 远 处 的 多 要 子 . 

总 结 起 来 说 , 罗 朗 级 数 和 留 数 定理 , 可 以 从 物理 上 这 样 来 理解 : 会 生成 非 零 的 
环流 和 流量 的 唯一 一 项 是 (p/2), 它 又 可 以 分 解 成 一 个 强度 为 W = 一 2xiIm(p) 的 涡 
旋 和 一 个 强度 为 F = 2nRe(p) 的 源 的 组 合 . 所 有 其 他 的 项 则 相应 于 既 不 生成 环流 
又 不 生成 流量 的 多 极 子 ; 其 中 有 限 多 个 位 于 各 个 极点 处 , 其 余 的 则 位 于 无 穷 远 处 . 


11.3 复 位 势 
11.3.1 引言 


相 图 用 起 来 这 样 方便 , 以 致 时 常 让 人 态 记 , 一 般 说 来 它们 不 能 表示 向 量 的 长 度 . 
在 本 节 中 我 们 会 看 见 , 如 果 一 个 向 量 场 或 者 无 源 或 者 无 旋 , Mae, 则 有 一 
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种 画 相 图 的 特殊 方法 , 使 得 长 度 也 能 表示 出 来 . 

虽然 最 终 我 们 要 考虑 解析 函数 的 波 利 亚 向 量 场 , 它 是 既 无 源 又 无 旋 的 , 但 是 , 分 
别 考虑 无 源 性 和 无 旋 性 的 意义 仍 是 有 启发 的 , 考虑 到 我 们 最 终 的 目的 , 我 们 继续 把 
问 量 场 写作 H. 
11.3.2 HAA 

现在 设 H 是 一 种 流体 的 无 源流 . 形变 定理 (11.9) 告诉 我 们 , 如 果 一 条 曲线 连 
接 两 个 定点 , 则 穿 过 此 曲线 的 流量 与 曲线 的 选取 无 关 . 这 样 , 如 果 KK 是 由 任意 定点 
a 到 动 点 < 的 回路 , 则 穿 过 它 的 流量 


U(z) = FIH, K] 


将 是 * 的 适当 定义 的 函数 , AR BR. 若 选 男 一 点 a, 则 新 的 流 函 数 与 老 的 流 函 
数 只 差 加 一 个 常数 . 

设 z 位 于 过 o 的 流 线 上 任意 地 方 , MA 11-17. EK 为 此 流 线 上 由 a 到 3 的 
一 段 , 我 们 看 到 更 {fz) = 0. 类 似 地 , 设 g 位 于 过 另 一 点 p 的 流 线 上 某 处 . 取 KK 为 这 
样 的 路 径 : SCM a 到 p, 继 之 以 由 p 到 7 的 流 线 , 我 们 看 到 Via) = Vip). WEZ, 


流 线 就 是 流 函 数 的 水 平 曲线 . 


图 11-17 


我 们 现在 不 再 如 以 前 那样 随机 地 画 一 些 流 线 来 作 相 图 , 而 如 下 作 图 : 选 一 个 数 
k, RAW = 0, +k, 2k, £3k, 这些 流 线 . 见 图 11-17. 用 这 个 特殊 方法 作出 相 图 ， 
则 流速 将 由 这 些 流 线 密 集 的 程度 来 表示 . 现在 来 论证 这 一 点 , 并 且 把 它 弄 得 更 准确 . 

因为 没有 流体 穿 过 流 线 , 我 们 可 以 把 两 条 相 邻 流 线 之 间 的 区 域 看 成 一 根 管道 ， 
而 流体 就 在 此 管道 中 流动 . 连接 管道 两 侧 的 任意 一 段 曲 线 都 将 有 相同 流量 , BY k. 这 
样 我 们 就 可 以 采用 法 拉 第 和 麦克 斯 韦 的 语言 , 比较 定量 地 称 这 个 管道 为 下 流 管 . 

图 11-17 中 的 阴影 区 域 就 是 这 样 一 个 流 管 的 一 部 分 , 其 开始 处 和 结尾 处 的 截面 
都 男 成 垂直 于 流 线 (长 度 分 别 是 a 和 co). WR k 选 得 充分 小 , 则 在 每 个 截面 的 各 
点 处 , 流速 v = | 五 | 都 近 羽 地 相同 , 故 可 设 在 两 个 截面 上 的 流速 分 别 为 wy 和 vo, 而 
流入 和 流出 这 个 阴影 区 域 的 流量 分 别 近 似 地 为 ejul 和 szwo{ 都 近似 地 等 于 k)， 当 
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k 取得 越 来 越 小 时 , 这 两 小 近似 值 也 不 越 来 越 精确 , 即 有 


k k 
Ui = — y= 


: (11.21) 
El 


为 了 维持 常 值 的 流量 , 管道 变 宽 时 , 流速 就 一 定 下 降 . 
总 结 起 来 有 : 


用 大 流 管 作 一 个 无 源 向 量 场 相 图 如 上 . Sk 取得 很 小 , 则 在 任 
意 点 的 流速 近似 地 等 于 上 除 以 该 点 附近 的 流 管 宽度 . 对 于 无 穷 
J k, 就 得 到 精确 的 丫 果 . (11.22) 


然而 , 经 过 一 个 区 域 的 上 流 管 的 根 数 与 上 成 反比 变动 , 所 以 车 让 选 得 太 小 , 相 图 就 
变 得 挤 成 一 片 . 事实 上 , 只 要 画 少 数 儿 条 流 线 , 就 会 对 流速 的 大 小 有 很 好 的 感觉 了 . 
请 与 10.1.2 节 的 图 10-3 比较 . 

现在 把 这 个 想法 用 于 H(z) = iz 这 个 简单 的 ( 非 解析 ) 的 例子 . 它 的 波 利 亚 向 
量 场 是 


虽然 这 个 向 量 场 不 是 无 旋 的 [V xH = —2], 但 却 是 无 源 的 [WV H = 0], 所 以 上 
有 流 函 数 . 为 方便 起 见 , 令 a = 0. 我 们 已 经 知道 流 线 是 以 原点 为 中 心 的 圆周 , 所 以 
为 了 求 半径 为 RARER EA © 值 , 就 必须 找到 通过 由 原点 到 此 圆周 上 任 一 点 的 路 
径 的 流量 . 选 此 路 径 为 正 实 轴 上 由 0 到 的 一 段 , 我 们 看 到 
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知道 了 流 函 数 以 后 , 就 能 作出 特殊 的 相 几 了 . $ & = (1/2), 我 们 就 知道 流 线 的 
半径 是 vi vI V3,:…. 图 11-18 上 就 画 出 了 这 些 流 线 , 并 且 定 性 地 证 实 了 (11.22) 
的 预测 : 当 我 们 由 原点 向 外 走时 , 流 线 就 越 来 越 靠拢 , 反映 了 流速 的 增加 . 

11.3.3 梯度 场 


上 面 我 们 看 到 了 , 怎样 在 已 知 流 函 数 o 以 后 用 几何 语言 作出 一 个 无 源 的 向 量 
HH. 为 了 找到 一 个 用 T 来 表示 H 的 简单 公式 , RAN RV 的 概念 . € 
的 定 艾 就 是 下 面 的 阿 量 场 


JY 
vi=( ~ \v= > VU=6,0+id,¥. 
Əy aV 


梯度 场 Vo 可 以 用 图 11-17 中 的 流 线 作 简单 的 几何 解释 . 为 了 看 到 这 一 点 , 我 
们 把 由 于 无 穷 小 运动 dz = de + idy 而 产生 的 无 穷 小 变化 dt HARRERA 


a, d 
dt = (a, W)dz + (A,¥)dy = .=v 
Py P dy 


mR dz 切 于 流 线 , 则 ar = 0, 所 以 Ve 与 此 方向 的 点 积 为 零 . 还 有 , 如 果 dz 与 
Vi 成 锐角 , 则 更 增加 . 这 样 , 我 们 有 

Vi 的 方向 与 流 战 方向 正 交 ,而 且 囊 沿 此 方向 增加 . 这 样 , 一 ?多 和 

指向 H 的 方向 . (11.23) 


见 图 11-19. 
关于 VU 的 方向 就 讲 这 么 多 , 它 的 大 小 又 如 何 ? 在 图 11-19( 它 基本 上 是 图 11-17 
的 复制 本 ) 中 , 我 们 设想 让 为 无 穷 小 . 在 VU 的 方向 取 dz = eds, 这 里 -9 VY 
的 辐 角 , 我 们 就 有 dW = |V 亚 |ds. 特别 是 , 若 令 ds = clk 流 管 的 宽度 ), 则 dv = k. 
所 以 
VE] = (k/e). 


图 11-19 
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其 右 方 就 是 我 们 前 面 得 出 的 流速 公式 (11.22)v = |! 这 样 , VU] = |A]. 

把 这 个 结果 与 (11.23) 联合 起 来 , 我 们 就 得 到 用 T 表示 H 的 简单 公式 : 

H=-iV¥ s a ( oy? ) (11.24) 
-Ü 

请 对 我 们 前 面 的 例子 豆 (z) = 证 试 一 试 这 个 公式 对 那个 例子 我 们 已 经 知道 , 波 利 亚 
HRAMA T = (r° + /2. 

现在 考虑 下 面 的 问题 :“ 如 果 还 要 求 H 为 无 旋 的 , 则 oo 还 必须 满足 什么 附加 
的 条 件 ” 答案 是 , 它 必须 满足 拉 普 拉 斯 方程 : 


AW = 00+ O/0 = 0. 
FLD ANG HAL NEA A ERA, 所 以 我 们 可 以 把 这 个 结果 重 述 如 下 : 
当 且 仅 当 流 函 数 为 调和 函数 时 , 无 源 场 才 是 无 旋 的 . 
证 明 只 是 简单 的 计算 ; 


Oy 
11.3.4 Be 


下 一 步 设 H 是 已 知 其 为 保守 的 ( 即 无 旋 的 ) 力 场 . 这 时 , 是 功 而 非 流 量 与 路 径 
ER. 这 样 , 如 果 K 是 由 任意 定点 a 到 动 点 z 的 回路 , 则 这 个 场 对 于 沿 K 运动 的 
单位 质量 的 质点 所 作 的 功 是 z 的 一 个 适当 定义 的 函数 


(z) = WH, K]. 


这 个 函数 称 为 势 函数 ,然而 在 不 同 前 后 文中 又 有 不 同 的 名 称 , PRE RR 
电势 (位 )”, 流体 力学 中 称 为 “速度 势 ", 而 在 热流 的 情况 下 就 是 我 们 熟知 的 温度 . 和 
流 函 数 的 情况 一 样 , 另 选 a 点 只 会 对 更 添加 一 个 附加 常数 . 

现在 我 们 来 对 更 进行 以 前 对 更 进行 过 的 研究 . 水 平 曲线 © = const. RASH 
{ 位 ) &; 它 的 几何 意义 是 什么 ? 正如 图 11-20 所 示 , SRE: 

等 势 线 是 力 线 的 正 交 轨迹 . (11.25) 
理由 是 很 清楚 的 , 把 质点 由 a 称 动 到 p 需 作 一 定 的 功 O(p), 再 沿 过 p 的 正 交 轨迹 
移动 到 gq, 则 不 需要 另外 的 能 量 , 这 样 , Pip) = 更 (9). 

在 图 11-20 E, 仿照 图 11-17 中 对 于 流 函 数 的 特殊 做 法 , 我 们 没有 画 出 随机 的 
等 势 线 : RATO = 0, 士 1 +21,431,--- 这 些 流 线 . 在 此 图 上 , 把 质点 从 一 条 等 势 线 
移动 到 紧邻 着 的 下 一 条 , 需要 做 一 定量 ! 的 功 . 所 以 我 们 把 这 样 两 条 相 邻 的 等 势 线 
所 围 成 的 区 域 称 为 一 个 i 功 管 . 


由 
ee 
| 
e< 
= 
ne 
| 
| 
[> 
二 
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图 11-20 


设 1 取得 很 小 , 考虑 把 一 个 质点 移 过 图 11-20 中 的 短 截面 5 所 作 的 功 . 对 于 趋 
FEH 1, 我们 发 现 


m l 
==. 11.26 
Z| => (11.26) 


这 样 , 力 的 大 小 将 由 等 势 线 的 拥挤 程度 来 表示 : 
设 保 守 力 场 的 等 势 线 是 按 上 述 方 式 由 | 功 管 构 成 的 . 如 果 【 选 


得 很 小 , 则 在 任 一 点 , AM AK) Hat | 除 以 这 个 功 管 在 此 
点 附近 的 宽度 来 表示 . 当 | 为 无 穷 小 时 , 所 得 的 钻 果 是 准确 的 .、 (11.27) 


因为 梯度 场 Vb 自动 地 垂直 于 等 势 线 而 且 大 小 为 (1/5), BH (11.25) 和 
(11.27) 综合 为 一 个 简单 的 公式 : 


H=V$ e a- (ee ) (11.28) 
Ay 
最 后 , 再 设 H 是 无 源 的 . AA 
vn- (o) (p =ar (11.29) 
Ay Ay 
我 们 看 到 

保守 力 场 为 无 源 的 , 当 且 羽 当 其 势 函 数 为 调和 的 . (11.30) 

11.3.5 复位 势 


现在 我 们 关于 无 源 且 无 旋 的 向 基 场 互 已 经 知道 了 两 件 事 : (ij 更 和 更 均 存 在 ; 
(ii) 它 是 一 个 解析 函数 的 波 利 亚 向 量 场 . 我 们 在 本 节 中 将 要 试图 说 明 这 两 忻 事 的 联 
系 . 

EAR o FI v HFE, 我 们 可 以 把 图 11-17 和 图 11-20 类 型 的 图 形 双 加 起 来 , 这 
样 , 同时 用 互相 正 交 的 飞 MER: 功 管 来 把 流 分 割 开 来 . 在 画 这 样 一 个 图 形 以 前 ， 
我 们 先 取 功 的 增 量 与 流 的 增 量 在 数值 上 相同 :1 =k. 
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我 们 把 一 个 上 流 管 和 一 个 大 功 管 变 又 而 成 的 区 域 称 为 一 个 大 胞 腔 . 我 们 已 经 
知道 大 胞 腔 的 相 邻 两 边 成 直角 , 所 以 对 于 小 的 k 它们 近似 地 为 矩形 . 这 样 的 矩形 
的 两 边 , 我 们 以 前 考虑 过 , 其 长 度 是 = S 6. 但 是 , 把 (11,21) 和 (11.26) 综合 起 来 ， 
我 们 就 看 到 

-=IHl=s > se. 
所 以 
胞 腔 在 上 一 0 时 的 极限 是 正方 形 . (11.31) 
图 11-21 的 左 图 画 出 了 怎样 把 流 场 近 似 地 分 割 成 正方 形 k 胞 腔 . 我 们 在 右 图 上 特 
地 用 黑色 标 出 了 = 1T = 3k 的 大 胞 腔 , 请 把 其 余 的 流 线 和 等 势 线 标 出 来 [ 练 
习 ]; 这 种 标志 方法 是 唯一 的 . 


注意 , 只 要 对 很 小 的 有 画 出 了 这 个 特殊 的 相 图 (包括 等 势 线 )， | Hae 的 值 就 
很 好 求 了 . 因为 如 果 LFI m 条 等 势 线 和 条 流 线 , 则 kim + in) 就 是 此 积分 很 
好 的 近似 值 . 如 果 穿 过 同一 条 等 势 线 或 流 线 不 止 一 次 , m Al 应 该 怎样 计算 ? 

顺便 提 一 下 , 麦克 斯 书 对 于 上 胞 腔 给 出 了 一 个 很 有 趣 的 物理 解释 ( 见 Maxwell 
[1881])”. 设 向 量 场 表 示 一 种 流体 的 流 , 而 此 流体 在 单位 面积 上 有 单位 质量 . 在 大 一 
0 的 极限 状况 下 , 在 任 一 胞 腔 内 , 速度 v 都 取 常 值 , 而 且 在 此 胞 腔 内 的 流体 的 动能 是 


动能 = (面积 )v? = 56 3] = 1,2 


这 样 ， 
每 个 天 胞 腔 都 售 有 相同 数量 的 能 量 ， 要 计 壮 某 个 区 域 中 的 总 能 
E REHAR PH AG k 胞 腔 的 数目 即 可 . 


= 一 一 


( 在 M. Kline ESM (Mathematics in the Modern World, W. H. Freeman & Company, 
1968) 中 有 一 篇 不 克 斯 韦 尾 , 作者 是 纽曼 (James R. Newman), MPRA 
RERS, ARREDARE. 对 于 理解 本 书 这 几 章 很 有 好 处. 此 书 有 中 译本 , 由 齐 民 友 等 译 ， 
节 名 《现代 世界 中 的 数学 》 ， 上 海 教 育 出 版 社 , 2004. 所 引用 的 纽曼 一 文 见 读书 第 98~117 H. 


— 译 者 注 


11.3 4 位 势 443 


如 果 我 们 把 这 个 同 量 场 重新 解释 为 静电 场 , 并 把 “能 量 " 重新 解释 为 静电 能 , 这 个 
结果 仍然 有 效 . 考 殉 斯 书 正 是 在 这 样 的 解释 下 发 现 这 个 结果 的 . 

结果 (11.31) 与 复 分 析 有 密切 的 关系 . 为 了 看 出 这 个 关系 , 把 势 函数 和 流 函 数 
合并 成 单个 复 函 数 N, 称 为 复位 势 : 


Qiz) = O(2)+ iF (2). 
回 到 在 本 书 中 一 直 占 主要 地 位 的 观点 , E n A ea, 则 图 11-21 的 右 图 画 出 
了 特殊 相 图 在 此 映射 下 的 象 ， 
复位 势 映 流 钱 为 水 平 直 钱 ,， 映 等 势 线 为 熏 直 直线 . 进一步 看 , 它 
映 每 一 个 正方 形 的 大 胞 腔 为 边 长 为 大 的 正方 形 . 这 样 , O 是 解 
析 映 射 . 
我 们 可 以 用 公式 末 验 证 这 一 点 . 令 (11.24) 与 (11.28) 相等 , 即 得 


| 
dye} \ -8t j’ 
但 这 就 是 中 的 CR 方程 . 


复位 势 的 伸 扭 是 什么 ? 考虑 图 11-21 左右 两 图 的 黑色 胞 腔 就 会 看 见 , 如 果 过 > 
的 流 线 与 水 平方 向 的 夹 角 是 8 在 z 点 的 扭转 骨 就 是 -8, 这 也 就 是 A(z) 的 辐 角 . 
我 们 也 看 见 , 0 的 伸缩 率 是 (k/h 这 也 就 是 |H! = |H]. APA, 
m= H. 


既然 H 是 一 个 解析 函数 的 导数 , 它 自 己 当然 也 是 解析 的 , 这 样 就 得 到 了 以 下 事实 
的 第 二 个 更 加 几何 化 的 证 明 , 这 个 事实 就 是 : 无 源 又 无 旋 的 向 量 场 类 和 解析 函数 的 
波 利 亚 向 量 场 类 是 一 致 的 
= H 这 个 结果 也 可 以 用 式 子 来 验证 . 720 的 CR 方程 之 一 代入 (11.28), 就 
得 到 
H = V0 = jb + id, = 0,0 — 10,0 = 8,0 =. 


当 我 们 把 一 个 解析 函数 f 看 作 一 个 共 形 映射 时 , f' 就 表示 它 的 伸 扭 . 但 是 因为 
任 一 个 这 样 的 函数 义 可 以 看 作 一 个 流 的 复位 势 , 我 们 现在 就 有 了 导数 f' 的 另 一 个 
解释 , 即 是 由 f 所 描述 的 流 的 速度 的 共 老 . 相应 地 , 我 们 对 于 临界 点 也 有 了 新 解释 ; 
它们 就 是 速度 为 零 之 处 . 这 种 点 称 为 流 的 驻 点 . 

通过 对 无 源 性 和 无 旋 性 的 意义 分 别 考虑 , 我 们 就 能 理解 非 解析 函数 的 波 利 亚 向 
EH: 它们 可 能 有 流 函 数 或 者 势 函数 , 但 不 能 二 者 兼 有 . 如 果 我 们 从 一 开始 就 限于 
研究 解析 函数 的 波 利 亚 网 量 场 , 则 可 以 更 快 地 得 到 复位 势 如 下 (但 是 稍 欠 局 发 性 ). 

车 工 是 从 任意 定点 a 到 动 点 z 的 回路 , 我 们 可 以 定义 


0 (2) = | A(w}dw = WH, L] +iF[H., L]. 
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但 是 我 们 在 第 8 章 中 已 经 看 到 , 若 A 为 解析 的 , 则 此 积分 与 路 径 LEX, 而 为 适 
当 定义 的 函数 l 
A(z) = | Hlw)dw = {zs) + i¥(z), 


它 在 事实 上 是 H 的 原 函 数 . 更 明确 地 说 , 由 p 点 到 g 点 的 回路 工 的 银 OL) 就 是 
H 沿 工 的 积分 之 黎明 和 所 走 的 路 径 . TE, 积分 值 则 是 连接 OL) 的 起 点 到 终点 的 
HE, 就 是 1g) - Nip). 

11.3.6 例 


(1) 我 们 在 前 面 就 已 经 宣称 , 偶 极 子 H = (1/2) 的 流 线 是 完美 的 圆周 , 并 且 请 
你 给 出 简单 的 几何 证 明 . 下 面 是 另 一 个 利用 其 复位 势 的 证 明 : 
1 1 


zz 1 
H= = N= 3 N=--+e 
= as = 


流 线 就 是 水 平 直线 在 映射 Q Hz) = -1/(2-c) FHS. 因为 这 是 一 个 反 演 , 直线 在 
反 演 下 的 象 一 定 是 经 过 原点 的 圆周 . 

[2) 一 个 向 东 的 均匀 流 具 有 复位 势 = 2. 如 果 我 们 把 一 个 复位 势 为 中 = (1/2) 
的 偶 极 子 放 到 这 个 流 中 (也 就 是 把 例 1 那样 的 偶 极 子 放 进 去 ), 这 两 个 单独 的 流 就 
会 者 加 成 为 一 个 新 的 流 , 而 其 复位 势 也 就 是 它们 二 者 的 复位 势 的 县 加 : 

Niz) = z+ =, 

请 用 计算 机 验证 , 这 个 新 流 的 流 线 和 等 势 线 如 图 11-22 所 示 . 请 注意 由 偶 极 子 发 出 
的 流 线 被 均 习 流 扭曲 变形 , 而 不 再 是 完美 的 圆周 , 但 是 越 靠近 原点 , 扭曲 就 越 小 . 


图 11-22 


(3) 位 于 原点 的 强度 为 2r 的 源 具 有 向 量 场 H = (1/2). 如 果 我 们 沿 着 从 z = 1 
发 出 的 路 径 工 来 计算 功 与 流量 , 就 会 得 到 其 复位 势 为 


Q(z} = p(z) + 78 (2) = log, (2) = In jz| + 10, (2). 


它 的 功 更 是 单 值 的 , 但 是 流量 V 是 多 值 函 数 , 其 各 个 值 相差 On 的 整数 倍 ， 这 是 
完全 有 道理 的 , 因为 每 当 工 绕 过 源 一 周 , 它 就 会 截 全 部 输入 源 点 的 2r 条 流 线 一 次 . 
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请 注意 N) 的 单 值 道 映射 ( 即 反 函数 )0-!(z) = es 确实 把 这 个 源 点 的 流 线 与 等 势 
线 映 为 水 平 与 垂直 的 直线 . 

如 果 我 们 想 要 得 到 单 值 的 复位 势 , 只 要 集中 注意 于 不 包含 源 点 的 单 连 通 区 域 就 
可 以 了 . 图 11-23 中 的 阴影 区 域 D 就 是 一 个 例子 . 完全 位 于 D 内 的 由 1 到 3: 的 
两 条 路 径 都 可 以 互相 变形 而 不 必 离 开 D, 所 以 也 就 不 会 越过 源 点 , 从 而 不 改变 流量 . 
举 一 个 例子 , 对 于 图 11-23 的 那个 特定 的 区 域 D, V (14i) Ml (2+ 2%) 处 唯一 的 
值 分 别 是 (1/4) 和 (90/4). 然而 车 取 另 外 的 D, 则 在 这 两 点 很 可 能 得 到 更 的 不 同 
值 . 


一 般 说 来 , 如 果 D 是 一 个 单 连通 区 域 , H 在 其 中 解析 而 且 没 有 奇 点 , 则 它 的 波 
利 亚 向 量 场 互 在 万 中 必 有 单 值 的 复位 势 . 
11.4 J 题 


n 


. 对 以 下 各 个 向 最 场 X, 验证 几何 公式 (11.5) 和 (11.6), 给 出 散 度 和 旋 度 的 正确 
的 值 . 
(i) X = (1/2). 
(ii) X =z. 
(iii) X = 77, H z= r tiy. 
üv) X=y?, 其 中 z =g + ty. 
(v) X =i(1/r?)e", 其 中 z= re. 
. 对 以 下 各 个 向 量 场 下, 对 已 给 的 环 路 口 计算 FLX,C] 和 wx, c, 并 把 计算 结 
FARA, (11.7) 和 (11.8) 来 验证 你 的 答案 . 
(i) X =z", C RMB ac2edh,-l<y<12id, 并 沿 道 时 针 方向 运行 . 
(ii) X =i(1/r7je”, C PR Madcr<bO0<d<n 的 边界 , 并 沿 道 时 针 方 向 
运行 . 
. 用 计算 机 画 出 f(z) = 1/[zsinz] PRA, 由 此 确定 f(z) 的 极点 的 位 


b3 


Cal 
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置 和 阶 数 . 对 于 以 下 每 一 种 C 的 选择 , 利用 在 屏幕 上 对 向 量 的 测量 来 估计 积分 
fo f(z)dz, 然后 估计 绕 C 的 流量 和 环流 . 在 各 个 情况 下 , 再 用 留 数 理论 算出 精 
确 值 来 检验 你 的 答案 . 
(i) &C AA -a 为 中 心 的 小 圆周 . 
(ii) 令 C 为 以 0 为 中 心 的 小 圆周 . 
(iii) 令 C 为 以 a 为 中 心 的 小 圆周 . 
(iv) & 局 为 以 an 为 中 心 的 小 圆周 . 
(v) &C AH 1l<2<7,-l<y<1 的 边 . 

, & fiz) = zcosec*z, 再 重复 上 题 的 (i) Al (i). 

. 令 工 为 由 实数 -0 到 +0 的 回路 . W 工 为 直线 段 , 画 出 L 上 各 点 的 波 利 亚 向 
EHIE f, zed: 是 纯 虚 的 . 通过 计算 此 积分 的 精确 值 来 验证 你 的 结果 ， 

. 所 有 的 复 分 析 教材 都 承认 不 等 式 


sm 


极为 有 用 , 但 就 我 们 所 知 , 还 没有 任何 一 本 教材 试图 回答 以 下 问题 :“ 何 时 等 号 
AME?” 这 可 能 是 因为 , 如 果 没 有 波 利 亚 向 量 场 的 概念 就 还 看 不 出 来 潭 亮 的 答 
案 (请 与 我 们 在 第 8 章 中 的 意图 作 比 较 ). 然而 有 了 波 利 亚 向 量 场 以 后 , 我 们 就 
会 得 到 我 们 将 称 为 布 拉 顿 定理 的 结果 ”: 
(11.32) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 回 路 工 与 了 的 波 利 亚 向 量 场 的 流 
钱 成 带 衣 . 
a PPE a i ta E FE. 
. 继续 前 题 , 并 设 f(z) ==. 
(i) 证 明 : 如 果 L 是 极 坐 标 方程 为 > = es 的 螺 线 的 一 段 , 则 布 拉 顿 定理 的 条 件 
得 到 满足 . 
(ii) 通过 显 式 的 计算 来 证 明 (11.32) 中 等 号 确实 如 所 预示 地 成 立 , 
. 考虑 由 (2n + 1) 个 强度 均 为 2r 的 源 所 生成 的 流 , 这 些 源 分 别 位 于 以 下 各 点 : 


Q, tn, 2m,- , Enn. 


(i) 车 用 Raula) 记 此 流 的 复位 势 , 证 明 


(z) = In £ (1 一 =) (1 一 sat) ves (1 = Ža) + const. 
(ii) 路 去 上 式 中 的 常数 项 , 再 用 第 9 章 的 习题 13 导出 , 当 源 点 的 个 数 无 穷 增加 
BY, Oale) 趋向 N(z) = ln [sin z]. 
”中 见 Braden [1987]. 我 们 在 大 约 与 他 差不多 的 时 间 独 立地 认识 到 这 一 点 . 
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(iii) 用 计算 机 画 出 速度 向 量 场 V = 0, 以 验证 这 个 结果 . 


(i) 解释 为 什么 源 的 复位 势 的 导数 会 给 出 偶 极 子 的 复位 势 . 


(i) 就 前 题 画 一 个 草图 来 预测 复位 势 为 miz) = 4 In[sin z) 的 流 的 外 形 . 用 计算 

机 画 出 图 来 验证 你 的 答案 . 

重新 考虑 由 (11.17) 式 所 给 出 的 一 般 向 量 场 的 局 部 分 解 式 中 的 C3 一 项 . 见 图 

11-11. 

(i) 证 明 向 量 场 C3 的 外 观 基本 上 与 C 之 值 无 关 . 更 准确 地 说 , E C= et, 则 由 
的 增加 只 会 引起 向 量 场 C3 的 整个 图 形 旋 转 , 而 且 旋 转 的 速度 只 是 ee 旋转 
速度 的 一 半 . 

(ii) 为 使 结果 更 生动 , 请 用 计算 机 作出 , 5 o 由 0 增加 到 x 时 , 向 量 场 ei## 旋 
转 的 动画 . 

(iii) 更 一 般 地 , 证 明 : 如 果 n 是 整数 , F(z) 或 者 表示 球 , 或 者 表示 2-", W eF 
的 向 量 场 , 可 以 由 的 向 量 场 旋转 jj(n+1) 而 得 到 .[ 注 意 , n= -1 是 例外 情 
m (其 中 包括 源 和 尘 旋 ).] 


. 考虑 一 个 流 , 其 道 的 复位 势 是 QI(w) = w +e". 用 计算 机 画 出 它 的 流 线 , 并 且 


从 数学 上 证 明 , 这 个 流 可 以 解释 为 从 渠道 -x < Im(z) < 2, Re(z) < -1 中 流出 
的 流 . 


考虑 具有 复位 势 
1 je?+1 


Nz) = 5 Bs = z| 
的 流 . 用 计算 机 画 出 它 的 流 线 , 并 且 从 数学 上 验证 这 个 流 可 以 解释 为 一 个 具有 
复位 势 O(z) = (1/z) 的 偶 极 子 的 流 在 渠道 -x < Imz < x 中 的 限制 . 
继续 前 一 题 . 如 果 在 放 入 偶 极 子 之 前 , 就 已 经 有 流体 在 此 渠道 中 以 常 速 o 流动 ， 
则 新 的 复位 势 是 慎 么 ? 请 用 计算 机 画 出 流 线 来 验证 你 的 管 案 . 


. WE z = 1 处 有 一 个 强度 为 2x 的 源 , 在 zs = -1 处 有 一 个 同样 强度 的 汇 . 把 这 


一 对 源 和 汇 放 进 具 有 正 速 度 v 的 均匀 流 中 . 找 出 总 流动 的 “ 驻 点 "(流速 为 零 的 
ra) 的 位 置 , 并 且 描 述 (最 好 用 计算 机 ) 当 w 由 0 变 到 3 时 , 这 个 流 如 何 变动 . 


. 如 果 有 两 个 源 位 于 一 个 正方 形 的 两 个 相对 顶点 处 , 两 个 汇 则 位 于 男 两 个 顶点 处 ， 


而 且 它 们 都 相同 . 证 明 过 此 4 个 顶点 的 圆周 是 一 条 流 线 . 用 计算 机 画 出 整个 流 
来 验证 你 的 结果 . 


. 证 明 两 个 强度 相同 的 涡 旋 所 生成 的 流 线 是 卡 西 尼 曲线 { 见 图 2-8b), 涡 旋 就 在 焦 


点 处 .[ 请 注意 , 你 的 结果 可 以 立刻 推广 如 下 : 具有 n 个 炉 点 的 卡 西 尼 曲线 是 
个 强度 相同 的 沁 旋 生 咸 的 流 线 , 这 些 油 旋 就 位 于 焦点 处 ,] 


. 证 明 图 11-15b 中 的 流 线 和 四 极 子 的 等 势 线 都 是 双 纽 线 { 见 图 2-9). 
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12.1 调和 和 对偶 


12.1.1 HEH 


和 前 一 章 一 样 , 令 五 = fy 为 一 个 定常 的 无 源 且 无 旋 的 癌 量 场 , = O + iW A 
其 复位 势 . 如果 在 每 一 点 我 们 都 把 H 旋转 一 个 固定 角 0, 我 们 将 会 得 到 解析 函数 
Hy =e H 的 波 利 亚 向 量 场 , 即 He = eH. 于 是 , 这 个 经 过 旋转 的 向 量 场 将 目 动 
地 是 无 源 和 无 旋 的 , 其 复位 势 是 Oy = eo MO 如 果 我 们 写 出 Gey = by 十 iy, 则 这 
个 向 量 场 的 位 势 和 流 函数 应 该 是 


Py = (cos?) + (sind)? ELA Wy = (cos tt) — (sind)®. 


以 下 我 们 将 集中 注意 于 一 个 特别 简单 而 且 重 要 的 情况 , 即 3 = +(x/2) 的 情况 . 
把 五 转 过 这 个 直角 , 就 会 得 到 A, 的 波 利 亚 向 量 场 , 而 且 我 们 将 要 给 它 一 个 专门 
的 记号 A. 于 是 A = Han = 证. 在 复 分 析 中 , 标准 的 用 语 是 说 流 让 * 共 连 " 于 原来 
的 流 互 ， 但 是 我 不 知道 流 的 共 罗 和 我 们 通常 说 的 复数 的 共 罗 , 在 数学 ”上 有 什么 联 
A. 进一步 说 , 我 们 使 用 了 波 利 亚 向 量 场 (其 中 倒是 有 真正 的 复数 的 共 示 ), 更 使 得 
共 簿 一 词 的 这 两 种 用 法 直接 冲 究 , 因为 共 胰 流 并 不 是 把 原来 的 流 中 的 复数 取 其 共 辆 
复数 而 得 到 的 ， 

幸而 , 在 数学 的 其 他 分 支 中 (例如 在 拓扑 学 中 ), 通常 使 用 另外 一 个 名 词 来 描述 
这 个 情况 , 这 就 是 使 用 “对 惕 " 一 词 . 所 以 , 我 们 建议 称 OW H 的 对 偶 流 . 类 似 于 
此 , 我 们 也 称 对 侦 流 的 位 势 和 流 函数 为 对 偶 位 势 和 对 偶 流 函数 .” 

我 们 以 后 会 看 到 , 对 侦 流 是 一 个 很 有 用 的 概念 . 例如 , 在 找到 流体 绕 一 个 障碍 
物 的 流动 以 后 , 对 偶 流 就 表示 静电 学 中 类 似 问 题 的 静电 场 . 


D STM PEE, 这 两 个 意义 的 共 辐 都 来 自 同 一 个 拉丁 字 “conjugatus”, BA "EEE". 

D 在 介绍 流利 亚 向 量 场 时 就 已 指出 (A 11.2.1 节 ), 官 间 生 是 在 共 辆 的 点 z A H 所 得 的 
at. Bee 万 是 指 在 同一 小 = 点 取 共 起 复数 为 向 量 慎 而 得 到 的 向 量 场 ， 如 果 我 们 把 * 称 为 
自 变 量 , Ream, 流利 亚 向 量 场 是 指 自 变量 趟 变 , 而 再 数值 变 为 皮 来 函数 值 的 共 辐 复数 . 
原 书 说 波 利 亚 向 量 场 的 引入 造成 了 这 两 种 用 法 的 直接 神 突 ， 就 基 指 本 应 把 自 变量 与 函数 分 开 ， 可 是 
按照 我 们 通常 的 习惯 用 法 , USSR. 至 于 说 到 拓扑 学 , 在 那里 【还 有 在 证 函 分 析 里 ) 会 把 例 
如 函数 w= f(z) SR iw, zh =f, 2) 而 把 ww 看 成 一 个 证 函 作用 在 x E 前 者 属于 另 一 个 空间 ， 
称 为 z SRR. 把 这 个 思想 用 于 波 利 亚 向 量 场 ， 则 应 该 把 H 所 在 的 空间 看 成 x 空间 的 对 
个 空间 . 这 样 就 有 了 > 不 变 而 H 变 为 其 共 思 复数 ,从 而 得 到 波 利 亚 向 量 场 ， 所 以 原 书 作者 申明 , 自 
已 是 异 用 了 拓扑 掌 的 思想 . 译 者 注 
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作为 对 偶 流 的 一 个 有 趣 的 例子 , 考虑 在 奇 点 附近 发 生 什么 情况 . 图 12-1 表明 ， 

当归 逐渐 由 0 变 成 (x/2) 时 , 源 是 如 何 逐 渐 演 化 为 具有 相等 强度 的 对 偶 的 涡 旋 的 . 

注意 , 图 中 间 的 流 可 以 看 成 是 原来 的 流 和 对 侦 流 的 到 加 {参见 图 11-12). 实际 上 , 相 
Ha = (cos 0)H + (sin DA. 

请 你 自己 验证 , 图 12-1 所 表现 的 流 的 类 型 的 定性 的 改变 , 在 高 阶 名 极 子 的 情况 下 不 


SRE. 例如 , 偶 极 子 的 对 偶 不 过 是 另 一 个 偶 极 子 . 40 由 0 变 成 (x/2) 时 , 所 有 
对 应 于 ?9 的 中 间 值 的 流 是 否 仍 为 偶 极 子 ? 请 参见 第 11 章 的 习题 10. 


顺便 可 以 看 到 ， 当 一 个 流 变 成 对 侦 流 时 , 流 线 和 等 势 线 互相 交换 : 对 侦 流 的 流 
线 是 原来 的 流 的 等 势 线 , 而 对 侦 流 的 等 势 线 是 原来 的 流 的 流 线 . 用 式 子 来 表示 , 这 
种 互 换 表 现在 对 偶 的 位 势 和 流 函 数 怡 好 是 : 


@=40 WH 下 = 一 十. 
只 要 看 一 看 图 12-2, 这 两 个 式 子 里 符号 的 变化 就 容易 理解 了 , 此 图 描述 了 典型 


的 流 及 其 对 侦 . [图 上 实 线 是 流 线 , 而 虚线 是 等 势 线 . | 请 回忆 一 下 , 如 果 我 们 把 这 个 
图 形 看 成 是 力 场 , 则 当 质 点 沿 力 线 运动 时 , 场 将 会 作 功 , 所 以 原来 的 位 势 和 对 偶 的 


T.. 
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图 12-2 
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位 势 都 沿 箭头 所 指 的 方向 增加 . 类似 地 , 如 果 看 成 流体 的 流 , 当 流 体 从 一 条 有 向 曲 
线 的 左 侧 向 右 侧 流动 时 , 则 流量 为 正 , 所 以 原来 的 流 函 数 和 对 偶 的 流 函 数 , 都 在 图 
示 的 箭头 方向 上 增加 . 我 们 现在 就 清楚 地 看 到 了 ô A 在 同样 的 方向 上 增加 , 而 
b 和 名 增加 的 方向 则 相反 . 

如 果 已 知 一 个 复位 势 0 = 6410, 我 们 茎 可 以 把 更 看 成 流 函 数 , 又 可 以 把 它 
看 作对 偶 流 的 势 函 数 . 类 似 于 此 , 我 们 既 可 以 把 更 看 成 势 函 数 , 又 可 以 把 它 看 作对 
偶 流 的 流 函 数 反 号 . 因为 任意 一 个 解析 函数 上 = ut iv 都 可 以 看 成 复位 势 , 我 们 可 
以 把 这 里 的 用 语 转 用 于 解析 函数 , 而 说 w 对 偶 于 u, 一 w WT v. 

最 后 , 我 们 无 法 抗拒 至 少 提 一 下 以 上 所 述 与 肥皂 泡 即 所 谓 极 小 曲面 有 两 个 奇迹 
般 的 联系 . 第 一 个 奇迹 ， 每 个 复 解 析 函 数 F(z) 都 描述 一 个 极 小 曲面 , 反 过 来 也 对 . 
第 二 个 奇迹 ， 令 o 变动 , 则 相应 于 Hal) 的 极 小 曲面 必定 会 经 历 一 个 无 拉 伸 的 弯 
fi: 在 此 过 程 中 , 所 得 到 的 曲面 全 是 极 小 曲面 而 且 所 有 这 些 曲 面 都 有 同样 的 内 草 
几何 . 举例 来 说 , SW 相应 于 所 谓 螺旋 曲面 , 则 五 相应 于 所 谓 悬 链 曲面 , 图 12-3 
夯 出 了 它们 如 何 经 过 无 拉 伸 的 弯曲 而 互相 变形 的 过 程 , 而 且 在 此 过 程 中 出 现 的 曲面 
全 是 极 小 曲面 .2 


图 12-3 


关于 极 小 曲面 这 个 迷人 问题 的 初等 介绍 , 见 Hildebrandt and Tromba[1984]; 从 

数学 上 详细 介绍 , 见 Nitsche[1989]. 
D 作者 在 这 里 给 出 了 有 关 极 小 曲面 的 最 著名 初等 例子 . 螺旋 曲面 (helicoid) 是 由 螺旋 线 (helix) 如 同 造 
旋转 楼 梯 那 样 咎 出 来 的 曲面 ， 这 一 点 从 图 上 可 以 署 得 很 清楚 . 县 链 曲面 则 是 由 施 链 钱 [catenary 
curvely = le” 十 ex) Hy = 0 而 得 的 旋转 曲面 ， 可 以 说 它 是 仅 次 于 平面 的 最 简单 的 极 小 曲 
E. 除了 平面 以 外 , 螺旋 曲面 是 极 小 曲面 中 忆 有 的 直 笋 面 , 而 悬 链 曲面 则 是 极 小 些 面 中 公有 的 旋转 曲 
面 ， 作 者 提 到 的 Hildebrandt and Tromba [1984] 有 中 译本 《 锰 狂 宇宙 》， 上 海 教育 出 版 杜 ，2005. 
一 一 译 者 注 
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12.1.2 ”调和 对 侦 


我 们 知道 , 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 都 自动 地 是 调和 的 . 所 以 自然 会 问 , 其 道 是 
省 成 并 , 即 每 个 调和 函数 是 否 必 为 一 个 解析 函数 的 实 部 或 虚 部 ? 我 们 将 会 看 到 情况 
确实 如 此 . 就 是 说 , 若 已 给 一 个 调和 函数 ,我 们 一 定 能 找到 另 一 个 调和 函数 v, 即 
u 的 所 谓 调和 对 偶 , 使 得 f= ut iv 是 解析 的 . [注意 , 标准 的 用 语 , 则 称 "为 + 的 
“HA fo EHR". | 

在 往 下 讲 以 前 , 我 们 先 作 两 点 说 明 . 第 一 点 : 若 " 是 wu 的 一 个 调和 对 偶 , 则 
u+ const. 也 是 . 所 以 , 为 了 唯一 地 确定 vo 还 需要 加 上 附加 的 条 件 , 例如 要 求 它 
在 某 个 特定 的 点 为 等 . 第 二 点 , 单 值 函数 的 调和 对 偶 , 可 以 是 多 值 的 , 图 12-1 中 的 
4 =In|z| MEUR: v = arg(z). 

设 已 给 一 个 无 旋 癌 量 场 , 我 们 知道 怎样 做 出 一 个 势 函 数 . 但 是 反 过 来 , 如 果 给 
一 个 实 函 数 O(2), 我 们 也 可 以 作出 一 个 无 旋 向 量 场 互 , 使 更 为 其 势 函数 , 即使 得 


H= VE. 


如 果 更 还 是 调和 的 , 我 们 又 知道 , H 还 是 无 源 的 [ 见 11.3.4 节 的 (11.30)], 所 以 它 还 
会 有 一 个 流 函 数 v. 既然 A 是 无 旋 的 , 则 更 是 调和 的 . 这 时 , 复位 势 几 = 再 十 证 
将 是 一 个 以 已 给 的 调和 函数 HHH RM. 换言之 , 我 们 已 经 证 明了 


已 知 调 和 函数 中 的 调和 对 偶 就 是 向 量 场 W 下 的 流 函 数 . 


AAW, UV 又 是 VS 的 调和 对 偶 的 势 函 数 . 

这 个 结果 意味 着 , 关于 解析 函数 的 结果 有 时 可 以 改造 成 为 关于 调和 函数 的 结 
R. 例如 在 第 9 章 里 我 们 看 到 , 若 了 = w+iv 是 解析 函数 , 则 {内 = f(p), RBI R 
示 了 在 任意 的 以 p 为 中 心 的 圆周 上 的 平均 值 . 由 此 可 知 , f 的 调和 的 实 部 也 服从 平 
均值 定理 : (u) = up). 但 是 我 们 又 知道 了 , 对 于 任意 已 给 的 调和 函数 u, 总 可 以 作 
出 一 个 解析 函数 以 它 为 实 部 , 这 样 我 们 就 得 到 了 关于 调和 函数 的 高 斯 平均 值 定 理 ; 


调和 函数 在 圆周 上 的 平均 值 必 等 于 它 在 圆心 上 的 值 . 


重新 考察 7.7.1 节 的 图 7-14, 又 可 以 得 到 一 个 例子 , 在 那个 图 中 , 我 们 看 到 了 如 
果 f suti CEREBRO Pe, 而 此 区 域 的 边界 是 工 则 u 的 最 大 值 只 能 在 
r 上 达到 (除非 在 此 区 域 中 u= comst.). 因此 , 从 调和 对 偶 的 存在 性 可 知 


eve 则 除非 它 恒 等 于 一 常数 , 否则 


ee y 也 有 同样 的 结果 . 
O O BERETA TOE, 这 里 作 了 适当 的 补 向 ，” ENE 
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下 面 , 我 们 给 出 在 连通 区 域 中 构造 更 的 调和 对 偶 下 的 显 式 公式 . ATE T AME 
-的 , 我 们 要 求 它 在 某 定点 a 处 为 零 . 这 样 , 如 果 KK 是 由 a 到 p 的 路 径 , 我 们 就 会 
有 流量 的 会 式 
Vp) = | (VE). Nds. 


换 成 用 复 积分 来 表示 , 就 是 
lp) = Im | Cajdz 


正如 我 们 所 看 到 的 , 如 果 限 制 于 一 个 单 连 通 区 域 , 更 在 其 中 调和 , 则 这 些 积分 必 为 
单 值 的 . 然而 , 着 区 域 不 是 单 连通 的 , 或 者 更 在 其 中 有 奇 点 , 则 (一 般 说 来 ) 亚 将 是 
FARR 

我 们 现在 以 更 = z3 一 Bry? 为 例 来 说 明 这 些 公式 , 更 显然 是 调和 的 . 取 a = 
0, p=X+iY, 再 选 K 为 连接 这 两 点 的 直线 段 ， 其 参数 表示 为 z = c+ iy = 
(X+i¥}t, Oct<1. 因为 


r? — 3y? 3X? — 3Y? 
-yr -YX VX4+Y2 ) -X 


ds = /X?24Y2dt, 由 第 一 个 公式 就 得 出 [练习 ] 


W = 3X°Y -Y?. 
换 一 个 作法 , 因为 
VE = (32° — 3y*) + ibry = 327, 


XHY ; l 
Y = Im | 4 =Im(X +iY) =3X°Y -¥Y°. 
a 


第 二 个 方法 比较 简单 , 关键 在 于 我 们 有 办 法 把 Volz, y) 写成 z 的 函数 N), 
但 一 般 说 来 , 这 并 不 是 很 显然 的 . 然而 , 如 果 更 是 定义 在 一 个 包含 了 实 轴 的 一 段 的 
区 域 中 , 存在 一 个 作成 这 件 事 的 系统 的 方法 . 

设 此 向 量 场 限制 在 实 轴 上 成 为 Vir) 即 V(r) = Vel, 0). 如 果 lr, y) Æ 
一 个 可 以 用 我 们 熟悉 的 函数 (例如 只 函数 , 三 角 函 数 、 指数 函 数 等 ) 的 显 式 公式 来 
表示 的 函数 , 而 这 些 函 数 又 很 容易 得 到 在 复 域 中 的 推广 , 那么 Va) 也 就 会 有 这 样 
一 个 会 式 . 如 果 在 此 公式 中 把 r 换 成 复数 >, 就 会 得 到 一 个 解析 函数 Viz) 使 得 当 
z 取 实 值 时 就 具有 我 们 需要 的 性 质 : V(2) = O'(z). 但 是 我 们 在 第 5 章 中 就 已 看 到 ， 
这 意味 着 , 对 于 复 的 z, 这 两 个 函数 也 相等 . 
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所 以 我 们 寻找 的 用 * 表示 O' (2) 的 显示 公式 的 办 法 就 是 : 先 算出 V(x ,vy)( 不 
管 是 不 是 用 我 们 熟悉 的 初等 函数 来 算 ), 再 令 y = 0, 最 后 再 把 r 换 成 z: 


Q(z) = VEz, 0). (12.1) 
例如 , 如 果 & = cos [cos xsinh y] enres, 则 [练习 | 
V(x, y) = cos [cos z sinh y] e°" " cosh ¥ oos x cosh y + F, 


这 里 的 F 是 3 项 之 和 , 但 是 每 一 项 都 在 y = 0 处 为 零 . 利用 (12.1) 就 有 N'(2) = 
ein? cos z, 所 以 更 = Im esmz， 


12.2 ”上 共 形 不 变性 
12.2.1 调和 性 的 共 形 不 变性 


令 w= f(z) 为 > 的 复 解析 函数 . 我 们 把 它 看 成 由 z 平面 到 w 平面 的 一 个 共 
形 映射 (而 不 看 成 向 量 场 ).z 平面 上 的 任意 一 个 实 函数 O(z) 都 可 以 用 f BOM 
“ 称 植 ?) 为 tp 平面 上 的 函数 fw) 如 下 : 


© [f(z)] = (2). (12.2) 


换言之 , 对 于 两 个 平面 上 的 对 应 点 , 赋予 同样 的 函数 值 . 我 们 现在 要 证 明 ( 先 用 式 子 
证 明 , 再 用 几何 证 明 ) 


调和 性 是 共 形 不 变 的 , Bp YAW HO(z) A AF, 趾 (w) 才 是 调和 的 . (12.3) 


和 前 面 一 样 , 把 O(w) 看 成 向 量 场 六 三 YE 的 位 势 . 当 且 仅 当 再 为 调和 时 , V 
才 有 解析 的 复位 势 Qfw) = O(w) +19 (w), 其 中 流 函 数 Vw) 是 Siw) 的 调和 对 侦 . 
因为 是 解析 的 , 它 与 解析 的 fo) 的 复合 也 是 解析 的 : 


Q(z) = A[f(z)] = Ple) + iW(z). 


这 样 p(z) 作为 解析 函数 的 实 部 也 古 调和 的 . 

在 这 个 重要 结果 后 面 有 一 个 非常 简单 的 几何 思想 . 图 12-4 描绘 出 了 检验 一 个 
已 给 的 实 函 数 更 是 理 为 调和 的 可 视 的 方法 . 我 们 再 次 把 更 看 成 力 场 Y = Vb 的 位 
势 . 我 们 知道 , 当 且 仅 当 V 有 复位 势 时 , 更 才 是 调和 的 . 而 当 且 仅 当 这 个 力 场 可 以 
分 割 为 (AD) IEA k 胞 腔 时 才 会 有 复位 势 . 

为 了 验证 这 一 点 , 我 们 来 作 一 个 “试验 网 格 ”; 


加 这 里 有 一 个 非常 重要 的 条 件 , 粗略 地 说 , 即 要 求 作 为 一 个 映射 ，f 局 部 地 是 一 对 一 的 . 吾 则 可 能 无 法 
定义 这 里 讲 的 “ 幕 写 "- 认真 研究 这 里 洽 划 的 问题 超出 了 不 书 的 范围 , 一 一 译 者 注 
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图 12-4 


(i) 对 于 很 小 的 有, 画 出 等 势 线 : @-0, +k, +2k, +3k,---. 
(ii) 选取 一 个 所 得 的 上 功 管 [ 即 图 上 的 阴影 带 形 ], 再 作 一 些 短 直线 段 , 把 这 个 
管子 分 成 小 正方 形 . 
(iii) 把 这 些 直线 段 延伸 成 为 VW 的 力 线 [ 即 图 上 的 虚线 ], 也 就 是 等 才 线 的 正 交 
轨迹 . 
于 是 现 为 调和 的 , 当 且 仅 当 这 些 力 线 把 所 有 其 他 的 大 功 管 也 都 分 成 正方 形 . 图 12-4a 
画 的 是 通过 了 试验 且 是 调和 的 ©, 图 12-4b 夯 的 则 是 没有 通过 试验 , 因此 不 是 调和 
的 更. 现在 可 以 把 结果 (12.3) 看 作 是 对 一 个 几何 试验 结果 的 预告 , 这 个 几何 试验 就 
是 共 形 不 变性 . 我 们 现在 把 这 一 点 讲 清楚 . 
等 式 (12.2) 也 在 平面 的 每 一 点 定义 了 位 势 O(2), 即 把 w 平面 上 相应 点 的 位 
势 O(w) 之 值 定义 为 > 平面 的 相应 点 处 的 位 势 $(z) 的 值 , 这 里 的 相应 点 w 就 是 z 
平面 的 > 点 在 映射 了 下 的 银 . 这 样 了 把 更 的 大 功 管 映 为 OO ke 功 管 . 见 图 12-5. 
最 后 . 因为 了 是 共 形 的 , 对 更 所 作 的 试验 网 格 由 正方 形 组 成 , 当 且 仅 当 象 网 格 由 正 
方形 组 成 . 图 12-5 画 出 了 位 势 是 调和 的 情况 . 


图 12-5 
12.2.2 ” 拉 普 拉 斯 算 子 的 共 形 不 变性 
(12.3) 只 是 关于 拉 普 拉 斯 算 子 A 的 共 形 不 变性 的 更 一 般 结果 的 特例 ; 
A®(z) = [Ad(w)| F(z). (12.4) 
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对 这 个 结果 , 我 们 要 作 两 种 解释 
在 第 一 个 解释 中 , 我 们 要 用 流量 密度 的 语言 来 重 述 这 个 结果 . 正如 我 们 在 w F 

面 所 作 的 那样 , 我 们 在 * 平面 上 作 向 量 场 V = V8, 并 且 希 望 弄 明白 下 面 这 件 事 : 
V-V(z) = |Y. Fw PnP (12.5) 
现在 考虑 图 126, 它 是 这 个 现象 的 一 个 简单 得 如 同 玩 具 一 样 的 模型 。 位 势 
H(z) = (5S/4)|z|? 生成 一 个 向 量 场 V = (S/2)z, 且 具 有 均匀 的 散 度 V.V = 5. 
对 于 很 小 的 k, 图 12-6 的 左 图 是 一 组 特殊 的 等 势 线 重 =0, 土 k , 土 2k ， 士 3 ，'…'， 
场 强 反 比 于 两 条 相 邻 曲线 的 间隔 . 现在 对 它 作 映射 w = f(z) = cz, 就 是 先 旋转 一 个 
fi arg(c), 再 按 因子 |c| BAK. 按 定义 , 这 些 膨 胀 后 的 曲线 就 是 Sw) 的 同 值 的 等 势 

线 , 所 以 ， 

5(w) = èz) = lz 一 


ul. 


‘le? |? 
MU V = 人 有 均匀 的 流量 密度 V V = S/\cl2 ,于 是 这 个 特例 下 的 (12.5) 得 
证 . 


图 12-6 


还 可 以 更 直观 一 点 . 图 12-6 比较 了 去 右 两 图 中 离开 阴影 圆 盘 的 流量 . 因为 相 
邻 的 等 势 线 的 间隔 从 左 到 右 , 上 升 了 一 个 因子 lel, 所 以 在 右 方 象 圆 各 边缘 上 的 场 强 
就 比 左 方 要 下 降 一 个 因子 |el, 但 边缘 圆周 的 长 度 又 会 上 升 一 个 因子 [el 所 以 就 流 
HAAS Ris, 仍 与 从 原来 阴影 圆 盘 流 出 的 V 的 流量 相同 . 最 后 , MAB 
盘面 积 右 方 比 左 方 上 升 了 一 个 因子 |d, 所 以 就 流量 密度 而 言 , 右 方 比 左 方 下 降 一 
个 因子 lel?. 这 就 是 (12.5) 的 意义 . 

为 了 把 这 个 思想 用 于 一 般 背 景 下 ， 只 需要 认识 到 , 我 们 的 玩具 位 势 和 一 般 的 
位 势 , 就 局 部 性 态 而 言 ,是 非常 相似 的 , 而 一 般 的 解析 上 映射 了 与 我 们 的 玩具 映射 
z= ez, 就 局 部 效果 而 言 , 也 是 非常 相似 的 , | 产 | 就 起 了 |e| 的 作用 . 

我 们 不 想 现在 就 把 它 完 全 说 明白 , 因为 我 们 马上 就 能 给 出 第 二 个 更 简单 的 解 
FE. 然而 按照 11.2.5 节 的 (11.17), 在 非常 接近 zo 处 , V (2) EAS AT RAR 


VG) = [V : Vlo) $5 + ¥(2, 
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这 里 的 Y(z) 是 无 源 的 , 当然 也 是 无 旋 的 . 相应 地 , 位 势 的 局 部 性 态 ? 则 是 
(z) = - [V -V(zo)] r? + T(z), (12.6) 


这 里 T 是 调和 函数 , 而 7 = |z- zo 是 由 加 到 > 的 很 小 的 距离 ,我 们 已 经 把 一 般 
情况 与 玩具 模型 的 关系 说 清楚 了 , 所 以 细节 就 留 给 有 兴趣 的 读者 自己 去 完成 了 . 
12.2.3 ” 拉 普 拉 斯 算 子 的 意义 
给 出 2 FG EAS O(c), 我 们 已 经 看 到 , CHEB Vo 是 一 个 几 
何 量 , 说 是 几何 量 , 就 是 说 它 与 表示 * 所 用 的 坐标 无 关 . 我 们 也 看 到 , 向 量 场 的 散 
度 是 其 流量 密度 的 度量 ,所 以 也 是 几何 地 加 以 定义 的 ， 由 此 可 知 ， 拉 普 拉 斯 算 子 
Ab =V Vo 必定 有 与 华 标 无 关 的 解释 . 
为 了 陈述 这 个 解释 , 回忆 一 下 , 如 果 C 是 以 p 为 中 心 的 圆周 , 而 (0) 表示 更 在 
C 上 的 平均 值 , 我 们 要 证 明 
各 在 六 处 的 拉 普 拉 斯 其 子 , REC AUP AP SCHARF) OA 
上 的 平均 值 与 o ASE p HHS. 准确 些 说 , Sr 为 此 图 
Be) LF FFE, N 


(6) - B(p) = ars | (12.7) 
请 注意 , 这 个 结果 与 高 斯 平均 值 定理 是 一 致 的 , 这 个 定理 指出 车 更 是 调和 函 
数 , 则 对 于 任意 大 小 的 圆周 , 而 不 只 是 无 穷 小 半径 的 圆周 , 都 有 (十 ) — Bip) = 0. 事 
E, 如 果 已 经 信服 了 (12.6), 就 可 以 利用 Y 为 调和 , 从 而 适合 高 斯 平均 值 定理 这 
一 事实 , 直接 导出 (12.7)[ 练 习 ]. 
在 给 (12.7) 一 更 直接 的 证 明 以 前 , 让 我 们 回 到 高 斯 平均 值 定理 , 并 且 不 用 复 分 
析 来 重新 导出 它 $ V= Ve 为 势 函数 更 的 向 量 场 . V 流出 半径 为 r( 非 无 穷 小 ) 
的 圆周 C 的 流量 是 [练习 ] 
下 |Y ,2 = 2nrd, {$}. 
因此 , 如 果 更 是 调和 的 , 则 V 是 无 源 的 , 而 由 11.1.5 节 的 (11.7) 即 有 F = 0. BER 
ð, ($) = 0, 我 们 就 知道 (6) 与 C 的 半径 无 关 , + CHA p 点 , 即 得 这 个 与 半径 无 
KRHA }(p). 证 毕 . 


现在 设 V 不 是 无 源 的 , 但 是 设 其 流量 密度 VV = AO 为 常数 , 高 斯 散 度 定理 
(EP 11.1.5 节 的 (11.7)) 就 会 给 出 FIY , C] = mr2A 理 .以 此 代入 前 面 的 结果 , 即 有 


Ə, (®) = sre, 


D 当然 也 可 以 用 t Sea Re Po Pal, PARES, HERE BRT. 
D 以 前 我 们 是 利用 (f) = fio) 来 得 到 高 斯 平均 值 定理 的 , (RE A, 
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把 它 积分 一 下 , 就 得 到 (12.7). 要 想 完成 (12.7) 的 整个 解释 ,就 只 需 看 到 任意 下 的 
拉 普 拉 斯 算 子 在 无 穷 小 圆周 之 内 总 是 常数 即 可 . 

理解 了 拉 普 拉 斯 算 子 的 意义 以 后 , 再 去 理解 由 (12.4) 所 表示 的 共 形 不 变性 就 
是 一 件 简单 的 事情 了 . 解析 映射 了 把 一 个 以 p 为 中 心 的 无 穷 小 圆周 C 伸 扭 为 一 个 
以 元 为 中 心 的 无 穷 小 圆周 C, 新 的 半径 则 是 产 = lf (pr. HEM, O(p) = dlp). 类 
ih, è E È LA AMEE © 在 C 上 的 原 象 点 处 的 值 , 所 以 C 上 的 (5) 等 于 
C 上 的 (©). 这 样 . (12.7) RAAT 

r?A®(p) = F AG(p) = |f'(p)? r ASP), 


(12.4) 可 以 由 此 直接 得 出 ， 
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几何 迷 会 希望 上 有 一 个 理想 王国 , 在 这 个 国度 里 , 所 有 的 计算 都 没 必要 了 , 而 统 
统 归 绪 为 对 于 几何 学 所 提供 的 洞察 作 验 证 ， 可惜 , 即使 本 书 的 作者 也 不 得 不 承认 ， 
偶尔 也 难免 有 计算 走 到 了 理解 的 前 面 这 样 的 事情 ! 我 们 现在 要 讲述 一 种 强 有 力 的 计 
HLR, 它 在 复 分 析 的 许多 领域 里 ,大 大 地 节省 了 人 们 的 劳动 . 下 一 节 对 于 “ 复 曲 
率 ” 的 研究 (请 与 第 5 章 比 较 ) 将 是 这 个 工具 的 简单 和 优美 的 很 好 的 展示 . 

问 量 分 析 中 的 梯度 算 子 V 是 作用 在 一 个 实 函 数 Rir, y) 上 的 , ATERT E 


FE m 
Oy a, R 
VAlr, y) = R = i 
an= (ate (22) 


我 们 有 自由 把 这 个 向 量 想 作 一 个 复 函 数 (前 面 我 们 已 经 这 样 作 了 ) 
VR =8,R+ iR. 
由 此 , 我 们 可 以 抽 选 出 复 梯度 算 子 V 及 其 伴随 算 子 (RAT VY 的 概念 如 下 : 
V=0,+10, UR V=a, -id,.” 


这 两 个 算 子 打开 了 令 人 激动 的 新 计算 方法 的 道路 
设 已 给 一 个 同 量 场 
ey 


我 们 已 经 看 到 了 V 作为 实 算 子 , 可 以 形式 地 与 了 作 点 乘 和 叉 乘 , 从 而 给 出 f 的 散 
RE V.f 和 旋 度 V xf. 把 这 些 量 解释 为 流量 密度 和 功 密 度 , 说 明 它们 真正 是 几何 


T 也 就 是 我 们 前 面 介绍 过 的 虚 培 记号 V = 36g 以 及 VY = 20,. - EHE 
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E, 就 是 说 它们 是 与 坐标 无 关 的 . 但 是 , 似乎 找 不 到 一 种 自然 的 方法 把 Y 直接 应 用 
于 f 以 得 出 一 个 新 问 量 场 VE. 然而 , 如 果 我 们 用 复 算 子 Y 来 取代 V, HAR 
成 一 个 复 函 数 了 = uiv 那么 确实 有 一 个 很 自然 的 定义 如 下 : 


Vi = (ð: + id,) (u + iv) = (O,u ov) il + idyu). 


Sr UT eI TA 
Vi =Vuti¥e = Vu 十 (Vu 旋 转 n/2) 
能 够 使 我 们 看 到 wy 在 几何 上 是 有 意义 的 (因为 Vu 和 Vo 都 在 几何 上 有 意义 ). 
复 梯度 算 子 的 力量 来 自 以 下 的 基本 结果 [练习]; 


复 函 数 /为 解析 的 ， 当 且 仅 当 W =0, RAVE =2/'” 


很 容易 验证 V 有 以 下 的 有 用 的 性 质 : 
eVif+g=Vf4+Vg. 

e Vifg)=fVo+9Vf. 

。 车 了 为 解析 的 , 则 VS lg(z)〗 = F lolz) Vo . 例如 


Ver) ~ etajwy . 
。 散 度 和 旋 度 的 概念 可 以 干净 地 包含 在 V 中 : 
Vf=V.f+ivV xf. 


类 似 地 还 有 
Vf=V-£-i¥ xf, 


此 式 又 一 次 证 明了 , 一 个 向 量 场 为 无 源 且 无 旋 的 , 当 且 仅 当 它 是 解析 函数 的 
流利 亚 向 量 场 . 
。 拉 普 拉 斯 算 子 A 可 以 干净 地 表示 为 wY = A=VV. 
你 将 在 下 一 节 和 本 章 末尾 的 习题 中 看 到 这 个 新 技巧 的 力量 .也 可 以 在 前 几 章 
中 找到 一 些 习 题 , 它们 用 新 方法 解 更 加 容易 . 暂时 , 我 们 先 从 两 个 例子 看 看 复 梯度 
的 用 处 . 
第 一 个 只 是 简单 地 看 到 高 斯 和 斯 托 现 斯 定理 (11.1.5 节 的 (11.7) 和 (11.8)) 用 
复 梯度 来 表述 多 人 么 干净 利落 . 令 C 是 单 连通 区 域 R 的 边界 曲线 , 则 


b fdz = iff. Vida. 


TRATAREA RP BARR CE RREN: 了 为 解析 的 充分 必要 条 件 是 EJ = 0, ME r= 
F — eat 
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如 果 f 是 解析 的 (Vf = 0), 我 们 立即 得 到 柯 西 定理 .当然 , 这 不 是 一 个 新 解释 ,只 
不 过 是 前 面 的 物理 解释 的 数学 上 更 光 顺 的 写法 . 

第 二 个 例子 是 结果 (12.4) 的 另 一 个 推导 . $ z=r+iy, wautiv, 于 是 这 
两 个 平面 上 的 复 梯度 算 子 分 别 是 V: = 0, + ið, Vy = ôu tide 我 们 想 要 证 明 
的 结果 可 以 ( 比 以 前 更 少 歧义 地 ) 写 为 


VT fz) = |f Vu, Bw). 
因为 w= f(z). 直接 应 用 链 法 则 就 可 以 给 出 [练习 | 
V.=fVu UR Vaf Vu (12.8) 
例如 ， E 7 
Vif (z) = SN ww = f (Ay — iôu) (u + iv) =2 
(本 来 就 该 是 这 样 ). 回 到 我 们 的 问题 , AS a 


V.V.E [f(z)] =Ve { {'VuP(w) } 


= (Vaf) Vy b(w) + f'¥2.Vub(w) GEV. =0) 
= | VuVu blw). 


12.4 ”回顾 复 曲 率 * 


12.4.1 ”调和 等 势 线 的 几何 性 质 


设 已 给 一 个 实 函 数 O(c, y) 图 12-4 给 出 了 一 个 试验 它 是 否 调和 的 几何 方法 
然而 , 这 个 试验 的 第 一 步 就 是 非 几何 的 , 因为 它 用 到 了 函数 更 的 值 , 而 不 是 仅 用 了 
曲线 > = const. 的 几何 性 质 . 这 就 引导 我 们 来 证 明 一 个 更 微妙 的 问题 . 已 给 一 族 
HAS 使 它们 能 把 平面 的 一 个 区 域 填 满 , 我 们 坊 么 才能 判断 是 否 存 在 一 个 调和 通 
MO, 使 得 E 恰 好 是 它 的 等 壕 线 族 ? 

例如 , 设 E 是 以 原点 为 中 心 的 同心 圆周 族 . 如 果 我 们 按照 规则 D(z) = |z| 对 每 
个 圆周 指定 一 个 位 势 值 , 就 会 得 到 图 12-4b, 其 上 的 黑色 方块 “HTAA”, 所 以 这 
个 位 势 不 是 调和 的 , 但 是 我 们 现在 问 的 问题 是 , 仍然 是 同一 族 曲线 , FEA 
则 来 指定 另 一 位 势 , 而 它 却 是 调和 的 ? 事实 是 可 以 , 只 要 令 p(z) = In|z| 就 行 ! 

如 果 对 一 族 曲 线 能 够 如 此 调和 地 指定 位 势 , 我 们 就 把 “调和” 一 词 也 推广 用 于 
这 一 族 曲 线 . 这 样 , 我 们 就 会 说 这 一 族 同心 圆周 是 调和 的 . 这 样 就 可 以 把 未 解决 的 
问题 , 简洁 地 重 述 为 


EE 的 什么 几何 性 质 决定 了 它 是 或 者 不 是 调和 的 ? 
回答 这 个 问题 的 方法 之 一 是 把 图 12-4 的 试验 推广 为 图 12-7 上 的 试验 . 
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(i) Æ E 中 选 两 条 很 靠近 的 曲线 . 
(ii) 在 这 两 条 曲线 从 区 域 中 分 出 来 的 带 形 [图 上 的 阴影 区 域 ] 中 作 一 些 直线 段 ， 
把 它 分 割 成 小 正 万 形 . 
(iii) 把 这 些 直 线段 延长 成 流 线 [图 上 的 虚线 ], 即 E 的 正 区 轨迹 . 
(iv) 选 一 个 这 样 得 出 的 流 管 [图 上 深 灰 色 的 区 域 , 再 作 一 些 直 线段 把 它 分 成 小 
正方 形 . 
(v) 把 这 些 直 线段 延长 为 6 的 元 . 
Pe, E 为 调和 的 当 且 仅 当 所 得 的 网 格 是 由 正方 形 构成 的 ， 
我 们 已 经 知道 一 族 同心 圆周 是 调和 的 , 图 12-7a 表明 , 对 称 性 怎样 保证 了 它 能 
通过 试验 . 图 12-7b 则 表明 , 一 族 相 似 的 同心 椭圆 族 不 是 调和 的 . 


12.4.2 ”调和 等 势 线 的 曲率 


我 们 现在 转 到 这 个 问题 的 第 二 个 , 也 是 更 漂亮 的 一 个 解答 . + 5 为 正 交 于 的 
曲线 族 ( 即 流 线 族 ). 看 一 看 图 12-7 就 会 有 一 个 感觉 , 即 为 了 构成 正方 形 网 格 , E 中 
的 曲线 的 弯曲 , 一 定 要 以 某 种 特殊 的 方式 与 S 中 的 曲线 的 弯曲 相 联系 . 只 要 检验 一 
下 这 两 类 曲线 的 曲率 , 就 会 发 现 , 事实 确实 如 此 ， 

我 们 先 对 5 和 5 的 曲线 赋 以 特定 的 方向 , 使 得 它们 的 曲率 具有 确定 的 符号 . 5 
中 的 曲线 的 方向 可 以 随意 规定 , 但 E 中 曲线 的 方向 要 这 样 规定 , 使 得 由 S 的 切 向 
量 (按照 前 述 的 规定 赋予 了 方向 ) 转 过 一 个 正直 角 后 就 得 到 © 的 方向 . 经 过 任意 已 
知 点 wo WA S 中 一 条 曲线 CL 和 中 一 条 曲线 Cs 通过 . 令 它 们 的 曲率 分 别 是 mm 
和 ko, & s) 和 sa 分 别 为 C A Cs 上 的 弧 长 . 我 们 将 会 得 到 下 面 的 惊人 的 结果 : 


E 是 调和 的 HA eS + ea = 0. (12.9) 


换言之 , 当 且 仅 当 这 两 类 曲线 的 曲率 对 于 相应 弧 长 的 变 率 , 大 小 相等 而 符号 相反 时 ， 
E 是 调和 的 . 注意 , 即使 我 们 没有 在 这 两 类 曲线 上 分 别 指定 方向 , 这 两 个 曲率 的 变 
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率 仍然 可 以 合理 地 定义 , 因为 , 如 果 把 曲线 的 方向 反 过 来 , 则 < 和 Bs SAIN RS, 
使 得 (12.9) 的 每 一 项 不 变 . 
图 12-8 画 出 了 对 于 图 12-7 的 同心 圆周 和 椭圆 如 何 遂 过 或 者 通 不 过 新 的 试验. 
因为 图 12-8a 的 圆周 和 直线 都 具有 常 值 曲率 , (12-9) 的 成 立 是 平凡 不 足 道 的 . 在 图 
12-8b P, 在 指定 点 处 , 这 两 个 曲率 都 是 下 降 的 , 所 以 (12.9) 在 该 点 不 会 成 立 . 


结果 (12.9) 似乎 首先 发 表 于 一 篇 很 有 趣 的 文章 Bivens [1952] P. 我 们 则 在 研 
究 第 5 章 所 介绍 的 “ 复 曲 率 * 概念 时 磁 到 了 它 . 可 以 得 到 以 下 的 待 证 明 的 相关 的 结 
果 : 


解析 映射 的 复 曲率 向 量 场 自 动 地 是 无 源 的 ， 其 流 函 数 是 亚 = 1/1. (12.10) 


(12.9) 和 (12.10) 这 两 个 结果 有 何 联系 ? 首先 要 看 到 , w 平面 上 的 族 E 为 调和 
的 当 且 仅 当 它 是 z 平面 上 的 垂直 直线 族 在 一 解析 映射 w = f(z) FHS. 这 是 因为 ， 
如 果 E 是 调和 的 , 则 其 势 函数 Hu) 是 一 个 复位 势 x = Ow) 的 实 部 , 而 此 复位 势 
Re 为 垂直 直线 . 所 以 , 若 令 f(z) =O-*(z), 则 这 个 f 就 是 具有 所 求 性 质 的 解析 映 
射 . 反 过 来 说 , Fé 是 简直 直线 族 在 一 个 解析 映射 下 的 象 , 则 它 当然 是 调和 的 , 它 
的 调和 位 势 就 是 由 此 映射 得 到 的 复位 势 Ow) = fiw) 的 实 部 . 

这 样 , GE 是 调和 的 , 则 过 wo = f(z0) 的 曲线 Ci 和 Ca 就 是 过 2p 的 水 平 直线 
和 垂直 直线 在 FHS. 但 是 按照 介绍 复 曲 率 的 5.9.1 节 的 图 5-20, 我 们 看 到 (12.9) 
中 的 ki ，rz 恰好 就 是 复 映射 了 在 so 点 的 复 曲 率 的 实 部 与 虚 部 : 


K( 20) = K1 + ikp. 
ACh ACF dz 和 垂直 运动 dy, 在 复 映 射 『 下 被 放大 |f'(z0)| 倍 而 成 为 
W ci MC. 的 运动 ds, 和 dsz, 所 以 复 曲率 的 流量 密度 为 


the ao ,ac ae 
T RA a Dy = |F (20) Ee t Asa | 


所 以 结果 (12.10)( 即 大 为 无 源 的 而 其 流量 密度 为 零 ) AA TAIF (12.9) BE 为 调 
和 的 必要 条 件 . (12.9) 的 充分 性 马上 来 讲 . 
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为 了 证 明 结果 (12.10), 我 们 要 利用 前 节 介 绍 的 复 梯度 技巧 , 以 后 我 们 还 会 给 出 
一 个 适当 的 几何 解释 . 我 们 需要 证 明 = 1/ | f’| 是 复 曲 率 


的 流 函 数 , 换言之 , 就 是 需要 证 明 [ 见 11.3.3 节 的 (11.24) AJKE = -iVy. 


因为 i 


所 以 我 们 需要 知道 V 是 多 少 ， 因 为 f 是 解析 的 所 以 f’ 也 是 , 从 而 Vr = 
0 ,vf =27". 因此 


Af 1 iF | = vA = F (FFY = fv + PY = asf? 

Pam We ja 

=> V| |= TFT 

把 此 式 代 入 前 面 的 方程 , 就 得 到 所 要 证 明 的 结果 : 

: oif f" E ap i 

Vp 
要 理解 调和 性 交合 (12.9) 这 件 事 也 可 以 不 必 求 助 于 复 分 析 , oS 和 E 表示 向 
量 场 X 的 流 线 及 其 正 交 轨迹 , 应 用 现在 的 记号 , 11.1.4 节 的 结果 (11.5) 和 (11.6) 成 

为 


Y. ie SL E a) 人 
ds, 站 sa 
为 使 E( 或 5) 为 调和 的 , X 必须 是 零散 度 与 零 旋 度 的 , 所 以 


a a 
Bi pa ls mg = Be nA), 


由 此 立即 得 出 (12.9). 
作为 本 节 的 结束 , 现在 反 过 来 证 明 (12.9) 是 E 为 调和 的 充分 条 件 . + Oluw) 为 
w 平面 上 过 w 的 Ci 曲线 与 w 平面 的 水 平 直 线 所 成 的 角 . 所 以 w 平面 上 过 ww 的 
C2 曲线 与 水 平 直 线 所 成 的 角 为 O+ 5. 因为 Ci 和 Cs 的 曲率 就 是 这 两 个 角 对 于 这 
两 条 曲线 上 的 距离 的 变 率 , 我 们 就 有 
ae ae 


二 = E p = a 
Key] as; YEM A so 


下 一 步 我 们 来 计算 日 的 拉 普 拉 斯 算 子 , 理由 一 会 儿 就 明白 了 .因为 拉 普 拉 斯 
算 子 是 与 坐标 无 关 的 , 我 们 可 以 选用 切 于 C 和 Cz 的 方向 为 坐标 方向 , 这 样 得 出 


NE (00) = Oat, Oe 
— Os, \ As ðs \Osa ðs ðs 
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这 样 , 方程 (12.9) 就 表示 O(w) 是 调和 的 , 而 这 时 它 就 是 某 一 和 解析 函数 (例如 
G(w)) 的 实 部 . 我 们 现在 定 尽 一 个 解析 函数 Hlw) =e FO x et, OE H x ee 处 
处 切 于 S. 所 以 , S Al E 怡 好 是 一 个 解析 函数 的 波 利 亚 向 量 场 的 流 线 和 等 势 线 . 证 
毕 . 

12.4.3 ”关于 复 曲率 的 进一步 计算 


再 次 设 S 和 2 是 > 平面 的 水 平 直线 和 垂直 直线 在 解析 映射 = f(z) FE w ¥ 
fi LHR. 于 是 它们 就 是 向 量 场 可 的 流 线 和 等 势 线 , 这 里 名 是 z= Ow) = fw) 
的 复位 势 , 而 且 把 w 平面 上 的 S 和 EE RER > 平面 的 水 平 直线 与 垂直 直线 . 

现在 , TE w 平面 的 wo = flo) 点 的 曲率 s 和 ko, 可 以 表示 为 f 在 > 平面 
的 zo 点 的 复 曲 率 的 两 小 分 量 : Kila) = ri tic [我 们 在 大 后 加 了 下 标 f, AA 
我 们 马上 就 会 要 考虑 好 几 个 映射 的 曲率 .] 但 是 , 如 果 我 们 把 复位 势 Ow) 看 成 基本 
的 , 而 不 是 把 w= f(z) 看 成 基本 的 , 不 是 只 把 Qu) 看 做 f At, 那么 怎样 直接 用 
O(w) 来 表示 曲率 呢 ? 

我 们 将 要 导出 了 在 z 点 的 曲率 K) 与 0 ERA w 处 的 复 曲率 Kn(w) 之 间 
的 一 个 十 分 简单 的 关系 式 , 以 此 来 回答 上 面 的 问题 . 因为 fiz) = 1/2" , 由 (12.8) 
就 有 


Kile) = -iV U/I = -Vn 


Y 
‘2 
-EL Livo (OD) = -Y (w)Ka(w). (12.11) 


这 是 很 有 趣 的 . 回忆 一 下 ， 一 个 由 z 发 出 的 无 穷 小 复数 { 即 向 量 )s 将 被 伸 扭 为 
由 发 出 的 象 复数 flee 这 样 , 因为 (12.11) 又 可 以 写 为 


Ko(w) = —f"(z)K,(z), 


我 们 就 看 到 , K) 就 好 像 一 个 无 穷 小 向 量 一 样 被 变换 , 不 过 它 在 w 处 的 银 是 负 的 
Ka(w). 

在 下 一 节 , 我 们 还 会 从 某 种 几何 视角 来 看 这 个 结果 , 但 是 在 目前 , (12.11) 就 已 
经 对 于 无 源 而 且 无 旋 的 向 量 场 的 流 线 与 等 势 线 的 曲率 给 出 了 我 们 想 要 的 结果 , 车 用 
复位 势 来 表示 就 是 : ow 


Caj 


Ky tite = =f 


不 过 这 个 结果 已 经 见于 Bivens[1992]. 

下 一 步 我 们 转 到 大 的 旋 度 . 复 曲率 就 是 函数 (Ph) 的 波 利 亚 向 量 场 . 分 母 上 
出 现 f 就 已 经 说 明 它 不 可 能 是 解析 的 . 这 样 , 尽管 已 经 证 明 大 具有 零散 度 , CH 
不 会 有 和 零 旋 度 . BA, 它 的 旋 度 是 多 少 呢 ? 
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为 了 求 出 它 , 回忆 一 下 
VK=aV-K+iVxkK. 

AA Vf =-0= Ve", 所 以 
se ol i Ss (3 _f" rl 
SEC- ao} Fi EED) = FAK} = rT 


这 样 VK = 0( 这 是 已 经 证 明 过 的 ), 而 且 


fF" |? 

PP 

虽然 我 们 对 大 又 微分 了 一 次 , 出 现在 WK 中 的 f 的 导数 的 最 高 阶 数 仍然 是 2, 和 
出 现在 大 中 的 f 的 导数 的 最 高 阶 数 一 样 . 其 实 , 这 个 结 末 还 可 以 重 号 为 


Y x K= -| f'Il. (12.12) 


KHA KEH f 几何 地 定义 的 , 又 因 为 旋 度 算 子 也 是 几何 地 定义 的 , 所 以 天 的 
旋 度 必定 隐藏 了 关于 映射 『 的 某 些 几 何 信 息 (可 能 是 很 简单 的 ). PERE, RIS 
今 还 没 能 解读 出 这 个 信息 . 
12.4.4 复 曲 率 的 其 他 几何 性 质 


以 上 的 结果 完全 是 通过 计算 得 出 的 , 其 目的 是 说 明 如 何 应 用 复 梯度 技巧 . 现在 
转 过 头 来 寻找 更 加 几何 化 的 解释 , 我 们 从 (12.10) 开始 . 

在 5.9.3 节 中 曾 用 几何 方法 导出 结果 (5.31), CREWE eH RA 
是 放大 素 | 六 | 的 水 平 曲线 . 图 12-9 说 明 这 一 点 : 两 条 相 邻 的 流 线 的 弧 段 被 f 映 
为 两 段 以 原点 为 中 心 的 圆 弧 ， 它 还 画 出 了 沿 着 过 a 点 的 流 线 的 无 穷 小 复数 ({ 即 向 
Ejda, 是 怎样 被 a HHA la 处 的 无 穷 小 复数 (ada 的 , 它 是 沿 圆 周 
IFD = |f'(a)| = const. 指向 道 时 针 方向 的 . 于 此 相应 , 过 a 点 的 正 交 无 穷 小 复数 
dz; = —idz, 被 伸 所 为 过 f'(a) 的 沿 半径 方向 指向 外 的 无 穷 小 复数 . 


VxK=-—- 
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为 使 KAM, 就 需要 它 具 有 形式 K = -iVU, 所 以 VY 的 方向 必定 如 图 
Aras (BD © 上升 最 快 的 方向 ), 而 更 必定 是 | 疡 | 的 函数 . 因为 | 有 "| 在 da 的 方向 上 
是 上 升 的 , 而 V0 指向 相反 的 方向 , 所 以 © 必 为 | 站 的 下 降 函 数 . 这 样 , 如 果 亚 是 
| 的 任意 下 降 函 数 , 则 ive 将 是 与 大 同方 向 的 无 源 向 量 场 . 余下 的 只 是 需要 证 
明 , 对 于 特定 的 函数 更 = 1/ |, 与 w 划 的 大 小 也 相同 , 即 大 | = |Y 亚 | 即 可 . 

S df Mav & || 和 本 的 相应 于 运动 do 的 改变 量 ， 从 图 上 我 们 看 到 
dif’ = |f" ta) dez, 所 以 对 于 更 = LIPI 有 


Vu) = av it dj 过 


1 
aa fP [dea] IF"? 


= |K]. 


证 毕 . 
下 面 再 给 出 (12.11) 的 一 个 更 几何 化 的 推导 . 图 12-10 画 出 了 z 点 处 的 一 个 水 
平 直线 段 怎样 被 / 映 为 w 处 的 曲线 段 , 其 曲率 为 xl, 而 单位 切 向 最 记 为 上 f 的 逆 
映射 人 则 把 这 个 曲线 段 拉 直 再 送 回 z 点 成 为 直线 段 . 所 以 由 曲率 的 一 般 变换 规则 ， 
有 
Ko - &+,/|9'| =0. 

换 名 话说 , -Ko 在 方向 的 分 量 是 sy/| 虽 | = lfl SRW, 正 交 于 此 方 同 的 分 
量 是 ka| 产 | . 


= tar iky wa |E] 


图 12-10 
我 们 现在 看 见 了 由 Ky 先 膨胀 | 产 | 倍 , 再 旋转 一 个 角 arg(é), 即 可 得 到 —Ko. 


但 是 * 点 处 的 一 个 无 穷 小 实数 < 也 被 fH v 点 处 与 é 同方 向 的 无 穷 小 复数 
ef'(z), 我 们 看 到 arg(é) = argi f), 所 以 


-Ko(w) = f'(2)K (2), 


这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 
对 于 结果 (12.12) 也 可 以 给 出 一 个 更 加 几何 化 的 证 明 . 但 是 我 们 不 想 再 做 下 去 
T, 因为 我 们 还 不 能 确定 这 样 做 的 意义 . 
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12.5 “” 绕 障碍 物 的 流 
12.5.1 4318 


考虑 流体 典型 的 流 , 如 图 12-11. 从 我 们 关于 流体 无 粘性 的 假设 [这 完全 肯定 
是 理想 状况 | 可 知 , 如 果 我 们 把 某 一 流 管 (图 12-11 的 阴影 区 域 ) 内 的 流体 突然 冻结 
起 来 , 则 没有 冻结 的 流体 仍然 和 以 前 一 样 地 流动 . 如 果 认 为 图 12-11 表示 的 是 热流 ， 
同样 的 想法 仍然 是 成 立 的 : 如 果 把 金属 板 上 的 阴影 区 域 突然 换 成 不 导热 的 材料 , 则 
金属 板 的 其 余部 分 的 热流 不 会 受到 扰动 . 这 个 情况 比 之 流体 的 情况 就 不 那么 理想 化 


TEA 


Rs 


图 1211 


反 过 来 , 如 果 我 们 把 一 个 障碍 物 放 到 流 中 ， 则 新 的 被 扰动 的 流 一 定 是 这 样 的 ; 
障碍 物 的 边缘 B 一 定 是 一 条 流 线 , 或 者 由 几 条 流 线 构成 ,如 果 我 们 把 被 扰动 流 的 
复位 势 m 看 成 一 个 映射 , 以 上 所 述 就 意味 着 , 0 RR B 为 水 平 直线 , 或 一 条 水 平 直线 
的 几 段 . 

所 以 求 绕 着 给 定 的 B 的 流 这 个 问题 , 就 相当 于 求 具有 这 个 性 质 的 共 形 映射 N. 
事实 上 , 因为 一 个 已 给 的 流 的 复位 势 只 能 确定 到 相差 一 个 常数 , 我 们 还 可 以 进一步 
要 求 这 个 水 平 的 象 直线 就 是 实 轴 . 这 个 问题 的 描述 方式 , 也 可 以 换 一 个 方式 重 述 如 
F: 求 一 个 调和 的 流 函数 T, 使 之 在 BLAS. SR, 满足 这 个 要 求 的 不 同 的 流 有 
无 限 多 ; 如 果 再 加 上 其 他 要 求 , 就 会 只 有 一 个 解 , 例如 要 求 在 远离 障碍 物 处 流 是 均 
SIR. 事实 上 , 任意 两 个 绕 B 的 流 和 登 加 起 来 将 给 出 第 三 个 这 样 的 流 . 


12.5.2 一 个 例子 


作为 出 现 障 碍 物 情况 下 的 流 的 第 一 个 例子 , 考虑 Q(z) = z 十 (1/z) 的 情况 . 见 
图 12-12. 正如 我 们 以 前 讨论 过 的 那样 , 此 图 表示 在 一 个 向 右 的 均匀 流 中 于 原点 处 
插入 一 个 偶 极 子 . 另 一 方面 , 对 此 图 肯定 也 可 以 作 第 二 种 解释 : 它 是 把 一 个 圆 形 障 
碍 物 ( 即 有 阴影 的 圆 盘 ) 放 在 均匀 流 中 产生 的 流 .[ 以 后 我 们 会 看 到 , 此 图 有 两 种 解释 
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FIERA] 单位 圆周 C 的 上 下 两 半 各 是 流 线 下 = 0 的 一 段 , 这 件 事 很 容易 从 以 下 
事实 看 出 来 , 即 9 把 这 两 个 半圆 周 都 映 到 实 轴 的 线段 -2 S r < 2: 


Net?) = e +e" = 9c0s0. 


请 注意 图 上 的 网 格 在 士 1 处 的 破裂 , 并 请 验证 这 两 点 者 是 流 的 驻 点 . 


图 12-12 


虽然 这 个 流 是 在 无 穷 远 处 为 均匀 的 可 能 的 流 , 但 它 绝 非 唯一 的 这 种 流 . 我 们 先 
在 绕 任 意 形状 的 障碍 物 的 背景 下 来 讨论 这 个 问题 . 

对 于 绕 一 障碍 物 的 任意 的 流 , 障碍 物 的 边缘 曲线 B 都 是 由 流 线 组 成 的 , 所 以 B 
具有 和 零 流 量 . 如 果 把 这 个 障碍 物 放 进 均匀 流 中 , 则 在 B 外 (无穷 远 点 除外 ) 没有 奇 
点 , 所 以 由 关于 零散 度 流 的 形变 定理 ( 即 11.1.5 节 的 (11.9)) 可 知 , 如 果 把 B 变形 
为 绕 障 碍 物 的 任意 闭环 , 通过 它 的 流量 始终 为 零 . 不 包围 障碍 物 的 闭环 则 可 以 不 越 
过 奇 点 而 收缩 为 一 点 , 所 以 通过 它 的 流量 也 为 零 . 既然 所 有 的 闭环 都 有 零 流量 , 这 
个 流 就 不 只 是 局 部 无 源 的 , 而 且 是 完全 无 源 的 . 换 一 种 方式 来 说 , 通过 连接 两 点 的 
任意 曲线 的 流量 不 依赖 于 此 曲线 的 选取 . 

但 是 对 于 绕 B 的 环流 / 功 来 说 , 情况 就 完全 不 同 了 , 因为 没有 任何 事先 已 知 的 
理由 使 得 此 环流 为 零 . + 5 表示 环流 值 , 则 由 关于 零 旋 度 流 的 形变 定理 (11.1.5 节 
的 (11.10)), 对 于 绕 此 障碍 物 的 任意 简单 闭环 , 环流 都 为 5, 而 对 于 不 包围 障碍 物 的 
闭环 , 环流 为 零 . 换 一 种 方式 来 说 , 这 就 是 说 闭环 的 环流 依赖 于 路 径 的 选取 , 视 其 关 
于 障碍 物 的 环线 数 而 定 . 所 以 , 沿 着 由 一 定点 到 动 点 z 的 路 径 的 环流 重 ([z) 是 z 的 
多 值 函 数 : 如 果 这 样 两 条 路 径 构成 的 闭环 绕 障 碍 物 n 周 , 则 沿 这 样 两 条 路 径 所 得 的 
p(z) 之 值 相 差 nS. 

至 于 把 一 个 给 定 的 障碍 物 放 到 一 定 速度 均 匀 流 中 所 产生 的 流 的 唯一 性 的 结果 ， 
我 们 现在 可 以 陈述 如 下 [但 不 给 出 证 明 }; 对 于 环流 3 的 每 一 个 值 , 怡 好 有 一 个 流 . 
特别 是 ， 只 有 一 个 无 旋 流 , 即使 得 3 = 0 的 流 ， 对 于 圆 形 障碍 物 , 这 个 流 就 是 图 
12-12 所 示 的 流 . 


468 第 12 章 流 与 调和 函数 


在 圆 盘 的 情况 下 , 很 容易 作出 S40 的 流 . 我 们 只 要 把 图 12-12 的 完全 无 旋 流 
与 原点 处 的 一 个 强度 为 S 的 涡 旋 的 流 登 加 起 来 就 行 了 . 图 12-13 画 的 就 是 具有 很 
小 的 S 之 值 的 这 样 的 流 . 我 们 强烈 鼓励 读者 自己 用 计算 机 验证 一 下 这 个 图 形 . 


i 


ER 
Seaman mee 


ma a ee ee 


图 12-13 


当 逐 渐 增 加 8 的 值 时 , 就 会 看 见 圆周 上 的 两 个 驻 点 相向 运动 , 直到 最 终 在 i 点 
处 融合 , 5 取 何 值 时 会 出 现 这 个 情况 ? 请 用 精确 的 计算 来 验证 你 的 经 验 的 答案 . 让 
S 的 值 继续 增加 , 这 个 驻 点 就 会 离开 圆周 沿 着 虚 轴 向 上 运动 , 这 样 就 会 得 到 定性 地 
与 图 12-13 中 流 不 同 的 流 , 见 图 12-14. 


“a 


ral 


LLLLE- 


现在 再 回 到 图 12-12 中 的 完全 无 旋 流 . 图 12-15 试图 比 以 前 更 细致 地 表现 其 复 
MAK JAH. 图 的 上 部 , 其 实 基 本 上 是 图 12-12 的 复制 , 而 下 部 则 是 它 在 复位 
Be PMR. 虽然 作 这 个 图 时 希望 它 是 自明 的 , 我 们 还 是 要 作 以 下 的 说 明 : 

s。 如 果 我 们 选择 由 p 发 出 的 路 径 来 测量 环流 和 流量 , 则 np) = 0. 

。 图 上 的 流 是 完全 无 源 而 且 无 旋 的 , 所 以 A(z) 是 z 的 单 值 函数 

s 由 p 到 z 和 zz 的 路 径 具 有 同样 的 环流 和 流量 : 在 圆 盘 的 边缘 上 是 二 对 

. 然而 ， 绝 无 两 个 严格 位 于 圆 盘 外 的 点 使 得 oO AU 取 相 同 的 值 , 所 以 , 在 圆 

盘 外 和 下 面 的 图 中 连接 n1) 两 点 的 直线 段 外 之 间 的 区 域 , nm 是 一 对 一 的 
( 即 有 道上 映射 mn-I). [图 的 下 部 的 连接 Q1) 两 点 的 直线 段 以 外 的 区 域 时 常 
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说 成 是 平面 沿 此 直线 段 作 了 一 个 切口 .] 

es。 下 图 用 黑色 箭头 和 空心 箭头 画 了 两 条 路 径 ， 使 得 左下 角 中 间 画 满 小 圆 点 的 
曲 尺 形 , 可 以 分 别 沿 它们 运动 到 右上 角 的 用 砖 砌 起 来 的 曲 尺 形 . 上 图 则 是 这 
些 路 径 在 m-!( 上 面 已 经 确定 其 存在 ) FR. 它们 也 都 给 出 同样 的 用 砖 磺 
成 的 曲 尺 为 象 , 但 是 这 样 做 要 付出 代价 , 就 是 , 现在 的 O- 在 切口 上 是 不 连 
续 的 (更 谈 不 上 解析 ): 只 要 看 看 黑色 的 曲 尺 在 空心 箭头 路 径 下 的 命运 一 一 
沿 着 画 了 阴影 的 圆周 被 切 成 两 块 一 一 就 是 一 个 见证 . 然而 , 请 看 另 一 种 做 
法 . 仍然 考虑 空心 篇 头 的 路 径 , 并且 画 出 越过 切口 解析 拓展 吕 -1 的 草图 . | 提 
示 : 看 一 下 图 12-12 的 单位 圆周 内 的 流 .] 

用 砖 砌 的 曲 尺 有 两 个 不 同 的 鳞 , 这 件 事 反映 了 这 两 条 路 径 包 围 了 O- 在 
nfl) 处 的 支点 ， 在 +1 处 有 这 个 流 的 驻 点 (GO 的 临界 点 ) 也 列 含 了 这 
个 情况 . 从 几何 上 看 , 上 半 图 在 驻 点 处 , 角 经 过 映射 n, 在 下 半 图 的 银 点 加 了 
一 倍 , 例如 在 上 图 的 -1 处 的 角 «2 在 下 图 的 2(-1) 处 成 了 27. 


我 们 现在 转 到 对 图 12-12 的 另外 两 个 物理 解释 . 第 一 个 是 , 我 们 可 以 把 图 12-12 
的 2 维 流 看 成 一 个 真正 的 3 维 流 的 2 维 截 口 . 假设 作 此 图 的 照片 几 千 份 , +E 
AR. 于 是 有 阴影 的 圆 盘 将 会 合成 正 交 于 每 一 张 照片 的 圆柱 , 每 条 流 线 都 表示 绕 
此 圆柱 的 流 ， 当然 , 真实 的 圆柱 一 定 有 端面 , 而 当 把 它 放 进 与 其 轴 正 交 的 均匀 流 中 
时 , 在 靠近 端面 的 平面 上 的 流 就 不 会 是 图 12-12 那个 样子 了 . 
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要 给 出 第 二 个 解释 , 先 要 对 前 面 的 一 个 说 明 再 解释 一 番 . TR, 绕 障 
碍 物 的 流 的 对 偶 , 必定 是 静电 场 , 它 解 答 了 项 电学 中 关羽 问题 . 图 12-16 画 出 了 图 
12-12 的 流 的 对 侦 . 因为 C 是 原来 的 流 的 流 线 , 它 就 是 对 侦 流 (静电 场 ) 的 等 势 线 . 


图 12-16 


假如 把 一 根 很 长 的 铜 做 的 圆柱 放 进 与 其 轴 正 交 的 均匀 静电 场 内 . 圆柱 内 的 自由 
电荷 几乎 立刻 就 会 被 安置 为 平衡 分 布 , 而 电场 立刻 就 变 成 定常 的 场 ( 即 “ 静 电场 ")， 
于 是 图 12-16 就 表示 此 静电 场 在 接近 导体 圆柱 中 间 ( 即 远离 端面 ) 的 某 处 , HEB 
与 其 轴 的 平面 上 的 截面 .[ 再 说 一 次 , 在 靠近 圆柱 两 端 处 , 场 是 不 一 样 的 .] 

现在 来 说 为 什么 .正如 我 们 要 求 流体 的 流 更 在 障碍 物 的 边缘 为 常数 一 样 , 现 
ERMEER 下 在 导体 边缘 上 为 常数 这 就 等 价 于 要 求 静电 场 在 导体 边缘 处 垂直 
于 导体 边缘 , 不 难看 到 为 何必 然 如 此 . 因为 如 果 静 电场 E = V 再 不 垂直 于 边缘 , € 
就 必定 有 导体 边缘 的 切 向 的 非 零 分 量 . 这 就 意味 着 那里 的 自由 电荷 会 受到 一 个 力 
的 作用 而 移动 , 这 与 此 场 已 经 安置 好 了 成 一 静电 场 相 矛盾 . 

图 上 还 画 出 了 负电 荷 o 与 正 电荷 o 在 圆柱 表面 上 的 平衡 分 布 , 这 个 分 布 应 
该 是 这 样 的 , 即 电荷 密度 正比 于 表面 上 的 《有 符号 的 ) 电场 强度 . 如 果 把 相 图 分 成 
小 正方 形 (图 12-16 已 经 这 样 做 了 )， 这 意味 着 ， 电 荷 密度 正比 于 (每 个 单位 长 度 
上 ) 离开 导体 表面 的 电力 线 的 密度 .| 为 什么 ? 想 要 更 多 了 解 静电 学 的 物理 学 , Fz 
Feynman[1963]; Maxwell [1881] 则 给 出 了 一 个 几何 处 理 方法 . 


12.5.3 镜像 法 


前 面 我 们 是 把 单位 贺 盘 放 进 均 名 流 中 , 得 到 了 图 12-12 中 的 流 , 为 了 说 明 当 同 
一 个 障碍 物 出 现时 , 还 有 哪些 不 同 种 类 的 流 是 可 能 的 , 现在 把 单位 圆 盘 放 进 这 样 一 
个 流 中 , 这 个 流 是 由 位 于 2 = 2 HAREA -(1 +7) RPE, 看 一 看 会 出 
现 什 么 样 的 流 . 因此 , 未 经 扰动 的 复位 势 是 


(12.13) 
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很 明显 , 扰动 后 的 流 的 复位 势 看 起 来 一 定 像 图 12-17: 在 接近 > = 2 处 和 在 远 
离 障 碍 物 处 , 流 线 一 定 像 0。 的 流 线 , 而 且 单 位 圆周 也 是 一 条 流 线 . 下 面 我 们 要 用 所 
谓 镜像 法 证 明 , 图 12-17 除了 因为 要 好 看 而 有 一 点 差错 外 , 正 是 精确 的 图 . 为 了 解 
释 这 个 方法 , 我 们 从 一 个 简单 得 多 的 例子 开始 . 


图 12-17 


考虑 位 于 (2+ i) 处 强度 为 2r 的 源 的 流 , 如 果 放 进 下 半 平 面 作为 障碍 物 , 会 得 
到 什么 样 的 流 ? 未 扰动 的 流 的 复位 势 是 


Nalaz) = log(z — 2 — i}. 


很 明显 , 扰动 后 的 流 的 复位 势 Qs( 这 是 我 们 想 去 求 的 ) 的 流 线 看 起 来 大 概 是 像 图 12- 
18 那样 的 : 在 奇 点 附近 很 像 Q, 的 流 线 , 而 且 障 碍 物 的 边缘 也 是 流 线 . 图 12-18 其 
实 是 精确 的 图 , 这 件 事 可 以 这 样 看 出 来 : 画 出 等 势 线 [虚线 ], 把 流 场 分 割 为 小 正方 
Æ. 我 们 现在 来 讲解 怎样 用 镜像 法 求 Na. 

我 们 在 第 5 章 中 就 已 看 到 , 施 瓦 茨 对称 原理 (I 5.9.5 节 ) 指出 , 在 实 轴 一 侧 为 
解析 , 而 且 在 实 轴 上 取 实 值 的 函数 (例如 mu, 注意 现在 实 轴 是 一 条 流 线 , 不 妨 设 为 
Y= 0), 必 可 通过 在 共 辆 点 取 共 辆 象 而 解析 拓展 到 实 轴 另 一 侧 . 这 件 事 在 图 12-18 
上 看 得 很 清楚 而 且 很 生动 : 上 半 平 面 的 正方 形 网 格 经 过 对 实 轴 的 反射 就 成 为 下 半 
平面 的 正方 形 网 格 . 于 是 图 12-19 就 给 出 了 完整 的 流 . 

直观 地 看 , 我 们 发 现 了 在 出 现 障碍 物 时 可 以 这 样 来 找 出 流 : 把 障碍 物 拿 走 , 而 
在 实 轴 的 镜像 点 处 放 一 个 与 原来 的 源 同样 强度 的 源 就 行 了 . 这 样 ma 就 由 这 两 个 源 
登 加 而 成 ; 

Qa{z) = log(z — 2 — i) + log(z -2 + i}. 
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请 用 计算 机 作 图 来 验证 此 式 恰 好 生成 图 12-19. 


1 n 
a a] ji 
eh fen 
= 
a 


一 一 om 


Z 
图 12-19 


更 为 一 般 地 说 , 如 果 在 上 半 平 面 放置 了 许多 多 极 子 (包括 源 、 涡 旋 、 偶 极 子 等 )， 
记 这 组 多 极 子 所 生成 的 未 扰动 的 复位 势 为 nu, 着 在 其 中 放 进 下 半 平 面 作为 障碍 物 ， 
扰动 了 的 复位 势 Qa, 将 是 这 组 多 极 子 的 未 扰动 流 , 与 它们 的 镜像 的 未 扰动 流 的 赫 
加 . 注意 , 尽管 镜像 多 极 子 的 类 型 与 大 小 均 与 原来 的 多 极 子 相同 , RS RINT A 
则 不 同 . 例如 一 个 方向 为 (3 一 2%) 的 偶 极 矩 , 将 会 反射 为 具有 共 辆 方向 (3+ 2i) 的 
TIRE. 一 般 地 说 , RA SR OQ NSRP SRNAABKRS hie OQ 的 多 极 子 . 

现在 我 们 把 这 个 方法 变 成 一 个 公式 . 我 们 在 第 5 章 中 已 经 证 明 , 从 已 给 的 解析 
映射 f(z) 可 以 按 下 式 生 成 一 个 新 的 解析 映射 产 (z); 


f*(z) = f@). (12.14) 
这 个 新 解析 函数 的 物理 意义 很 容易 看 到 : 如 果 mu 仍 表 示 一 组 在 上 半 平 面 的 多 极 子 


12.5 绕 障 三 物 的 流 473 


所 生成 的 未 扰动 的 复位 势 , 则 Os 将 是 它们 在 下 半 平 面 的 镜像 的 未 扰动 的 复位 势 . 
这 样 , 扰动 了 的 复位 势 的 公式 就 是 


Qa(z) = (2) + (2). (12.15) 


注意 , KPA LRTI: 03(z) = Qalz), 所 以 实 轴 仍 是 一 条 流 线 . 
自然 , 如 果 mu 表示 下 半 平 面 的 一 组 多 极 子 生成 的 未 扰动 的 复位 势 , (12.15) 仍 是 在 
出 现 了 障碍 物 一 一 现在 是 上 半 平 面 后 的 解答 . 

可 以 用 基本 上 相同 的 方法 来 求 图 12-17 那 种 障碍 物 为 圆周 而 非 直线 时 的 扰动 
了 的 流 . 请 再 看 那个 图 . 我 们 随意 画 出 了 一 条 流 线 更 = const., 如 果 我 们 像 图 12-12 
中 那样 , 按 一 个 算术 级 数 来 取 亚 的 值 , 就 能 够 把 这 个 流 场 分 割 为 无 穷 小 正方 形 网 
格 , 并 使 单位 圆周 由 这 些 无 穷 小 正方 形 的 边 组 成 . 正如 我 们 在 第 5 章 中 所 看 到 的 那 
样 , 可 以 把 这 个 网 格 拓展 过 障碍 物 ( 见 图 12-12), 但 是 这 时 必须 把 关于 直线 的 反射 
换 成 它 在 圆周 时 的 类 似 物 一 一 反 演 . 

作 了 关于 单位 圆周 的 反 演 以 后 , 就 会 得 到 图 12-20, Æ z = 2 处 的 偶 极 子 变 成 了 
在 (1/2) 处 的 另 一 个 偶 极 子 . 现在 很 清楚 , 为 了 求 出 fa, 应 该 除去 这 个 障碍 物 , 并 
且 把 这 两 个 偶 极 子 的 未 扰动 流 登 加 起 来 . 但 是 这 个 在 (1/2) 处 的 新 偶 极 子 的 未 扰动 
复位 势 又 是 什么 呢 ? 


图 12-20 


我 们 在 第 5 章 中 已 经 看 到 , 如 果 把 关于 直线 的 反射 换 成 关于 单位 圆周 的 反 演 ， 
则 可 以 修改 公式 (12.14) 以 生成 一 个 新 解析 函数 ft, 其 定义 如 下 : 


Pa=7 (2). 2-78) 
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这 个 新 解析 函数 的 物理 意义 很 像 前 面 所 述 : 如 果 0, 表示 单位 圆周 外 的 一 组 多 极 子 
所 生成 的 未 扰动 的 复位 势 , OT 将 是 它们 在 单位 圆周 内 的 反 演 象 所 生成 的 未 扰动 
复位 势 . 类 比 于 (12.15) 的 公式 就 是 


Naiz) = uiz) + At (z). (12.17) 


它 自动 地 会 满足 关于 对 称 性 的 要 求 nifz) = Nale), 所 以 单位 圆周 也 是 一 条 流 线 . 这 
个 结果 称 为 米 思 - 汤 姆 孙 AARE WR 0, 表示 一 组 全 都 位 于 单位 圆周 内 的 多 
极 子 , 则 这 个 ma 仍然 表示 出 现 障 码 物 时 的 解答 . 强调 全 都 二 字 的 理由 ， 下 面 会 要 
解释 ， 

现在 应 用 这 个 方法 来 求 图 12-20 的 流 的 经 过 扰动 的 复位 势 (当然 也 就 求 出 了 图 
12-17 的 流 的 经 过 扰动 的 复位 势 ). 如 果 由, 是 由 (12.13) 给 出 的 , 则 


o -i i 
M2) = 3 = 1—2z° 


1 1 bäi 
Ae) =—! 4 Er -3 2 , 
就 容易 看 出 它 确实 是 位 于 (1/2) 人 处 偶 极 子 ， 因为 上 式 后 面 的 常数 项 对 流 并 无 影响 ， 
所 以 它 就 是 位 于 (1/2) 处 而 且 偶 极 矩 为 (1-6/4 的 偶 极 子 . 注意 , 与 关于 直线 的 反 
射 不 同 , 现在 不 仅 偶 极 矩 的 方向 受到 反 演 的 影响 , 其 大 小 也 受到 影响 : 反 演 后 的 偶 
极 子 强度 只 有 原 侦 极 子 的 (1/4). 把 这 两 个 偶 极 子 登 加 起 来 , 我 们 就 得 到 
Na(z) = Nulz) + A(z) = Ct 一 uik 

你 可 以 用 计算 机 来 验证 这 个 公式 确实 给 出 了 图 12-20 中 的 流 . 

图 12-20 和 图 12-19 一 样 有 对 称 性 , 但 是 和 以 前 的 情况 比较 , 更 为 微妙 : 由 它 
的 作法 来 看 , 在 关于 单位 圆周 作 反 演 后 , 此 图 将 被 复制 . 如 果 把 图 12-20 映 到 获 曼 球 
面 上 , 这 个 对 称 性 也 就 跳 到 黎 曼 球面 上 去 了 . 我 们 在 第 3 章 里 已 经 讲 过 , 关于 单位 
圆周 的 反 演 等 价 于 黎 曙 球面 关于 其 赤道 平面 的 反射 , 所 以 南半球 面 上 的 流 和 北半球 
面 上 的 流 应 该 彼此 互 为 关于 这 个 平面 的 镜像 . 看 看 图 12-21 吧 ! 请 注意 , 在 球面 上 
这 两 个 偶 极 子 的 强度 相同 

我 们 现在 看 到 , 图 12-12 只 不 过 是 图 12-21 的 极限 情况 , 因为 当 南 半球 的 偶 极 
子 向 南极 ( 即 0) 移动 时 , 它 的 反射 就 向 北极 (co) 移动 , 而 在 ce 处 的 单独 的 偶 极 子 
的 场 将 投影 为 平面 上 的 均匀 流 . 


T Louis Melville Milne-Thomson, 1891—1974, HAFA. -一 译 者 注 
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我 们 在 第 5 章 里 已 经 看 到 , 关于 直线 的 反射 和 关于 圆周 的 反 演 , 都 只 是 关于 曲 
线 的 施 瓦 茨 反射 的 特例 . 我们 现在 利用 这 一 事实 来 推广 镜像 法 .举例 来 说 , 把 一 个 
椭圆 E 放 进 均匀 流 中 . 很 清楚 , 这 时 的 流 将 会 是 像 图 12-22 那样 的 流 . 说 这 个 流 就 
是 精确 的 流 , 仍然 可 以 从 流 场 可 以 分 割 为 正方 形 网 格 看 出 来 . 那么 , 怎样 去 分 割 呢 ? 


图 1222 


在 关于 曲线 K PRR Re 的 情形 , 公式 (12.14) 和 (12.16) 的 推广 是 


f#(z) = F Ree). 


例如 , Æ K 是 实 轴 (这 时 Rx(z) = 2), W ft = f°, 而 若 K 是 单位 圆周 (这 时 
Re(z) = 1/2), M ft = ft. 这 样 , HO, 是 位 于 五 的 一 侧 的 一 组 多 极 子 的 未 扰动 的 
复位 势 , 则 以 KK 为 障碍 物 的 经 过 扰动 的 复位 势 将 是 


ma(z) = Du(z) + NE(z). 
这 个 公式 自动 地 适合 Of = Oa, 所 以 K 是 一 条 流 线 . 
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例如 , 设 图 12-22 中 的 椭圆 E 的 方程 是 (2/2)? +y? = 1. 这 时 有 ( 见 5.11.5 节 ) 
Rp(z) = 3 [5z — av 7—3] . 
所 以 , 对 于 Qul) = z, 我 们 有 
Naz) = 5 [22- Ve -3), 


您 可 以 用 计算 机 来 验证 这 个 公式 会 给 出 图 12-22. 然而 , 并 不 是 所 有 的 事情 都 真正 
是 “似乎 是 这 样 ”， 尽管 0, 是 速度 为 1 的 向 右 的 均匀 流 , ns 对 于 很 大 的 |z| 却 是 
速度 为 (4/3) 向 右 的 均匀 流 . 当然 , 如 果 我 们 希望 流 在 远离 椭圆 处 有 单位 速度 ,只 
要 把 mu 乘 上 (3/4) 即 可 . 


12.5.4 ”把 一 个 流 映 为 男 一 个 流 


我 们 前 面 已 经 确定 了 一 忻 事实 , 即 一 个 共 形 映射 把 一 个 无 源 且 无 旋 的 定常 流 的 
流 线 和 等 势 线 , 上 映 为 男 一 个 同类 的 流 的 流 线 和 等 势 线 . 这 个 思想 有 许多 理论 和 实际 
的 用 处 . 

它 在 理论 上 有 一 个 好 处 , 它 对 于 复位 势 概念 本 身 提供 了 一 种 新 的 洞察 . 重新 考 
察 一 下 11.3.5 节 的 图 11-21. 对 左 方 的 定常 无 源 无 旋 流 施 加 任意 的 共 形 上 映射 f, 就 
在 右 方 给 出 男 一 个 定常 无 源 无 旋 流 ， 复位 势 可 以 定义 为 特殊 的 映射 『 = 0, 其 象 流 
是 具有 速度 1 的 均匀 流 . 例如 , 可 以 问 , 一 个 具有 速度 1 的 均匀 流 的 复位 势 是 什么 ? 
从 新 观点 来 看 , 这 就 是 一 个 映 这 个 流 为 具有 速度 1 的 均匀 流 的 共 形 映射 . 所 以 , 它 
就 是 恒 等 映 射 Q(z) = z. 它 也 应 该 就 是 这 样 ! 

为 了 说 明 把 一 个 流 映 为 另 一 个 流 的 共 形 映射 的 实用 性 , 我 们 回 到 把 一 个 障碍 
物 放 进 均匀 流 内 , 再 求 绕 此 障碍 物 的 流 这 个 问题 . 作为 一 个 例子 , 我 们 重新 来 推导 
图 12-22 中 的 绕 椭 圆 (z/2?2 十 妇 = 1 的 流 . 假设 我 们 已 经 知道 一 对 一 的 共 形 映射 
w= f(z), 它 是 由 = 平面 上 的 单位 圆周 C 的 外 域 , 到 平面 上 的 椭圆 互 的 外 域 的 . 
我 们 已 经 知道 把 单位 圆 盘 塞 进 一 个 速度 为 1 的 均匀 流 以 后 绕 C 的 流 , 对 此 流 施 以 
映射 了 就 给 出 绕 E 的 流 . WRASSE 的 流 在 远离 E 处 为 均匀 的 , 则 我 们 
必须 要 求 f(z) 在 远离 C 处 很 接近 恒 等 映 射 的 常数 倍 , 即 当 |s| 很 大 时 ，Ffz) & ez. 
如 果 对 o 在 原 流 线 和 象 流 线 指定 同样 的 值 , 则 和 银 流 在 远离 E 处 就 将 是 一 个 速度 为 
G/lce) BS e 同方 向 的 均匀 流 .[ 为 什么 引 

回忆 一 下 5.10.2 节 的 图 5-22. 当 z= et 描 出 CON, w= pet + ge- 就 会 描 出 
椭圆 (x/a)? + (y/b)? = 1, RE p= (a+-4)/2, g=(a—5)/2. MUE (2/2)? + y? =1 
的 情况 , 所 求 的 映射 为 


wu Soe > (3: + =) i (12.18) 
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如 图 12-23 所 示 , C ERA E, 而 与 C 同心 的 癌 周 则 被 映 为 与 SER. 在 
远离 C Mb, 这 个 映射 接近 于 (3/2)z; 可 以 看 到 , SAA WAM AN, 它们 的 鳞 将 
接近 是 它们 (3/2) 倍 大 的 圆周 . 这 样 , f 将 映 绕 C 的 流 为 , 把 E 塞 进 速度 为 (2/3) 
的 均匀 流 以 后 得 到 的 流 . 


现在 作 详 细 的 计算 来 验证 确实 恢复 了 图 12-22 中 的 流 . 因为 绕 C 的 流 的 复位 
势 是 Q(z) = z + 上, 因为 在 z 的 象 点 w = f(z) 处 , 复位 势 Ow) 的 值 按 定义 就 是 
Q(z), 所 以 有 Mw) = 24 (1/2). 为 了 把 它 表示 为 w 的 显示 的 函数 , 我 们 从 (12.18) 
中 把 2 解 出 来 , 得 到 


z= (w+ Vu 3), 


AARE + 号 ?] 虽然 我 们 可 以 立刻 就 把 它 带 入 O(w) 的 式 子 而 得 其 值 , 但 是 最 好 
少 用 一 点 代数 , 首先 注意 , 由 (12.18) 有 (1/z) = 2w- 3z. 于 是 


O(w) = z + (1/2) = 2(w — z) = 2 (2 -= y w? — 3). 


除了 有 一 个 因子 (2/3) 以 外 , 它 与 我 们 以 前 利用 施 瓦 菠 反 射 得 到 的 公式 是 一 样 的 ， 
而 此 因子 表示 在 远离 E 处 速度 为 (2/3), 这 正 是 我 们 期 望 的 . 

作为 这 个 思想 的 另 一 个 例子 , 现在 设 把 E 放 进 一 个 方向 为 ets 的 均匀 流 中 . 为 
了 找到 经 EN, 我 们 只 需要 找 出 , SE C 放 进 这 样 一 个 流 时 所 得 到 的 流 , 然后 再 
以 f 作用 于 它 . 因为 未 扰动 的 复位 势 是 Qu(z) =e 2, 由 镜像 法 即 知 绕 C 的 流 是 


ig 
Qa(z}) = My (z) + Mt tz) = ez + —. 


当 由 = (n/4) 时 , 就 得 到 图 12-24 左 方 的 流 . 右 方 则 是 对 绕 C 的 流 以 作用 后 所 得 
到 的 绕 五 的 流 , 也 就 是 我 们 想 要 的 流 . 请 用 你 的 计算 机 来 验证 这 个 图 . 

用 这 个 方法 , 只 要 选取 一 个 解析 映射 w = f(z), EE C 的 外 域 一 对 一 地 共 形 
地 映 到 一 个 障碍 物 的 外 域 , 而 且 f(z) 在 远离 C 处 性 态 接近 于 cz, 就 可 以 得 到 线 无 
穷 多 个 障碍 物 的 流 , 其 复位 势 是 Mw) = fiw) + [1/f-1(w)], 这 个 障碍 物 的 边缘 
是 曲线 B= f(C). 
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12.6 ” 黎 曼 映射 定理 的 物理 学 


12.6.1 引言 


回忆 一 下 , 黎 曼 映射 定理 (3.9.1 节 的 (3.54)) 指出 , 任意 单 联通 区 域 及 ,只 要 
不 是 全 平面 , 必 可 一 对 一 地 共 形 地 上 映 为 任意 其 他 的 这 类 区 域 5. 承认 了 这 件 事 , 我 
们 就 看 到 , 取 5 AARAA D 不 会 失去 一 般 性 , TH, D 有 多 少 自 同 构 , RAS 
少 由 R 到 S 的 这 种 映射 . 后 来 , 7.7.1 节 的 (7.14) 又 指出 , 这 些 自 同 构 都 是 刚性 的 
双 曲 运动 , 它们 具有 3 个 自由 度 . 这 样 , 我 们 想 要 证 明 的 , 就 是 如 下 的 完全 的 结果 : 
ERED, 存在 一 对 一 共 形 映射 的 一 个 3 RSH. 

这 个 基本 的 结果 至 少 有 两 个 标准 的 证 明 , 每 一 本 比较 深 的 复 分 析 教材 都 包含 
其 中 的 一 个 . 尽管 其 中 一 个 论证 (属于 科 贝 )2 本 质 上 是 构造 性 的 【因此 在 原则 上 是 
可 以 理解 的 ), 我 们 却 未 能 找到 一 种 与 本 书目 的 相符 的 表述 方法 . 然而 有 兴趣 的 读 
者 可 以 在 Hilbert [1932] 中 找到 关于 科 贝 的 证 明 的 基本 思想 的 极 好 的 讲解 , 其 技术 
细节 则 可 在 Nehari [1968] 或 Nevanlinna and Paatero [1969] 中 找到 .2 就 我 们 所 知 ， 
这 个 思想 最 深刻 的 研究 是 由 Henrici [1986] 给 出 的 . 

但 是 还 是 出 现 了 一 个 更 明亮 的 音调 , 上 面 尖 于 流 的 思想 , 将 要 使 我 们 更 深刻 地 
洞察 这 种 映射 的 存在 以 及 这 一 族 映 射 具 有 自由 度 3 这 个 事实 . 我 们 将 要 把 从 一 个 
流 到 另 一 个 流 的 共 形 映射 的 思想 反 转 过 来 , 从 而 做 到 这 一 点 . 也 就 是 说 , 求助 物理 
(D Paul Koebe, 1882—1940, 德国 数学 家 . 科 由 的 这 个 证 明 公认 为 写 得 很 蜂 梁 难 解 ， 似 平 本 书 作者 因为 

它 本 质 上 是 构造 性 的 证 明 , 才 说 它 在 原则 土 是 可 以 理解 的 ? 另 一 种 证 明 是 什么 , 作者 没有 提 到 ， 是否 

指 的 是 歼 曙 基于 狭 里 希 药 原 理 的 证 明 ? MRE, 则 在 缺少 很 大 的 准备 之 前 , 还 很 难 在 复 分 析 的 基本 孝 

材 中 向 读者 介绍 ， 所 以 , 这 一 节 标 题 是 获 曼 映射 定理 的 物理 学 , 似乎 着 眼 于 其 物理 意义 , 而 没有 给 出 

完整 的 数学 证 明 . — 译 者 注 
图 读者 也 可 以 在 Ablfors [1979] (HHA, CSTD, 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1984, 228 页 ) 中 找到 简 


化 了 的 科 贝 的 证 明 ; 愿 书 提 到 的 Hilbert (1932) 也 有 中 译本 ; CL), ARAT HRE, 1964; 
所 说 的 证 明 见 下 册 261~264 W. 一 一 译 者 注 
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实验 就 可 以 得 到 一 些 流 , 而 这 些 流 则 可 以 用 来 构造 共 形 映射 . 
12.6.2 ”外 映射 和 绕 障 碍 物 的 流 


考虑 图 12-25. 它 的 上 部 画 的 是 一 个 障碍 物 RR 被 塞 进 速度 为 1 的 均匀 流 中 . 如 
果 我 们 不 引入 绕 R 的 环流 , 则 在 前 面 已 经 说 过 , 这 个 流 是 唯一 的 . 下 一 步 , 在 图 上 
任 选 一 点 [图 上 未 标 出 ] 并 由 此 点 出 发 来 计算 环流 和 流量 , 也 就 是 选 一 个 点 使 得 在 
此 点 势 函数 > 和 流 函 数 YAS. 再 用 很 小 的 大 来 作 天 流 管 和 大 HR, ORR 
的 外 域 分 成 近 羽 为 小 正方 形 的 上 胞 腔 . 和 通常 的 做 法 一 样 , 设想 下 ATE, 则 这 些 
k 胞 腔 最 终 成 为 正方 形 . 


图 19-25 


如 图 所 示 , 设 a Alb 是 RRR EER (其 次 序 是 使 流 由 a 流向 b), BS 
Si 和 Sz 是 边缘 流 线 上 连接 这 两 个 驻 点 的 曲线 段 . 因为 流 是 完全 无 旋 的 , 沿 S 和 
So 的 环流 必 相 等 , 其 公共 值 就 是 a 和 4 的 位 势 差 


[$] = (b) — (a) . 
用 几何 语言 来 说 , 就 是 毗邻 于 S 和 So 的 小 正方 形 的 个 数 一 定 相同 . 因为 功 管 以 


等 势 线 为 管 壁 , 所 以 每 个 小 正方 形 的 对 边 的 位 势 差 为 上 这 样 , 毗邻 于 S 和 Sp 的 
小 正方 形 的 个 数 必 为 [P] /k. 
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现在 把 单位 圆 盘 D 塞 进 速度 为 wei 的 均匀 流 中 , 并 把 所 得 的 流 分 割 为 大 胞 
E, 所 用 的 大 值 与 前 相同 . 我 们 对 于 新 流 的 任 一 物理 量 或 几何 量 都 采用 原来 的 流 中 
的 记号 , 但 是 加 一 个 上 标 “~*: 这 样 , EARE a Alb, 连接 它们 的 流 线 段 就 是 5 
和 So, (相对 于 任意 选 定点 的 ) 势 函 数 和 流 函数 就 是 币 生 . 

将 R 外 的 点 z 共 形 映射 到 口外 的 w = f(z) 点 这 个 方法 , 现在 就 很 明白 了 , 这 
就 是 把 两 个 网 格 的 相应 正方 形 等 同 起 来 ! 现在 请 别 太 兴奋 , 先 把 这 个 实验 做 到 底 再 
说 . 我 们 规定 , 所 谓 “相应 ”就 是 指 , 如 果 我 们 已 知 一 个 网 格格 点 > 的 银 w, 则 任意 
其 他 格 点 的 象 都 由 这 一 对 网 格 来 决定 : 如 果 z 沿 流 线 向 下 游 称 动 4 格 , 青 沿 等 势 线 
向 “上 "移动 2 格 , 则 w 也 要 这 样 移动 . 见 图 12-25. 

然而 , 我 们 不 能 任意 地 把 一 个 特定 的 z 点 映 到 特定 的 w a 因为 理想 的 共 形 
Beat w — f(z) 一 定 把 驻 点 a RIGEN b RAE aA o 这 是 因为 临界 点 a 的 几何 
ume aay 就是; 在 a 处 , 流 线 与 等 势 线 之 间 的 角度 是 (nj4)[ 这 一 点 在 图 上 没有 画 出 
来 |, 而 共 形 映射 能 保持 这 个 性 质 . 

障碍 在 于 , 如 果 定 义 a 的 象 为 (必须 做 到 这 一 点 ), Md MOS DHA So 
邻 51 的 正方 形 的 个 数 与 毗邻 51 的 正方 形 个 数 相 同 . 仔细 看 看 图 12-25, 就 会 发 现 现 
在 情况 并 不 如 此 : 沿 5 的 正方 形 比 沿 S 的 正方 形 少 . 为 了 纠正 这 一 状况 , 我 们 必 
须 稍稍 增加 流 绕 圆 盘 的 速度 v 更 准确 地 说 , 必须 这 样 选择 v, 使 得 穿越 D 的 位 势 
X p 等 于 穿越 R 的 位 势 差 fo). 因为 已 知 [P] = do , 我 们 由 此 导出 

y Af 540 A Ee RY v= | 而 | /4 的 均匀 流 时 , 才能 得 到 网 
格 之 间 的 一 对 一 的 共 形 映射 

虽然 我 们 希望 利用 网 格 有 助 于 使 映射 更 加 生动 (也 有 助 于 证 明 此 映射 是 一 对 
一 的 共 形 映射 ), 然而 我 们 也 应 指出 , 网 格 对 于 决定 这 个 映射 并 非 必 不 可 少 . 我 们 
所 做 的 只 不 过 是 利用 环流 和 流量 来 确定 z AR: w= f(z) 应 由 


Aw) = Az) + [A0 - Ra) 


来 确定 , 方 插 号 中 的 常数 是 用 来 保证 立 = fla) 的 

因为 在 每 个 流 中 , 确定 什么 点 为 流量 和 环流 的 零点 , 对 于 构造 f 并 无 关系 , 我 
们 就 看 怎样 确定 对 我 们 更 加 有 利 . 以 下 , 我们 就 以 原来 的 流 的 零点 之 象 作为 象 流 的 
零点 . 例如 , 在 图 12-25 +, 如 果 我 们 取 a 点 为 绕 R 的 流 的 零点 , 即 令 O(c) = 0, 我 
们 就 必须 取 绕 DD 的 流 的 零点 为 a Aa =o) 所 以 上 面 的 方程 就 成 为 


Aw) = A(z). 
换言之 , SARH w 与 z 的 环流 与 流量 均 相 等 时 , RATA. 
这 时 , 对 于 映射 了 为 什么 可 以 写成 f = O-' oO, 可 作 如 下 解释 . 请 看 图 12-25 
和 图 12-15. 复位 势 Q(z) 和 复位 势 Ow), 分 别 把 严格 位 于 R 的 外 域 的 点 和 D 的 
外 域 的 点 , 映 到 沿 实 轴 上 的 区 间 0 到 [本 割 开 的 复 平面 上 的 点 . 这 样 , f 可 以 看 作 
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首先 把 R 的 外 域 用 只 RESO MSOF, 再 用 0 -1 把 有 人 割 口 的 复 平面 映 到 D 
的 外 域 . 

现在 回 到 映射 本 身 , 并 且 问 , 用 这 样 的 做 法 能 做 出 “多 少 个 ” 这样 的 映射 ”我 
们 首先 要 解释 清楚 , 这 种 做 法 的 表 观 的 目 由 度 有 一 些 其 实 是 和 虚幻 的 . 首先 , 为 什么 
MER 塞 进 具 有 任意 速度 的 均匀 流 中 ? 我 们 当然 可 以 这 样 作 , 但 是 这 不 会 带 给 我 
们 什么 新 的 流 . 举例 来 说 , 如 果 我 们 把 流速 加 倍 , 则 w 也 会 加 倍 , 因为 我 们 需要 维 
持 毗 邻 95 和 9 的 大 胞 腔 的 个 数 相同 . 但 是 这 就 会 给 出 原来 的 映射 f. 其 次 , 当 我 
们 在 D 外 作 网 格 时 , 为 什么 不 选用 另外 的 有 , 使 它 与 原来 用 于 R 之 外 的 大 不同? 
还 是 为 了 维持 毗邻 S 和 51 的 正方 形 个 数 相同 , 这 就 要 求 把 v B k [dl /4K[ 为 什 
么 中 , 而 这 又 会 给 出 和 前 面 同样 的 网 格 和 映射 . 

然而 很 清楚 , 如 果 我 们 改变 绕 D 的 流 的 方向 由 确实 会 得 到 新 的 映射 ， 如 果 
用 下 来 记 相 应 于 由 = 0 的 那个 特别 的 映射 f, 则 相应 于 一 般 值 o 的 映射 Py 应 为 
Fy =e? F(z), 即 在 作 了 F 之 后 , 再 来 一 个 旋转 . 

车 把 R 放 进 一 个 有 不 同方 向 (例如 四 的 流 中 , 似乎 有 可 能 会 得 到 不 同 的 映射 . 
并 非 如 此 . 因为 如 果 把 圆 盘 放 进 这 样 一 个 方向 为 8 的 均匀 流 中 , 再 用 F-! 作用 于 
E, 就 会 得 到 这 时 的 绕 RR 的 流 . 请 细 看 图 12-23 和 图 12-24, 来 把 这 一 点 想 清楚 . 这 
样 看 来 , 把 RA D 完 进 有 不 同方 同 的 均匀 流 中 而 得 到 的 映射 , 其 实 只 对 于 这 两 个 
方向 6 和 之 差 o— 6 BUR: PARR Foo) 

因为 $ 是 仅 有 的 真正 的 自由 度 , 我 们 作出 来 的 映射 构成 一 个 单 参数 族 . 所 以 ， 
我 们 还 丢掉 了 两 个 自由 度 . 虽然 我 们 马上 就 要 来 解释 这 一 点 , 还 是 请 你 在 往 下 读 之 
六 上 自己 想 想 这 件 事 . 

要 感谢 大 自然 的 宽 宏大 度 , 给 了 我 们 这 些 绕 障 碍 物 的 流 , 使 我 们 现在 有 了 决定 
映射 的 物理 方法 , 但 是 我 们 还 缺少 一 个 数学 方法 . 这 是 一 个 很 难 的 问题 . 但 是 当 OR 
是 由 一 个 多 边 形 围 成 的 区 域 时 , 这 个 f 确 有 显示 的 公式 . 它 称 为 施 瓦 英 - 克 里 斯 多 
ERTAK, 这 个 结果 在 Nehari [1952] 和 Pólya and Latta [1974] 中 有 很 好 的 讨论 于 
我 们 在 此 将 不 讨论 这 个 问题 , 只 是 提醒 一 下 , 高 速 计算 机 的 降临 , 给 我 们 打开 了 一 条 
道路 , 使 得 可 以 用 多 边 形 通 近 R 的 边缘 来 求 出 f; Trefethen [1986] 和 Henrici [1986] 
给 出 了 这 个 问题 的 多 种 算法 处 理 . 


12.6.3 ”内 映射 和 偶 极 子 


设 在 图 12-25 中 已 经 把 绕 的 流速 调整 为 | 丙 ] /4, 就 可 以 得 到 R 的 外 域 和 D 
的 外 域 之 间 的 共 形 映射 如 果 我 们 对 DD 的 边缘 作 反 演 , 就 会 得 到 单位 圆周 C 内 的 
一 个 流 , 如 图 12-26b. 这 是 我 们 熟悉 的 , 正 是 把 一 个 偶 极 子 放 进 一 个 圆 形 水 池 中 所 
产生 的 流 . 


T Erwin Bruno Christoffel, 1829—1900, MEHA GES., — rei 
© BHEN Ablfors [1979] (中 译本 * 复 分析 了》 第 6 章 , 234~240 页 ). 一 一 PRE 
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图 12-26 


类 似 于 此 , 如 果 选 定 FR 的 任意 内 点 g, 然后 对 以 g 为 中 心 的 单位 圆周 作 反 演 ”， 
就 会 得 到 图 12-26a 中 的 流 . 请 用 计算 机 或 者 鲍 塞 里 耶 锐 链 [ 见 第 3 章 习 题 2) 来 验 
证 R 的 边缘 确实 变 成 了 图 12-26 a 中 的 曲线 Rt. 在 图 12-25 中 , 远离 RR 的 流 线 是 
平行 直线 , 所 以 反 演 变换 把 它们 映 为 一 族 彼此 切 于 gq 点 的 小 圆周 . 这 样 , 如 图 所 示 ， 
图 12-26a 中 的 流 表 示 在 Ri 围 成 的 水 池 中 放 进 了 一 个 偶 极 子 . 事实 上 , 因为 原来 的 
均匀 流 有 单位 速度 , 在 4 点 的 偶 极 子 也 就 有 单位 强度 [练习 ]. 
这 样 , 在 原来 的 R 的 外 域 和 C 的 外 域 之 间 的 一 对 一 的 共 形 映射 , 现在 给 出 了 
一 个 Rt 的 内 域 和 C 的 内 域 之 间 的 这 种 映射 . 比方 说 , 驻 点 a 现在 变 成 驻 点 a, q 
点 变 到 了 0 点 , TR 内 的 黑色 工 形 的 区 域 变 成 如 内 的 黑色 T 形 区 域 . 虽然 当 趋 
近 gq 时 , 流速 无 限 增 大 , 映射 的 性 态 在 g 附近 却 没 有 大 变 . 作为 一 个 例子 , 请 想 一 
F, ST BERSHAM g 滑动 时 , Ree, 
我 们 也 可 以 用 大 不 相同 的 方法 来 考虑 这 种 作法 ， 设 Rt 是 一 个 已 给 的 固定 曲 
H, 我 们 想 把 它 的 内 域 共 形 映 到 单位 圆 盘 内 . 可 以 如 下 得 出 这 个 映射 上 
(i) 把 一 个 单位 强度 的 水 平 偶 板子 放 在 Ri 的 任意 内 点 p 处 . 把 Rt 的 内 域 分 
割 成 流 的 上 胞 腔 , 并 以 N IERT Rt 的 大 胞 腔 的 个 数 . 

Gi) 在 C 的 中 心 0 处 再 放 一 个 强度 为 d. 方向 为 o ABET. E C 的 内 域 
(BAH D) 也 分 割 成 DD 中 之 流 的 天 胞 腔 , 调整 强度 d, 使 得 毗邻 于 的 
k 胞 腔 个 数 也 是 N. WRAHA [@) 来 表示 边缘 流 线 上 连接 驻 点 a 和 
的 那 一 段 流 线 的 环流 , 只 要 令 d= [名 |//4 就 能 满足 这 个 要 求 . 

(iii) 除了 Rt 的 内 域 的 偶 极 子 是 放 在 任意 的 p 处 (而 不 是 特定 的 q 处 ) 以 外 ， 
我 们 又 回 到 了 图 12-26 所 画 的 情况 , 于 是 映射 了 得 以 完全 确定 . 

这 个 由 Ri 的 内 域 到 单位 圆 盘 D 的 一 对 一 的 共 形 映射 『 是 此 类 上 映射 中 最 一 般 
的 . 这 一 点 可 以 从 以 下 事实 看 出 来 : 这 个 映射 具有 完全 的 三 个 自由 度 , 两 个 用 于 决 


加 有 基 下 文 的 思想 可 以 见于 Bak and Newman [1982, 186 M], Siegel [1969, 148 页 ], 特别 是 Courant 
[1950]. 虽然 获 昌 本 和 人 是 诺 用 了 物理 推理 , 但 是 把 他 的 映射 定理 与 帆 极 子 联系 起 来 , 似乎 是 由 Hilbert 
[1909] 开端 的 
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定 偶 极 子 的 位 置 p, 男 一 个 用 于 决定 C 中 侦 极 子 的 方向 $. 不 难看 到 这 种 物理 的 目 
由 度 的 几何 意义 : p 就 是 被 映 为 圆 盘 中 心 的 点 , 即 Flp) = 0 ;很 明显 就 是 在 p 
处 的 扭转 率 , BE o= arg[f' (p)] . 

还 要 注意 , 尽管 了 在 p 点 的 扭转 率 可 以 自由 地 指定 , 其 伸缩 率 o 则 不 然 . 
事实 上 , o 只 不 过 就 是 C 的 内 域 中 的 那个 偶 极 子 的 强度 d, 我 们 已 经 看 到 , 在 
构 作 这 个 映射 的 过 程 中 , 它 已 经 被 确定 了 [练习 , 或 者 继续 往 下 读 ]. 换 一 个 说 法 , 就 
是 已 经 确定 为 |f"(p)| = [©] /4. 

现在 回 到 图 12-25 是 怎样 作出 来 的 这 个 问题 , 而 且 再 来 看 看 为 什么 有 两 个 目 由 
RENT. EX, 为 了 得 出 这 个 一 般 的 由 ER 的 外 域 到 D 的 外 域 的 映射 , 我 们 也 可 
以 先 作出 由 Rt 的 内 域 到 C 的 内 域 的 一 般 上 映射 , 然后 再 把 反 演 映射 反 过 来 ( 即 再 作 
一 次 反 演 ), 这 样 就 能 从 图 12-25 的 流 得 到 图 12-26 的 流 . 

在 以 上 的 推广 过 程 中 , 基本 的 一 步 是 把 g 处 的 偶 极 子 移动 到 任意 的 内 点 p. BE 
然 图 12-26b 中 的 流 基 本 上 没有 变化 , 作 一 次 反 演 就 会 把 它 返回 到 图 12-25 的 绕 D 
的 流 . 然而 要 把 图 12-26a 中 的 Rt 返回 为 中 的 边缘 , 就 需要 对 以 g( 现 在 取 为 原点 ) 
为 中 心 的 单位 圆周 作 反 演 , 而 p 处 的 偶 极 子 在 及 [之 内 生成 的 流 就 会 反 演 为 1/ 万) 处 
的 惕 极 子 在 之 外 生成 的 流 . 图 12-17 就 是 RR 为 一 圆 盘 时 的 这 种 流 . 

PE, 图 12-25 的 流 的 作法 就 可 以 看 成 p = 9 时 的 特例 , 这 时 R 外 的 偶 极 子 被 
放 在 了 œ Ab, 而 不 是 放 在 任意 点 处 . 这 里 就 找到 了 丢失 的 两 个 自由 度 ; 把 D 外 的 
(EARP RTE o 处 , 没有 任何 错误 , 但 是 我 们 (没有 必要 ) 非 把 男 一 个 偶 极 子 也 放 在 
那里 不 可 . 就 前 面 得 到 的 映射 来 说 , 这 样 做 就 是 坚持 一 定 要 把 oc PRE) 00, 而 我 们 的 
一 般 的 作法 则 是 把 RR 外 任意 点 处 放 上 一 个 偶 极 子 , 从 而 把 这 个 点 映 到 了 oe. 


12.6.4 ”内 上 映射、 涡 旋 和 源 


既 已 得 到 了 利用 多 极 子 来 构 作 映射 这 个 灵感 , 我 们 就 会 问 , 是 否 可 以 用 最 原始 
的 多 极 子 (就 是 源 ) 来 构 作 映射 , 这 样 来 简化 这 个 偶 极 子 方法 .然而 如 果 我 们 继续 
用 流体 的 语言 来 想 问题 , 这 个 想法 就 不 会 起 作用 . 因为 , 如 果 我 们 在 想 要 映射 的 区 
域内 放 一 个 源 , 从 源 出 来 后 进入 区 域 的 流 就 无 处 可 去 了 ! 唯一 的 出 路 是 再 放 上 一 个 
同样 强度 的 汇 ,” 这 样 构成 一 对 . 但 是 这 并 没有 对 我 们 在 上 面 使 用 的 偶 极 子 方法 有 
什么 改进 , 因为 偶 极 子 只 不 过 是 这 样 一 对 源 和 汇 的 极限 情况 . 

然而 , 我 们 马上 就 来 说 明 , 使 用 源 来 构 作 映 射 这 个 企图 的 失败 , 只 是 由 于 我 们 
用 了 某 个 奇怪 形状 的 池塘 里 的 流体 来 思考 ; 如 果 应 用 电场 或 者 热流 , 我 们 确实 能 够 
利用 源 来 构造 映射 . 

暂时 还 继续 应 用 流体 的 解释 , 其 实 偶 极 子 方法 还 有 一 个 简单 的 奉 代 , 但 是 在 源 
所 在 的 地 方 , 现在 放 上 汉族 . 令 B 是 我 们 想 要 映射 到 单位 圆周 C 之 内 的 连通 区 域 
的 边缘 . 为 了 构造 出 此 映射 , 我 们 在 B 的 任意 内 点 p 处 放 一 个 涡 旋 , BE Ps 


名 当然 也 可 以 族 上 儿 个 汇 ,并 使 其 兽 强度 与 源 的 强度 一 样 , 但 这 只 会 把 事情 弄 得 更 加 一 团 精 . 
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旋 放 在 C 的 中 心 0 处 . 见 图 12-27. 和 以 前 一 样 , 把 这 两 个 流 都 分 割 成 胞 腔 , 共 


k: F 


形 映 射 就 会 路 然而 出 . 下 面 请 看 详情 . 


A is) 


图 12-27 


第 一 步 , 在 定义 这 两 个 网 格 之 间 的 对 应 时 , 我 们 必须 把 p RE) 0. 第 二 步 , 如 果 
已 经 确定 了 B 内 部 的 涡 旋 的 强度 S, 则 C 内 部 的 那个 涡 旋 的 强度 5, 必须 使 毗邻 
C 的 大 胞 腔 的 个 数 六 与 毗邻 BAY & 胞 腔 的 个 数 w 相同 (图 上 就 是 这 样 画 的 ). 想 
法 和 前 面 用 偶 极 子 来 构造 映射 是 一 样 的 , 但 是 答案 简单 得 多 : + 5 = 9 即 可 . 怎样 
解释 呢 ? 

解释 也 和 管 案 一 样 简单 . 请 集中 注意 一 个 涡 旋 , 例如 B 内 部 的 那 一 个 . 它 的 强 
AE, 按照 定义 , 就 是 沿 绕 p 的 任意 简单 环 路 的 环流 , 我 们 不 妨 就 取 此 简单 环 路 为 一 
流 线 . 等 势 线 把 这 个 流 线 切 成 了 N B, 而 每 一 段 的 环流 为 k. 这 样 , 5 = Nk, 类 羽 
地 , 5 = Nk. 由 此 立即 得 到 , N= N 就 是 5=5. 

最 后 一 步 , 注意 , 我 们 还 没有 把 映射 定 死 . 在 图 12-25 和 图 12-26 中 , 都 有 驻 点 ， 
我 们 必须 把 它们 对 应 起 来 , 由 此 即 可 自动 地 定 死 映射 . 然而 , 现在 没有 了 驻 点 , 我 们 
只 好 自己 动手 来 做 这 件 事 . 一 个 普通 的 作法 如 下 . 在 B 和 C( 它 们 都 是 流 线 ) 上 各 
取 特 定 的 点 a 和 a, 并 令 它 们 在 映射 下 对 应 . 

如 果 我 们 还 想 更 加 确定 一 点 , 则 可 像 下 面 这 样 做 . 考虑 B 内 部 的 用 粗 虚 线 画 的 
等 势 线 . CA p 出 发 向 东 行 进 , 我 们 就 取 a 为 这 个 等 势 线 与 B 的 交点 . ME 12-27. 
如 果 我 们 现在 取 世 = e4, 这 两 个 网 格 之 间 的 映射 了 就 完全 定 下 来 了 . 例如 , BA 
部 的 黑色 T 形 区 域 就 被 映 为 C 内 部 的 黑色 T 形 区 域 . 用 这 个 特定 方法 确定 a 和 
a 的 唯一 好 处 就 是 , 现在 由 可 以 用 f 作 简 单 解释 : 它 很 明显 就 是 了 在 p 处 的 扭转 
率 : $= arg[f' (p)]. 

ARTE, 我 们 得 到 的 是 完全 的 舍 三 个 参数 的 映射 族 , 两 个 参数 用 于 
决定 是 哪个 点 p 被 了 RBC 的 中 心 , 一 个 用 于 决定 f 在 p 的 扭转 率 . 

现在 我 们 转 到 这 个 构造 的 男 一 个 物理 解释 . 取 图 12-27 的 对 偶 流 , 即 得 图 12-28 
中 的 流 . 等 势 线 变 成 了 流 线 , 而 流 线 (特别 是 B 和 C) 变 成 了 等 势 线 . 用 以 上 同样 
的 推理 , 每 个 源 的 强度 都 几何 地 表示 为 RL AEM RRA. 
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图 12-28 


现在 让 我 们 稍稍 偏离 主题 . BR REA MR RY k 流 管 的 数目 来 
度量 的 , 一 个 共 形 映射 必定 把 一 个 源 映 为 男 一 个 同样 强度 的 源 . 很 明显 , 对 于 汇 也 
是 这 样 . 回 到 图 12-26, 我 们 就 能 理解 为 什么 在 C 内 的 偶 极 子 的 强度 d 怡 好 就 是 f 
TE p 点 的 伸缩 率 了 . 在 点 的 具有 单位 强度 侦 极 子 可 以 看 成 一 对 源 和 汇 , 它们 相隔 
无 穷 小 距离 c, 强度 均 为 (1/e). 共 形 映射 『 把 它们 映 为 在 0 RAOUL: 强 
度 保 持 不 变 , 而 间隔 被 放大 了 | 倍 . 所 以 侦 极 子 的 强度 也 有 同样 的 放大 . 

回 到 图 12-28 的 物理 解释 . 我 们 已 经 看 到 , 如 果 把 它 看 作 流体 的 流 , 则 这 个 图 
形 用 源 来 解释 是 没有 意义 的 . 但 车 看 成 静电 场 , 则 是 完全 有 意义 的 . 把 图 12-28 的 
阴影 区 域 看 成 两 个 铜 块 的 断面 , 在 这 两 个 铜 块 上 , 则 各 钻 了 一 个 “ 柱 形 ” 的 孔 , 其 边 
缘分 别 是 BAC. MERRE p 和 0 处 各 有 一 根 很 长 很 细 的 导线 穿 过 这 个 孔 , 其 
上 有 相同 的 均 名 电荷. 由 这 些 导 线 生成 的 静电 场 自然 以 B 和 C 为 等 势 线 , 所 以 图 
12-28 忠实 地 表现 了 这 些 场 , 不 过 流 线 成 了 电场 线 . 

也 可 以 用 热流 来 解释 图 12-28. BR BAC 包围 的 白色 区 域 是 从 导热 的 金 
属 板 上 切 下 来 的 空洞 , 暗色 区 域 充 满 了 冰 , 使 得 B 和 C 维持 恒温 (温度 就 是 位 势 ). 
如 果 在 p 和 0 处 以 定常 的 速率 引入 或 导出 热量 , 则 热流 将 最 终 定 局 为 图 12-28 中 
的 场 , 而 用 虚线 画 的 等 势 线 就 成 了 等 温 线 . 

然而 , 必须 看 到 , 热流 的 点 源 远 不 如 由 很 细 的 苟 电 导线 生成 的 静电 场 点 源 在 物 
理 上 那么 合理 . 理由 在 于 , 当 着 趋 近 一 个 源 时 , 势 函数 更 会 变 得 任意 大 . 在 静电 学 
中 , 这 不 会 产生 任何 困难 , 但 在 用 热流 解释 时 , -0 表示 温度 , 所 以 在 我 们 想象 的 热 
源 附近 , ARE e T (vaporize)! Maxwell[1881] 的 51 页 以 后 , 对 于 这 种 物理 区 
SHET WERTE. 

可 能 许多 读者 对 静电 学 不 甚 熟 悉 , 但 是 大 概 没有 什么 人 对 于 热 也 会 不 熟悉 . 所 
以 尽管 有 如 上 的 反对 的 理由 , 我 们 还 是 坚持 用 热 的 理论 的 语言 , 而 不 用 静电 学 的 语 
言 , 来 表达 我 们 的 思想 . 


12.6.5 ”一 个 例子 : 圆 盘 的 自 同 构 
让 我 们 在 B = C 的 情况 下 , 把 图 12-27 所 示 的 构造 过 程 显 示 地 完成 , 这 样 从 一 
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个 新 的 观 反 重新 得 到 单位 圆 盘 的 目 同 构 . 

12-29 描绘 了 这 时 的 构 作 . 我 们 以 前 并 没有 指定 这 两 个 涡 旋 的 强度 S, 因为 
这 对 最 终 的 映射 并 无 影响 , 但 是 现在 我 们 取 5 = 一 2r. 对 于 图 12-29b 中 的 流 , 设 其 
流量 的 零点 与 环流 的 零点 均 在 2 = 1 处 , 于 是 图 12-29b 的 流 的 复位 势 是 


O(w) = ilogw. 


图 12-29 


现在 考虑 图 12-298 中 的 流 ， 我 们 可 用 镜像 法 来 求 其 复位 势 ” 就 是 说 , 我 们 把 
位 于 p 处 的 一 个 真实 的 泣 旋 , SCAT C 的 反射 , 即位 于 (1/5) 处 的 一 个 强度 的 大 
小 相同 但 是 反 号 的 虚拟 的 涡 旋 登 加 起 来 . 见 图 12-30. 于 是 图 12-29a 中 的 流 的 复位 
势 是 

Q(z) = tlog(z — p) — tlog(z — 1/p) — Y 


: z-p 
=i) = J ‘ 
ilog E= | (12.19) 


图 12-30 
D 但 请 注意 , 我 们 不 用 (12.17) A. BEARS 14. 


126 ERR ER H WES ART 


这 里 7 , 5 是 常数 . 

在 图 12-29b 中 , 我 们 是 选 了 一 个 边缘 上 的 点 作为 计算 流量 和 环流 的 起 点 , 现在 
对 图 12-29a 中 的 流 , 我 们 也 这 样 做 . 就 等 式 (12.19) 来 说 , 这 就 等 价 于 要 求 常数 5 是 
任意 实数 [练习 ]. 

为 了 完全 确定 所 求 的 映射 , 现在 需要 决定 a Al a. 但 是 这 次 我 们 不 像 在 图 12-27 
的 流 那样 , 而 是 在 这 两 个 流 中 各 取 一 个 边缘 上 的 点 来 作 计算 流量 和 环流 的 起 点 . 如 
前 面 讨论 过 的 那样 , 只 需 令 这 两 个 流 的 环流 和 流量 相等 , 就 能 确定 所 求 的 映射 : 


O(w) = Oz). 


由 此 式 解 出 w, BEATERS TBAT A A LE BY PY 


w= f(z) =e” = (12.20) 

当然 , 我 们 所 做 的 事 不 全 是 新 的 , 因为 我 们 应 用 了 镜像 法 , 这 不 过 是 对 称 原 理 
变 个 样子 , 原来 的 结果 就 是 用 对 称 原 理 得 来 的 . 然而 , 希望 你 会 因为 能 从 一 个 新 的 
更 有 物理 味 儿 的 观点 来 看 待 圆 盘 的 自 同 构 而 得 到 教 益 一 一 并 感到 赏心悦目 . 


12.6.6 ”格林 函数 


我 们 现在 回 到 图 12-28, 以 及 用 热流 来 构 作 共 形 映射 的 方法 . 

图 12-31 基本 上 是 图 12-28 的 复制 , 但 是 加 了 一 些 我 们 马上 就 会 用 到 的 细节 . 
我 们 以 定常 的 速率 2r 向 区 域 RR 中 的 p 点 注入 热量 , 同时 让 边缘 B 上 的 温度 保持 
AS. 当 热 的 分 布 达 到 稳定 以 后 , R 中 的 温度 将 是 一 个 适当 定义 (p 点 除外 ) 的 调和 
函数 gp(z), 称 为 R 的 以 jp 为 极点 的 格林 函数 ”. 


图 12-31 


加 注意 这 里 的 “极点 ”- 
@) 格林 : George Green, 1703—1841, 英国 数学 家 . 一 一 
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作为 一 个 例子 , 我 们 来 求 单 位 圆 盘 的 格林 函数 . 在 图 12-29a F, 我 们 考虑 了 在 
p 点 放 一 个 强度 为 -2r 的 涡 旋 所 产生 的 流 . 因为 我 们 选 了 C 上 一 点 作为 流量 和 环 
流 的 零点 , 所 以 在 边缘 流 线 上 , 流 函 数 之 值 为 零 . 所 以 , 它 的 对 偶 流 就 是 我 们 所 求 的 
格林 函数 : 在 p 点 有 强度 为 Qn 的 源 , 而 边缘 维持 在 零 位 势 上 . 由 (12.19), 它 的 复 
位 势 是 


Q(z) = D(z) + i¥(z) = log En 


其 中 6 是 实 常 数 . 这 样 , 圆 盘 内 的 温度 由 下 式 给 出 ; 


| + 


Gplz) = —P(z) = -ln 


(12.21) 


Ez—1 


注意 , 也 可 以 写 出 Gie) = 一 In|f(z)|, 其 中 的 f(z) 是 适合 条 件 ftp) = 0 HERR 
到 单位 圆 盘 的 共 形 映射 , 这 些 共 形 映射 构成 -个 单 参数 族 . 我 们 会 看 到 , 这 在 相当 
一 般 情况 下 都 成 立 . 

还 请 注意 , 格林 函数 具有 很 有 趣 的 对 称 性 质 : 


+ 


Gp(q) = gulp) 


这 样 , 如 果 把 边缘 上 堆 满 了 亲 , 则 由 p 处 的 点 源 在 g 点 产生 的 温度 , 等 于 在 q 处 的 
点 源 在 p 点 产生 的 温度 . 值得 注意 的 是 , 对 于 具有 任意 形状 的 区 域 中 的 格林 函数 ， 
这 种 对 称 性 都 成 立 ! 

格林 函数 在 好 几 个 数学 领域 都 是 有 力 的 工具 . 但 在 目前 , 我 们 只 考虑 它 与 把 区 
域 B 的 内 域 映 到 单位 圆 盘 的 共 形 映射 w = f(z) 的 关系 . 下 一 节 中 再 讨论 它 的 另 一 
个 重要 应 用 . 

同 到 图 12-31 所 表示 的 一 般 情 况 , 假设 已 知 G 正如 前 面 已 经 讲 过 的 那样 , 我 
们 这 时 可 以 作出 其 调和 对 侦 Hy (2), 它 也 是 一 个 调和 函数 , 其 水 平 曲线 就 是 热流 沿 
2 p 流 到 边缘 的 曲线 ( 即 等 温 线 Gp = const. 的 正 区 轨迹 }. 这 样 , 知道 了 Gp BLA 
以 造 出 整个 复位 势 0(z) = — [Gp(z) + iHp(z)]. 

考虑 G, 在 p 的 紧 接 的 近邻 处 的 性 态 . 物理 直 沉 让 我 们 想到 , 不 论 对 B 指定 
什么 样 的 温度 , 由 p 流出 的 热 总 是 和 从 一 个 孤立 的 源流 出 的 热 很 相近 , 所 以 (2) = 
log(z — p). 这 样 , 如 果 z= pt pe, 则 对 于 很 小 的 p, 


Gp(z) = — Inp. (12.22) 


HERE, Hp(z) = -(6+¢), 这 里 由 是 一 个 常数 . 我 们 将 会 看 到 , 选择 o 的 自 
由 , 等 价 于 选择 B 上 的 哪 一 点 被 映 为 C 上 的 特定 点 . 如 果 我 们 取 ¢ =0, M Hp 在 
一 个 典型 的 点 9 处 的 值 有 特别 简单 的 解释 . 见 图 12-31. 如 果 热 随 着 流 由 9 回 到 p, 
WEHA p 的 角度 就 是 —H,(q). 
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回 到 式 (12.22), G 的 准确 式 与 —In(o) 相差 一 个 在 R 内 调和 的 函数 gp(z): 
Gp lz} = — ln p + gplz) ， 


因为 G Fie EWS, g 在 B 上 的 值 就 直接 由 B 的 形状 以 及 p 在 B 内 的 位 置 
HE: 
gpl2) = Inp. 


所 以 , 构 作 9, 的 问题 , 就 等 价 于 求 一 个 在 B 上 取 给 定 的 值 而 在 其 内 域 为 调和 的 函 
数 g,(z) 的 问题 . 这 是 下 一 节 要 讲 的 “ 狭 里 希 莱 问题 ”类 型 的 一 个 例子 . 这 个 问题 
的 解决 也 就 给 出 了 Hp 因为 我 们 可 以 作 gole) BA hp, 而 得 Hp = 一 6 + hp. 

要 作 由 R 到 单位 圆 盘 D 的 共 形 映射 w= f(z) 并 使 fip = 0, 如 前 面 说 过 的 
那样 , 只 需 令 RR 中 的 流 的 复位 势 Q(z) 等 于 D 中 的 复位 势 Qw) = logw, 这 里 在 D 
中 的 0 处 有 一 个 热源 , 而 且 在 D 的 边缘 上 温度 要 为 零 . 这 样 


w= fiz) = es — e fp ih | (12.23) 


正如 图 12-31 Pras, 左 方 的 用 虚线 画 的 温度 为 9(9) 的 等 温 线 被 / PRA ee 
画 的 半径 为 eS) 的 圆周 , 而 以 角度 8 进入 p 的 流 线 H = Hig) = -9 RR ABT 
的 以 角度 o 进入 0 的 射线 . 所 以 『 在 p 的 扭转 率 为 等 . 这 就 是 我 们 表面 对 于 了 取 
$= 二 0 的 意义 , -- 般 情况 下 , 我 们 取 arg [f' (p)] = 中 

现在 设 我 们 已 经 有 了 映射 f, 则 RR 上 的 任意 调和 的 温度 分 布 Ti) 都 可 以 通过 
f 移植 为 D 上 的 调和 函数 Tw), 就 是 规定 , 在 两 个 区 域 的 对 应 点 z 与 fle) E, 它 
们 要 取 相 同 的 值 : T|] = T(z), { 反 过 来 也 一 样 ). 特别 是 T 在 B 上 的 值 被 移植 
到 C E. 

这 一 点 使 我 们 懂得 了 : 如 果 我 们 知道 了 由 RR 到 D 的 共 形 映射 w= f(z), 使 得 
fip) = 0, 则 RR 的 以 p 为 极点 的 格林 函数 是 


Gp(z) = — In|f(z)|. 


为 了 看 到 这 一 点 , 考虑 用 f 把 9 移植 到 D 中 得 到 的 温度 分 布 8,(w). 我 们 知道 ， 
共 形 移植 能 够 保持 8, 的 调和 性 , 并 且 把 p 处 的 源 送 到 f(p) = 0 处 的 同样 强度 的 
源 , 而 在 B 上 为 零 的 温度 移植 到 在 C CAFE. 于 是 这 个 在 D 中 的 温度 分 布 
Gplw) = Gp [F Hw] 必定 是 以 0 为 极点 的 格林 函数 , 但 我 们 已 经 知道 , 这 个 格林 函 
煞 就 是 — ln lao]. 证 毕 . 

完全 同样 的 推理 , 还 给 出 了 以 下 的 推广 . 令 Jae) 是 由 RR 到 男 一 个 以 Y 为 边缘 
的 单 连通 区 域 5 的 一 对 一 的 共 形 映射 . 则 J 把 R 的 以 a 为 极点 的 格林 函数 Gale) 
共 形 移植 到 S 的 以 Ja) 为 极点 的 格林 函数 . 特别 是 , R 中 的 流 线 被 映 为 5 中 的 流 
线 . 在 这 个 意义 下 , 格林 函数 的 概念 是 共 形 不 变 的 . 
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这 个 结果 立刻 给 出 了 公式 (12.21) 当 届 的 格林 函数 以 任意 点 s 而 不 只 是 f0) 
为 极点 时 的 推广 ， 由 (12.21), 我 们 可 以 得 到 极点 已 由 0 移 到 了 f(s) ep AR 
函数 的 公式 . 用 J EREB, 这 个 极点 又 被 移植 到 R 中 的 s 点 (这 正 是 我 们 
要 求 的 ), 所 以 
In PECI Ter itis — Ss) | . 
f(s)f(z)— 1 
作为 一 个 意外 收获 , 注意 , 这 个 一 般 公式 还 证 明了 前 面 已 经 提 到 的 格林 函数 的 “对 
BRE” : 


Gs(z) = 


Gs(z) = Gz(s). 


习题 15 给 出 了 研究 对 称 性 的 比较 普遍 的 方法 . 

现在 以 一 个 以 后 用 得 着 的 结果 来 结束 本 节 . 流体 的 速度 在 热流 中 的 类 比 是 所 
Baia EH; 在 现在 的 情况 下 , 其 定义 是 H = -AG. 我 们 称 其 大 小 Q=H 为 局 
部 热流 量 ; 它 是 流体 速率 { 即 速度 的 大 小 , 不 计 方 向 ) 的 类 似 物 , 它 表 示 穿 过 短 短 的 
正 交 于 热流 向 量 的 直线 段 的 {单位 长 度 ) 热流 量 . 因为 B 是 一 条 等 温 线 , 末 垂直 于 
B, 所 以 在 边缘 上 的 : A, 局 部 热流 量 可 以 表示 为 


Q(z) = -Z (12.24) 


这 里 n 量度 B 的 外 法 线 方向 N 上 的 长 度 12-31). 现在 我 们 把 这 个 结果 陈述 
为 : 


在 边 妖 点 z 处 ,局 部 热流 量 等 于 1 的 伸缩 系 : Q(z) = e. (12.25) 

例如 , 利用 (12.20), 这 个 结果 预示 了 , 单位 圆 盘 边缘 上 的 局 部 热流 量 是 [练习 ] 
a Sa l- p? 

=|f'(z)| = e oi (12.26) 


这 个 公式 将 在 下 一 节 起 中 心 作用 ， 当然 直接 把 (12.21) 代入 (12.24) 也 可 以 得 到 
QOY], 但 是 现在 的 做 法 要 简单 一 些 . 

对 于 一 般 结果 (12.25) 可 以 做 很 直观 的 理解 . 见 图 12-31. 对 于 无 穷 小 的 大 值 
EH p 发 出 而 且 于 > 点 达到 BL k WE, 并 设 它 在 z 处 宽度 为 <. 它 在 映射 f 
Pie OO 发 出 而 且 于 w= f(z) 点 达到 C 上 的 大 流 管 .注意 ,三 原来 就 是 定义 
为 共有 这 个 性 质 的 | > FERRE w AMAR. 因为 BE: 点 的 长 为 < 的 线段 
被 f(z) 伸 扭 为 C Ew 点 的 长 为 二 的 线段 , 所 以 


f(a)|= =. 


其 次 , 回想 一 下 , 一 条 上 流 管 在 给 定点 的 宽度 等 于 上 上 除 以 该 点 的 局 部 热流 量 [ 原 
来 在 流体 情况 下 是 除 以 流体 速率 |. 因为 在 C 上 的 局 部 热流 量 是 常数 , CE w 的 值 
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就 是 在 0 处 热源 的 强度 除 以 C 的 周 长 , 而 由 我 们 的 作法 , 这 个 比 就 是 (21/270) = 1. 
因为 在 z 处 的 局 部 热流 量 是 Q(z), 我 们 看 到 
e=k/1 ' E= k/g. 


所 以 ， s+ 
i ee 
学 二 EQ Q(z) 
证 毕 . 
12.7 MEPR 
12.7.1 引言 


考虑 一 片 表面 绝热 的 金属 板 内 的 定常 热流 , 除了 在 奇 点 以 外 , 温度 T(z) 是 一 
个 调和 函数 , 而 (局 部 ) 无 源 的 热流 向 量 场 是 H = -VT. 

我 们 来 量度 绕 一 个 半径 为 的 圆周 C 的 温度 , 并 设 圆周 之 内 , 没有 源 和 汇 , 为 
方便 计 , 取 圆 心 为 原点 . 当 z = Re’ 沿 着 圆周 C 运动 时 , 可 以 把 量度 到 的 温度 记 
为 角度 8 的 函数 : 了 = T( 仆 .我们 希望 这 些 温度 值 在 物理 上 真正 有 可 能 决定 任意 内 
点 a 处 的 温度 . 事实 上 , 如 果 a = 0, 我 们 知道 [高 斯 平均 值 定理 |, 在 圆心 处 的 温度 
是 C 上 的 温度 的 平均 值 ; 


T(0) = (T) == T(6)d0. (12.27) 
我 们 最 终 会 看 到 , 这 个 结果 对 于 a 40 的 情况 的 推广 是 
1 7 [R -a 


如 果 把 a 写作 a = re (r< R), 再 用 余弦 定理 [练习 ] 即 得 这 个 公式 的 通常 写法 : 


1 fr” Rr 
Tigi = — 一 | | 
(a) 2m | +r? — 2Rr cos (8 — 5 | AROR 


RAAR AA, 方 括号 中 的 量 式 称 为 泊 松 核 , 以 后 我 们 记 作 Pale). 

公式 (12.28) Ñ, Tla) Æ T € C 上 的 加 权 平 均值 , C 的 每 一 个 元 素 对 于 温度 
Tia) 的 贡献 , 均 正 比 于 其 权重 Pal). 注意 , Plz) 按 此 元 素 到 a 的 距离 的 平方 成 
反比 地 衰减 , 所 以 如 果 某 一 元 素 到 a 的 距离 比 另 一 元 素 到 a 的 距离 大 两 倍 , CM a 
点 的 温度 的 影响 就 只 有 另 一 个 元 素 的 1/4. 如 果 a =0, 则 GC 的 各 个 部 分 (因为 到 a 
有 相同 距 高 ) 都 有 相同 的 影响 , 你 会 看 到 , 我 们 将 又 回 到 (12.27). 

泊 松 公式 联系 着 下 面 的 重要 而 又 困难 的 问题 , 即 狄 里 希 菜 z 问题 . 这 个 问题 不 


() Siméon Dennis Poisson, 1781—1840, #: faa. 一 一 译 者 注 
@) Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1808—1859, HHA EF. 一 一 译 者 注 
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是 处 理 已 经 确定 了 的 调和 函数 , 而 是 对 于 一 个 单 连 通 区 域 本 ,在 其 边缘 上 任意 指 
定 了 一 个 【分 段 连续 ) 函数 以 后 , 求 一 个 在 R 中 连续 的 调和 函数 , 使 得 在 趋 近 边缘 
时 , 取 此 函数 值 , 

在 圆 盘 情况 下 , 施 瓦 菠 不 仅 证 明了 狭 里 希 莱 问 题 的 解 存 在 , 而 且 证 明了 它 恰 由 
(12.28) 显示 地 表 出 . 如 果 给 了 我 们 一 个 在 C 上 分 段 连续 的 函数 Te), 我 们 就 能 在 
C 的 内 域 按 泊 松 公式 作出 函数 Tia. MARS RA A Fik, Ta) 自动 地 是 调 
和 的 , 而 且 当 a 趋 近 于 C ETO 为 连续 的 点 时 , Ta 趋 近 已 给 的 T0. 我 们 现在 
开始 来 解释 这 一 切 .? 


12.7.2 施 瓦 茨 的 解释 


施 瓦 芯 关 于 公式 (12.28) 有 一 个 非常 可 爱 的 几何 解释 ( 见 Schwarz [1890]), 可 异 
的 是 , 这 个 解释 现在 远 未 得 到 它 理应 得 到 的 注意 . 


Ha 点 的 温度 , 可 把 口上 备 点 的 温度 移植 到 与 此 点 隔 着 a E 
相对 的 点 (Bp 5 a 连 线 延长 到 与 0 相交 的 交点 ), 然后 对 口上 (12.29) 
的 新 的 温度 分 布 再 来 平均 值 即 可 . 


施 瓦 茨 是 从 泊 松 公式 推出 这 个 结果 的 , 而 泊 松 公式 本 身 则 是 从 直接 计算 得 到 的 . 我 
们 现在 不 这 样 做 , 而 是 直接 地 .几何 地 证 明 这 个 结果 , 并 把 泊 松 公式 作为 其 推论 得 
出 . 

图 12-32 的 例子 , 说 明了 (12.29) 的 美丽 . 在 图 12-32a 中 , C 有 一 半 (就 是 用 粗 
黑 线 画 的 一 半 ) 用 蒸汽 保持 其 温度 为 100 度 , 另 一 半 【就 是 用 虚线 画 的 一 半 ) 则 用 
冰 维 持 其 温度 为 0 度 . a 点 因为 靠近 冷 的 一 半 , 可 以 预期 那里 比较 凉 . 图 12-32b M 
表示 通过 a 作 反 射 式 的 温度 移植 后 的 新 的 温度 分 布 . 现在 非常 清楚 地 看 到 , 距 a 较 
远 的 热 的 一 半 , 经 对 a 反射 后 “FR Abas A, 于 是 在 C 上 给 出 较 小 的 平 
均值 , 也 就 在 a 点 给 出 较 低 的 温度 . 

在 开始 论证 (12.29) 前 , 我 们 先 回 忆 一 下 调和 函数 的 共 形 不 变性 : WR T) 是 
任意 调和 范 数 , he) 是 任意 共 形 映射 , 则 T(z") 也 是 * 的 调和 函数 , 这 里 2* = A(z). 

MER he) 把 圆 盘 映 为 其 自身 . WR z= R1 AF O E, Uts Re” 也 
在 C 上 , 而 因为 我 们 已 经 在 整个 C 上 量度 了 温度 , 我 们 也 就 知道 了 z* 处 的 温度 
T(é*). 既 已 知道 了 Ti8*) 之 值 , 就 能 用 它 作 积分 (12.27) 来 计算 调和 函数 Tihi) 在 
z=0 处 的 值 ， 


T(0") = 元 id T(6")d6 ， (12.30) 


T KREET ERT E 为 单 韦 通 情况 . 一 一 译 者 注 

@ 以 下 材料 大 部 分 见于 Needham [1994].( 本 书 的 许 几 书评 都 指出 本 书 部 分 获得 英国 数学 协会 
(MAA)1995 年 的 Carl B. Allendoefer 3%, 就 是 指 的 这 一 部 分 ， 这 个 蜂 项 颂 给 优秀 的 介绍 性 的 
Wie, mrem teH. Needham [1994] 就 得 到 了 这 个 奖 . 一 一 译 者 注 ) 
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图 12-32 


这 里 应 该 注意 0* = (0), 而 且 积 分 变量 仍 是 原来 的 z 的 辐 角 6, 而 不 是 其 象 2* 的 
‘a fa 六. 

我 们 对 (12.30) 的 解释 如 下 : 在 0* 的 温度 , 是 经 过 移植 所 得 的 ( 即 把 在 : 处 量 
度 到 的 温度 称 到 z* 处 ) 在 C 上 的 新 温度 分 布 的 平均 值 . 现在 离 施 瓦 茨 的 结果 还 有 
一 半路 . 要 求 出 在 a 点 的 温度 , 只 需要 找到 一 个 把 圆 盘 映 为 其 自身 , 而 且 把 0 meal 
a 的 共 形 映射 , 然后 再 求 新 温度 分 布 的 平均 值 就 行 了 . 

但 是 把 圆 盘 看 作 双 曲 平面 的 庞 加 莱 模 型 , 就 会 发 现 我 们 其 实 已 经 对 这 种 映射 很 
AET! 暂时 先 对 图 12-33b FARE LHR, 我 们 不 久 还 会 回 到 这 个 图 来 如 果 m 
是 线段 0a( 在 双 曲 意义 下 ) 的 中 点 , 则 把 双 曲 平面 绕 mm 旋转 半 周 , 即 作 xz 一 z* = 
Malz), “就 可 以 把 0 与 a 对 调 , BP 0* = a( 这 正 是 我 们 想 要 的 ), a* = 0 . 所 以 为 了 
证 明 (12.29), 只 需要 证 明 图 上 画 出 来 的 事实 : 著 z 位 于 CG 上, 则 x* 就 是 过 z 和 a 的 (Ek 
LEET) 弦 刀 的 另 一 端点 . 我 们 在 第 3 章 中 导出 过 Mi) 的 公式 , 所 以 计算 
起 来 也 很 容易 , 但 是 我 们 更 喜欢 直接 的 几何 证 明 . 


四 
图 12-33 
我 们 先 需要 一 个 简单 的 结果 , 图 12-33a 是 它 的 解释 . 考虑 集合 
N = ($A MA}, 


T 风 3.9.2 节 的 (3.52) xt. 
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这 里 >* 暂时 看 成 C 上 的 给 定点 , 图 12-33a HET VN 中 的 三 个 元 素 , 即 过 0 的 圆 
弧 A. JLB BAH 工 . [回忆 一 下 , W 的 元 素 就 是 工 的 等 中 曲线 .] 我 
们 需要 的 结果 就 是 ; 


KILE SE BAN 中 唯一 的 使 得 工 平分 4 和 BRA AE. (12.31) 


因为 A 中 的 元 素 都 由 它 自 x 出 发 的 方向 决定 , MACE z0 在 z AWF L, 所 以 
(12.31) 这 个 关系 就 等 价 于 : 若 tz 和 10 分 别 在 x 和 0 切 于 A, 则 黑色 的 角 tz0 与 
阴影 的 角 2*z0 相等 . 这 个 关系 从 图 上 看 得 很 清楚 , 所 以 留 给 读者 自己 证 明 . 

现在 请 把 注意 转 到 图 12-33b, 其 中 的 2* 是 > EH m 旋转 半 周 后 的 象 . 为 了 最 
终 证 明 施 瓦 茨 的 结果 , 我 们 必须 证 明 图 上 画 出 来 的 事实 , 即 a 位 于 弦 B 上 .为 此 ， 
考虑 A 的 象 4*. 因为 旋转 半 周 将 把 z 和 er 对 换 , 0 和 a 对 换 , 所 以 4* 必 是 的 
一 个 经 过 a 的 元 素 . 但 是 L* = L, 故 由 映射 的 共 形 性 知道 , 4* 与 工 的 严 角 等 于 A 
与 LAJH. 由 (12.31) 可 知 , 这 个 经 过 > , a 和 z* 的 弧 A* 只 能 是 B. 证 毕 .? 
12.7.3 HANER M 

图 12-32 的 例子 讲 得 太 急 了 一 点 . 在 眼下 , 施 瓦 芯 的 结果 只 是 说 , 对 于 一 个 已 
给 定 于 圆 盘 中 的 调和 函数 , 怎样 从 它 在 C 上 的 值 , 找到 它 在 C 的 内 域 中 的 值 . 但 是 
在 图 12-32 中 , 我 们 却 不 经 意 地 就 假设 了 , 只 要 给 出 了 任意 分 段 连续 的 边界 值 , 我 们 
构造 出 的 圆 盘 中 这 个 函数 就 有 这 样 的 性 质 . 换言之 , 我 们 就 假设 了 , 已 经 得 到 了 施 
PLEA FY AAR AN Bk SSE fe] AAS. 在 引言 里 , 我 们 确实 说 过 , 这 是 可 以 做 到 
的 . 现在 我 们 来 论证 这 一 点 . 

图 12-34a 夯 出 了 a 趋 近 边 缘 上 的 = 点 , 也 画 出 了 两 段 邻接 于 z 的 很 短 的 圆 弧 
(C, 与 C2) 在 越过 a 点 作 上 述 的 投影 后 的 象 (Cr 与 cr). 如 果 已 给 的 边界 值 在 : 
所 连续 , WT 在 Ci Cs 基本 上 是 一 个 常数 (AA C, 和 Cs 都 很 短 ), 所 以 新 的 温 
度 分 布 在 CY JU C3 上 类 似 地 也 几乎 就 是 常数 . 所 以 , 当 a 趋 近 > 时 , 作出 来 的 函数 
Tia) ZEA T(z), 这 就 是 我 们 要 求 的 . 

虽然 狄 里 希 莱 问题 对 于 当 a Bi 了 E LH TEAN, Tia) 的 性 态 如 
何 并 未 作 要 求 , 但 是 要 看 出 究竟 发 生 了 什么 事情 , 并 非 难事 (虽然 计算 起 来 并 不 简 
单 ). 假设 从 C 进 到 Cs 时 , 边缘 上 的 温度 由 允 BEB) T. 如 果 a 是 沿 一 个 与 C 成 
角 Br 的 方向 趋 近 z, 则 Tia) 将 趋 近 [5T + (1 -及 TD 练习 1. 这 个 结果 与 不 连续 函 
数 的 傅 里 叶 级 数 表示 有 关 . 

现在 , 只 需 证 明 所 构造 的 函数 确实 是 调和 的 . 我 们 在 此 暂停 一 下 , 先 转 来 把 泊 
松 公式 恢复 到 它 的 经 典 形式 . 首先 要 注意 , (12.30) 可 以 重 写 为 [为 什么 


T(a) = = f T(@)dé*. (12.32) 


© 与 Needham[1994] 中 那个 更 官 等 的 论证 丰 比 , EE a be. 
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图 12-34 


为 了 把 它 写 成 与 (12.28) 同样 的 形状 , 就 要 把 dot 用 dg 表示 出 来 . 

考虑 图 12-34b, 上 面 画 的 是 当 z 作 运 动 RAG 时 , z* 的 运动 RAG. 这 些 弧 最 
ie DAE Be s Alt, 所 以 (Ab*/Ab) 最 终 等 于 (t/s). 但 是 s 和 上 是 两 个 相似 三 角形 
[ 画 有 阴影 | 的 对 应 边 , 所 以 (t/s) = (o'/»). 最 后 , 因为 最 终 有 (0'/p) = (o/p), BN 


得 到 
Oe | 
dg E | 
这 样 , (12.32) 变 成 了 l 
T(a) = 去 | z] T(0)d0 . (12.33) 


由 此 得 知 , 为 了 导出 泊 松 公式 , 我 们 只 需 证 明 [ojp] 就 是 泊 松 核 Pale) WAEREA 
则 是 按 反 方向 进行 的 : 他 原来 是 从 泊 松 会 式 导出 他 的 结果 (12.29) AY. 

有 一 条 初等 的 几何 定理 , 说 明 po = pe" 是 一 个 仅仅 依赖 于 a 的 常数 , 利用 过 
a 的 直径 (虚线 ) 即 得 po = (R - r°) 这 样 我 们 就 真 的 得 到 了 


-ee 


作为 泊 松 核 的 几何 解释 的 一 个 有 趣 推论 , 我 们 看 到 , 对 于 固定 的 z, 作为 a 的 函数 
Pa(z), 它 的 水 平 曲线 是 一 族 切 于 z 的 圆周 , 而 C 本 身 则 是 P,(z) = 0, 即 极限 圆 . 

回 到 调和 性 问题 , 我 们 看 到 , 只 要 能 对 & 在 积分 号 下 求 导 (这 当然 是 许可 的 , A 
为 现在 2 在 圆周 C 上 , 从 而 7 < R), 然后 再 证 明 [eal 是 a 的 调和 函数 就 够 了 . 要 
证 明 这 一 点 , 请 看 图 12-35. 因为 在 E 点 的 角 是 直角 , 所 以 


T z + a| cos 中 十 在 
preset, See 本 
p |z — al z—a 


OQ 1.3.4 TR TASB "ES" OE. 例如 在 这 里 ，" 最 终 ” 是 指 RAD 与 s 之 差 对 
于 Ad 是 商 阶 无 穷 小 . 一 一 译 者 注 
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既然 [o/o] 是 a 一 个 解析 函数 的 实 部 , 它 就 目 然 是 调和 的 , 证 毕 . 


从 推理 的 思路 , 还 可 以 得 到 一 项 副产品 ， 令 5 为 了 的 调和 对 偶 ， 从 而 f = 
T+iS = ~-( 复位 势 ) 是 解 太 函数 . 这 时 , 除了 相差 再 加 上 一 个 虚 常 数 以 外 , 这 个 函 
数 是 唯一 决定 的 , 而 它 必 定 由 下 式 给 出 : 


fla) = 去 | (于 2) roa, 


z= 0 


因为 这 是 一 个 解析 函数 , 它 的 实 部 就 是 T(a). 这 个 结果 称 为 施 瓦 英 公式 , 它 使 我 们 
能 从 一 解析 函数 实 部 在 C 上 的 值 恢复 完整 的 函数 f. 


12.7.4 诺 依 曼 和 波 欢 的 解释 


如 果 我 们 在 上 半 平 面 的 边缘 ( 即 实 轴 ) 上 指定 了 任意 的 分 段 连续 的 温度 T(x), 
则 有 另 一 个 也 属于 泊 松 的 公式 给 出 上 半 平 面 的 任意 点 a = X+iY(Y > 0) 处 的 温 
度 如 下 : 


Tiä) = :| | T(z)dz . (12.34) 


我 们 将 用 双 曲 几何 重新 解释 (12.32) 式 , 这 样 来 解释 这 个 结果 . 这 样 一 来 , 从 (12.28) 
转 到 (12.34) 具 不 过 就 是 从 双 曲 平面 的 讶 加 莱 模 型 转 到 它 的 上 半 平 面 模型 而 已 . 然 
而 我 们 先 要 给 出 泊 松 公式 的 另 一 个 几何 解释 . 

为 简单 计 , > C 为 单位 圆周 .考虑 图 12-36. REM KK 也 表示 其 弧 长 的 弧 
度 值 ) 上 有 单位 温度 , 而 在 C 的 其 余部 分 上 , 温度 则 保持 为 零 , 由 施 瓦 芯 的 结果 , 在 
a 点 的 温度 为 T(a) = (K*/2n)( 这 里 K* 如 前 所 述 , 是 K 通过 a ÆC 上 的 投影 , 也 
表示 其 弧 长 的 弧度 值 ), 而 在 圆心 处 的 温度 则 是 T(0) = (K/27). 
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12-36 


想象 你 站 在 a 处 向 外 看 着 许 许多 多 等 距 分 布 在 圆周 上 的 温度 计 . 当 你 把 头 转 
一 整 圈 一 一 当然 脚跟 也 得 跟着 转 ! 一 一 用 《了 》。 表示 你 所 看 见 的 (一 切 方向 上 的 ) 
温度 的 平均 值 . 例如 , 出 现在 高 斯 平均 值 定理 中 的 (T) RE AT) o. 

在 我 们 的 情况 下 ,《T》。= (A/2m), 其 中 入 是 下 对 a 点 所 张 的 角 的 弧度 值 . 从 
图 上 我 们 看 到 ” 


1 
A= 3K +K), 


EL T} a = [TIT(a) 十 T(0j: 你 所 看 到 的 边缘 温度 平均 值 等 于 你 所 在 处 的 温度 
和 国 心 处 的 温度 的 平均 . 然后 就 容易 看 到 , 对 于 许多 有 不 同 温度 的 弧 , 以 及 对 于 最 
终 一 般 的 分 段 连续 的 温度 分 布 , 这 个 结果 也 是 对 的 . 这 样 , 泊 松 公式 可 以 重新 写 为 


T(a) =2 {T} a —T(0). 


这 是 诺 依 曼 的 结果 , 见 Neumann [1884], 我 们 只 是 重新 发 现 了 它 , 而 Duffin [1957] 
则 从 另 一 个 角度 重新 发 现 了 它 . 在 Perkins [1928] 中 还 有 一 个 有 趣 的 推广 . 

图 12-37 的 目的 就 是 想 让 这 个 结果 更 加 生动 : 你 连续 不 断 地 扭头 , 每 次 都 扭 动 
同样 的 小 角度 。 你 就 能 看 到 边缘 上 空心 圆 点 处 放置 的 一 个 温度 计 . 它们 所 记载 的 
温度 的 平均 值 就 是 《47 。 的 很 好 的 近似 [ 当 。 一 0 时 则 得 到 准确 值 ], 也 就 是 你 所 处 
的 位 置 的 温度 与 在 0 点 的 温度 的 平均 值 的 很 好 的 近似 . 请 注意 , 在 边缘 的 最 接近 你 
的 地 方 , 这 些 空心 圆 点 是 怎样 挤 到 一 起 来 了 . 这 样 , 正如 你 能 够 预期 到 的 那样 , 这 一 
部 分 边缘 会 对 你 所 站 的 位 置 的 温度 具有 最 大 的 影响 . 


T 附带 提 到 , 这 也 意味 着 等 温 线 就 是 过 p Ag HAA. 

D 请 注意 前 一 个 译 者 注 . . 译 者 福 

加 Carl Gottfried Neumann, 1832 一 1925, 德国 数学 家 .1798 一 1895,， 也 是 一 位 友 娄 学 家 和 物理 学 家 ， 
是 哥 尼 希 公 学 派 的 创始 人 ， 和 着 尔 伯 特 其 实 也 是 出 自 这 个 学 谋 . PEWTER Hee eae, 
则 是 因 上 儿子 Carl 命名 的 , 但 是 请 如 与 20 世纪 的 大 效 学 家 ,计算 机 科学 的 开创 者 之 一 的 加 ， 诺 情 曙 
John von Neumann, 1903—1957 WA, 这 一 位 是 多 可 利信， Ree, 与 我 们 这 里 讲 的 诺 
FERIRE. 译 者 注 
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为 了 得 到 泊 松 公式 的 第 三 种 , 也 就 是 最 后 一 种 解释 , 请 把 这 个 圆 盘 想 成 双 曲 平 
面 的 庞 加 莱 模 型 ,你 又 一 次 站 在 a 处 向 K RE, 现在 天 成 了 无 穷 远 处 的 天 际 线 
(其 定义 见 6.3.4 节 , 例如 图 6-21). 那么 , 在 这 个 扭曲 了 的 几何 中 , K 有 多 大 ? 如 果 
你 是 上 帝 那 样 的 观测 者 , 能 够 俯视 双 曲 平面 的 这 个 模型 , 那么 光 所 行走 的 直线 在 你 
看 来 就 是 正 交 于 C HRAM, 所 以 你 看见 K 所 张 的 角 就 是 

双 曲 角度 = A+ (e+). 
但 是 我 们 从 图 12-36 看 到 K* = K+20420, Bf 
(+0) =3(K*-K), 
这 样 我 们 就 得 到 一 个 值得 注意 的 事实 : 
双 曲 角度 = 5(K* + K)+ 3(K* — K) = K* = 2nT (a). 


这 就 是 说 , 你 所 处 位 置 的 温度 恰好 正比 于 你 所 看 到 的 KK 的 大 小 ![ 直 接 求助 于 我 们 前 
面 讲 过 的 双 曲 旋转 半 周 Ma) 的 共 形 性 以 及 它 只 保持 圆周 的 性 质 , 也 能 得 到 这 个 
结果 .] 

现在 就 能 重新 解释 (12.32) T, 我 们 已 经 看 到 dg* 就 是 C 的 元 素 对 a 点 所 张 
的 双 曲 和 角度: CHORALE TAA a 的 温度 的 贡献 , 正比 于 此 元 素 对 于 点 a 所 张 
的 双 曲 角度 的 大 小 像 我 们 在 欧 几 里 德 空间 所 做 过 的 那样 , 用 < >。 记 你 站 在 a 
点 环顾 一 周 时 , 在 双 曲 平面 的 天 际 线 上 所 看 见 的 温度 的 平均 值 . 于 是 我 们 发 现 了 关 
系 式 

T(a)=<T >, . (12.35) 

这 个 结果 ( 比 施 瓦 芯 的 结果 更 美 ) ATER, 请 参看 Bocher [1898], [1906]. 我 们 是 
把 它 表 述 为 施 瓦 芯 的 结果 的 推论 , 但 在 本 节 之 末 我 们 会 看 到 , 还 可 以 用 简单 得 多 的 
方法 去 理解 它 . 


T) Maxime Bicher, 1867—1918, 美国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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图 12-37 的 类 似 物 现在 是 图 12-38. 如 果 你 仍然 站 在 原来 的 地 方 , 不 断 扭头 环 
顾 四 周 , 每 次 都 扭 一 个 很 小 的 角度 。 图 上 画 的 就 是 温度 计 在 边缘 上 的 新 位 置 . 这 些 
温度 计 读数 的 平均 值 就 是 < 了 >. 的 一 个 很 好 的 近似 [ 当 。 一 0 时 , 则 得 准确 值 ]， 
因此 也 是 你 所 处 位 置 的 温度 的 一 个 很 好 的 近似 . 请 注意 , 在 边界 的 最 接近 你 的 部 分 ， 
空心 圆 点 变 得 拥挤 起 来 , 因此 这 一 部 分 边缘 对 你 所 处 位 置 的 温度 影响 最 大 . 


从 (12.35) 式 这 个 有 利 的 视点 来 看 , (12.27) 和 (12.32) 的 区 别 就 烟消云散 了 . 本 
来 双 曲 平面 上 的 每 一 点 都 和 其 他 点 是 平等 的 , 只 不 过 在 a = 0 时 , 双 曲 角度 dg* 恰 
好 等 于 我 们 更 熟悉 的 欧 儿 里 德 角度 do. 

把 结果 这 样 陈述 出 来 , 就 使 我 们 能 把 它 转移 到 双 曲 几何 的 上 半 平 面 模型 中 来 . 
[这 种 转移 的 完全 的 论证 将 在 本 节 之 末 给 出 .] 对 于 上 帝 那 样 的 观测 者 , 现在 天 际 线 
是 实 轴 , 而 直线 则 是 与 实 轴 交 成 直角 的 半圆 弧 . 你 所 处 位 置 的 温度 就 是 图 12-39 中 
那些 室 心 圆 点 的 温度 的 平均 值 (当然 须 令 。 一 0.) 


图 12-39 


图 12-40 对 此 作 了 更 详细 的 分 析 . 它 画 出 了 天 际 线 上 的 元 素 Az 对 a 点 所 张 的 
双 曲 角度 Ab* 和 欧 几 里 德 角度 Ad. 把 Ac 取得 充分 小 , 就 可 以 认为 Tie) 在 其 上 
基本 上 是 常数 , 对 于 a 处 温度 的 贡献 是 (1/2mm7rz)Ab*， 沿 整个 天 际 线 积 分 , BN 
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得 到 ee 
T(a) = = [ T(x}dé". (12.36) 


为 了 把 它 写 成 (12.34) 同样 的 形状 , 我 们 需要 找到 (db* /dzx). 我 们 将 通过 一 个 
很 吸引 人 而 且 很 令 人 吃惊 的 结果 来 做 这 件 事 : ab ok A AO" ERRULE E A AO AY 
两 人 悦 , 即使 Az 不 是 很 小 时 也 如 此 . 为 了 看 到 这 一 点 , 请 注意 与 实 轴 交 于 p 点 的 半圆 
IL. iÈ a 点 的 虚线 切线 与 过 P 的 垂直 直线 的 交角 ， 很 明显 就 是 芒 ap 与 这 条 垂直 直 
线 交 和 角 的 两 倍 . 于 是 立即 可 得 上 述 结果 . 


图 12-40 


现在 再 看 图 12-41， 其 中 小 的 有 阴影 的 三 角形 ， 是 按 直 角 三 角形 画 的 , 因此 当 
Ag 一 0 时 , 最 终 相 羽 于 大 的 有 阴影 的 三 角形 . RR, (€/Ac) 最 终 等 于 (Y/0). 还 
A, 因为 上 很 像 半径 为 n 的 圆周 的 小 弧 段 , CRASS OAS. 所 以 , 只 要 Ab 为 
RA, 就 有 
nAg E Y 


Ar Az A 
把 此 式 与 前 面 的 结果 结合 起 来 , 我 们 就 得 到 


ers 


代入 (12.36) 即 得 (19.34). 


12.7 AERP 501 


以 上 的 论证 , 形式 虽然 是 新 的 , 但 是 把 波 区 的 结果 从 圆 盘 转 移 到 半 平 面 这 个 基 
本 思想 , 则 由 Osgood [1928] 给 出 . Lange and Walsh [1985] 是 (12.34) 的 另 一 个 处 理 
方法 . 基于 迄今 所 得 的 三 个 解释 的 更 多 知识 , 可 见 Perkins [1928]. 
12.7.5 一般 的 格林 公式 

E R 是 任意 形状 的 单 连通 区 域 , 泊 松 公式 有 一 个 推广 (归功 于 格林 ), 可 把 R 
的 任意 内 点 a 处 的 温度 用 边缘 B 上 的 温度 值 T(z) 表示 出 来 . 和 前 面 一 样 , > Gale) 
为 此 区 域 当 热源 放 在 a 处 时 的 格林 函数 , 所 以 在 边界 点 z 处 的 局 部 热流 量 是 
OG. 
On 
借助 0., 我 们 就 能 决定 Tia). 下 面 就 是 非常 引 人 注 目的 格林 公式 : 


Q,(2) = 


1 
T(a) = 元 Qq(z)T(z)ds ， (12.37) 


这 里 ds 是 沿 B 的 弧 长 元 素 , 这 样 , Q。 在 这 里 所 起 的 作用 就 和 泊 松 核 Pa 在 (12.28) 
中 所 起 的 作用 一 样 ， 事实 上 ,我 们 在 前 面 曾 经 就 单位 圆 盘 的 情况 计算 过 Q。， 即 
(12.26) 中 的 Q(z) = Qo(z), 我 们 现在 认 出 了 它 就 是 泊 松 核 P。. 

虽然 公式 (12.37) 在 理论 上 和 实用 上 都 很 有 价值 , 应 该 指出 , 它 不 如 泊 松 公式 
那么 明确 而 直接 , AA, 为 了 找 出 Q 就 要 先 找 出 格林 函数 Gao 但 是 我 们 前 面 已 经 
PHL, K Go 的 问题 本 身 就 是 一 个 犹 里 希 莱 问题 为 了 构造 


Galz) = —Inp + galz), 


就 要 先 作出 一 个 以 Inp 为 边 值 的 调和 函数 ga. 所 以 公式 (12.37) 其 实说 的 是 , 如 果 
能 够 解决 这 个 特殊 的 狄 里 希 莱 问 题 , 就 能 解决 所 有 的 狄 里 希 药 问 题 . 

先 设 想 T(z) 是 给 定 的 一 个 RR 中 的 调和 函数 , 我 们 希望 从 它 的 边 值 来 决定 它 在 
内 点 a 处 的 值 Tia. RRF (12.37) 的 解释 背后 的 思想 其 实 很 简单 .2 格林 函数 
Ga 使 我 们 能 够 作出 区 域 RSAC D 之 间 的 共 形 映射 六 及 其 道上 映射 f-1, 而 
使 得 a 对 应 于 原点 . 图 12-42 基本 上 就 是 图 12-31 的 复制 , 在 其 中 解释 了 这 点 . 

利用 共 形 映射 > 一 w= f(z) 就 把 R 中 的 调和 函数 T(z) 移植 到 D 中 的 调和 
函数 T(w) = T(f-1(w)).B 上 的 边 值 变 成 C 上 的 边 值 . 但 是 C 上 的 这 些 边界 温度 
的 平均 值 就 是 圆心 处 的 温度 , 而 这 就 是 我 们 想 要 求 的 , 因为 T(0) = Ta). 

用 公式 来 表示 这 里 的 思想 , 我 们 有 


T(a) = = f F(w)dd . 


m 


D 参看 Maxwell [1873], WPA HAERA (12.37) FET RENIY, Maxwell [1881, 第 3 章 | 
更 好 
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图 1242 


WEE C ER) w= f(z) 处 的 元 素 dé, 是 B 上 的 z 处 的 元 素 ds HS, 则 


dé = |f'(z)|ds , 


所 以 
Ta) = 5 > THIS @lds 


最 后 再 回忆 起 (12.25): 伸缩 率 Vo 等 于 局 部 热流 量 Q@。fz)， 这 就 完成 了 公式 
(12.37) 的 推导 . 

这 里 的 论证 还 解释 了 更 强 的 结果 , 即 (12.37) 解决 了 关于 R KBAR. 
用 上 把 互 上 给 定 的 边 值 共 形 地 移植 到 C E, 我 们 已 经 知道 , 泊 松 公式 使 我 们 能 作 
出 D 上 的 狄 里 希 药 问题 的 解 . 用 广 ! 把 这 个 解 从 DD 移 回 到 R, 我 们 就 找到 了 R 
中 的 调和 函数 了, CE a 点 的 值 必 由 (12.37) 给 出 , 你 现在 能 理解 为 什么 我 们 会 得 
花 那么 大 的 精力 在 圆 盘 这 个 特例 上 了 . 

在 结束 本 节 时 , 我们 给 出 格林 公式 (12.37) 的 美丽 的 几何 解释 , 如 图 12-43 Æ 
Fy. 和 在 图 12-38 中 一 样 , 设想 你 站 在 a 处 , 不 断 把 头 每 次 扭转 一 个 小 衣 。 但 是 
现在 假设 光 是 活着 图 上 所 画 的 热流 H = -V0 的 流 线 行走 的 . 我 们 这 样 就 会 看 见 
边缘 上 画 出 来 的 温度 计 . 一 般 公 式 (12.37) 说 的 其 实 就 是 , 这 些 温 度 的 平均 值 ( 当 
s 一 0 时) 就 是 你 所 站 的 位 置 的 温度 ! 波 葡 的 解释 明显 地 是 它 的 一 个 特例 .了 

这 个 解释 本 质 上 只 不 过 是 重复 了 (12.25) 的 推导 . $ z 是 你 向 8 方向 看 见 的 
边界 点 . 格林 公式 说 的 就 是 , zs 处 的 元 素 ds 处 的 温度 Tlzg) 对 于 a 点 的 温度 的 贡 
献 , 正比 于 Qlzg)ds, BI H 通过 ds 的 流量 . 现在 随 着 图 上 有 阴影 的 流 管 回 到 o 点 
处 的 源 , 令 此 流 管 在 a 处 所 张 的 角 为 do. 因为 正比 于 2x 的 总 流量 在 a 点 的 分 布 是 


TURRE FPR aT ANER, Rte D 中 的 铺 的 双 曲 下 离 , 则 RR 变 成 
观 曲 平面 的 另 一 个 【 非 标 准 的 ) 共 形 模型 , 图 12-43 中 由 a 发 出 的 流 线 就 是 其 测 地 零 . 于 是 这 两 个 结 
果 就 是 完全 相同 的 ， 
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对 称 的 , 所 以 流入 这 个 流 管 的 流量 On (za)ds 等 于 do. 这 样 , (12.37) 可 以 重 写 为 


ji 本 中 
T(a) = z- b T(z9)dg, (12.38) 


图 12-43 


这 就 是 各 方向 的 边缘 温度 T(z) 的 平均 值 . 证 毕 . 

我 们 是 用 图 12-43 作为 (12.37) 的 几何 解释 的 , 我 们 也 能 用 它 来 简化 与 说 明 那 
个 公式 的 推导 . 关键 之 处 在 于 看 到 (甚至 不 需 令 。 趋 于 零 ), 图 12-43 中 在 BB 上 观测 到 
的 温度 的 平均 值 是 共 形 不 变 的 . 和 前 面 一 样 , > J(z) 是 由 R 到 另 一 个 边缘 为 Y 的 
单 连通 区 域 5 的 一 对 一 共 形 映射 . 和 处 理 f 一 样 , 我 们 选取 J 使 得 过 a 的 曲线 的 
方向 在 此 映射 下 没有 扭转 (BY arg[J (a = 0). & we = Jl A B EN a EYE 
Ne. 

由 格林 函数 的 共 形 不 变性 , 按 角 度 6 离开 a RAM A ee I — 
Ja) 的 流 线 . BORE, we 不仅 是 z HS, 它 也 是 .J(a) 处 的 观测 者 向 着 日 方向 看 见 的 
边界 点 . 但 是 , 由 定义 , B 上 每 点 z 的 温度 都 被 移植 到 了 Y 上 的 wo wa, 所 以 , J(a) 
处 的 观测 者 在 Y 上 看 到 的 温度 与 a 处 的 观测 者 在 B 上 看 到 的 温度 一 样 . 证 毕 . 

令 。 趋 于 零 来 取 极 限 , 平均 值 的 共 形 不 变性 就 可 以 表示 为 


hi =e 
— = 一 一 Tlwa dé , 
2 7 To)dg = 二 b (we) 


图 12-43 画 的 是 J = 的 特例 , BUR RB D 并 将 a 映 为 0 的 共 形 映 
射 这 个 特例 的 优点 在 于 , 现在 可 以 算出 这 个 共 形 不 变 的 平均 值 . 由 高 斯 平均 值 定 
理 , 移植 后 的 温度 的 平均 值 , 即 在 C 上 的 Tlw) = T(zg) 的 平均 值 , 就 是 在 圆心 处 
的 温度 T(0) = T(a): 


1 I ~ 
5 7 T (29)40 = 元 2 T(we)d0 = T(a). 


这 样 , 再 回 到 R, 并 且 令 。 赵 于 零 而 取 极 上限 , 就 知道 , 所 观测 到 的 温度 的 平均 值 就 是 
你 所 处 位 置 的 温度 . 最 后 , 图 12-43 的 推理 表明 ,(12.38) 等 价 于 (12.37). 
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图 12-44 说 明 的 是 , 共 形 不 变 的 平均 值 这 一 思想 使 我 们 做 过 的 许多 事情 有 了 统 
一 性 . 图 的 上 部 中 间 画 的 是 高 斯 平均 值 定理 : 当 。 趋 于 零 时 , 边缘 上 的 空心 圆 点 处 
的 温度 的 平均 值 等 于 圆 盘 中 心 的 坎 度 . 对 此 图 应 用 一 个 自 同 构 , 就 给 出 圆 熏 的 泊 松 
公式 的 可 视 化 形式 (上 左 ); 应 用 默 比 乌 斯 变换 把 双 曲 平面 的 庞 加 莱 模 型 变 为 上 半 
平面 模型 , 就 得 到 上 半 平 面 的 泊 松 公式 的 可 视 化 形式 (下 图 ); 而 用 更 一 般 的 共 形 映 
射 , 则 给 出 格林 公式 的 可 视 化 形式 . 


圆 盘 的 泊 松 公式 


图 12-44 


12.8 5 题 


1. (i) 证 明 偶 极 子 的 对 偶 仍 是 偶 极 子 . 
(ii) 把 偶 极 子 看 成 一 个 对 子 [强度 相同 的 源 和 汇 所 成 的 一 对 ] 的 极限 . 画 出 这 个 
对 子 的 对 偶 的 草图 , 并 由 此 弄 清 (i) 的 几何 意义 . 
2. 车 再 是 一 个 实 调和 函数 中 是 其 调和 对 偶 , 证 明 oo 也 是 调和 函数 . [提示 : 考 
BRAM (@ + 16) | 
3. 利用 高 斯 平均 值 定理 证 明 调和 函数 不 可 能 具有 局 部 极 大 值 . 
4. 求 (12.7) 在 3 维 空间 的 推广 . 
5. (i) 车 f 为 解析 的 , 证 明 VIs = (FF JIN 并 且说 明 为 什么 此 式 与 第 7 章 习题 
19 的 (i) 一 致 . 
(ii) 证 明 : # A 是 拉 普 拉 斯 算 子 , 则 A = af. 请 使 用 硬 算 来 导出 此 式 . 
6. 令 f(z) 为 解析 的 . 依次 对 Of + D A (ff) 应 用 立 ,证 明 : 若 了 的 实 部 或 模 为 
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Pi 


Ca 


oo 


Ll. 


12. 


. 令 J 表示 变换 z w 的 雅 可 比 矩 阵 . 对 于 上 题 , 证 明 其 行列 式 为 det(J) = 


a, 则 ASAE. 
G) JE z 和 看 成 x 和 y 的 函数 , 偏 微分 的 链 法 则 证 明 (至 少 是 形式 上 证 明 ) 


ee | 
ð: = 3V, = NS 
(ii) 由 此 导出 【至少 是 形式 上 导出 ): -AEH A RAT 2, 1 RTE: 


Of= f', &f=0. 


wl — |Arw|*. 


. 从 习题 7) 我 们 看 到 A= VV = 40:8 利用 这 一 事实 解决 以 下 各 问题 . 


(i) WEAR è = [1 — (x? +y) HRA Ad = 4 了 2(26 -1). 

(ii) 从 AF = e 形式 地 先 对 z 积分 再 对 三 积分 来 解 出 FF. 由 此 导出 R = 
ler(zcosy + ysiny) 是 方程 AR = e cosy 的 一 个 解 . 通过 显示 地 计算 出 
AR 来 验证 这 个 结果 . 

(iii) 证 明 : 49 广 是 平面 上 的 最 一 般 的 调和 函数 , 则 f(z, z) = plz) + az), 其 中 
p 和 g 是 任意 解析 函数 . 


. 和 通常 一 样 , 令 £ 是 一 条 曲率 为 上 的 曲线 的 单位 切 向 量 , a 是 此 曲线 在 解析 映 


射 f(z) 下 的 象 的 曲率 . 又 令 s 和 分别 表示 原 曲 线 和 象 曲线 的 弧 长 . 最 后 , > 

W = (1/|f'|) 是 复 曲率 K= -iVe HR. 

(G) 利用 5.9.3 节 的 (5.30) 式 证 明 BR = wa, Gi Li: é]. 

(ii) WEAR ae = isf, Fit 0, = £- (iK). 

(iii) 导出 

OR = VAw + TOR) - É. 
[提示 : 记 住 (或 者 证 明 )(ia) - (b)+ (a) - (ib) = 01] 

(iv) 回忆 一 下 第 5 章 的 习题 18, 其 中 我 们 看 到 牛顿 当年 如 何 企图 把 两 条 相 切 
的 曲线 间 的 “ 角 ”e 定义 为 它们 的 曲率 之 差 , O= (s-r). 虽然 这 不 是 共 
形 不 变 的 , 但 请 证 明 [0/30] 却 是 一 个 共 形 不 变量 . 角 的 概念 的 这 个 有 
几何 意义 的 推广 称 为 卡 斯 纳 不 变量 (Kasner Invariant). 

用 上 题 的 记号 , > p 度量 正 交 于 此 曲线 的 方向 E 的 距离 . 把 大 = -ivt 代入 

5.9.3 节 的 (5.30) 式 , 证 明 象 曲线 的 曲率 可 以 表 为 一 个 很 干净 的 公式 ; 


c= Ota. 


考虑 位 于 p 处 强度 为 S 的 源 在 一 解析 映射 f PR. 
(i) 先 几 何 地 证 明 再 代数 地 证 明 , E p 不 是 了 的 临界 点 (BE fip) 40), WSE 
FAME fip) 处 , 强度 仍 为 5 的 源 . 
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(ii) 先 几何 地 证 明 再 代数 地 证 明 , 车 p 是 f BY (n 一 1) 阶 临界 点 , 则 象 仍 是 一 个 
源 , 但 现在 强度 为 (S/n). 


13. 对 于 位 于 p 处 的 偶 极 子 重复 上 题 的 研究 . 
. 证 明 : FEKE- 汤姆 逊 公 式 (12.17) 用 于 位 于 单位 圆 内 的 p 处 的 涡 旋 , 则 给 


出 两 个 新 的 涡 旋 , 一 个 位 于 1/p 处 , 另 一 个 位 于 0 处 . 借助 于 黎 曼 球面 上 的 图 
像 来 解释 此 事 . 


. (i) 证 明 : Suv 为 调和 的 , 则 X = (uve —vVu) 是 无 源 的 . 


(ii) Wu=T, v= G. 来 证 明 (12.37), 然后 令 X 流出 B 的 流量 等 于 由 圆心 在 
a 的 无 穷 小 圆周 流出 的 流量 . 
(iii) 取 u = Ga , v = 外 来 证 明 格林 函数 的 对 称 性 质 : Galb) = Gala) . 


. 将 单位 圆周 的 上 半圆 周 (Im(z) > 0) 的 温度 保持 为 +(r/2), 下 半圆 周 的 温度 保 


FA 一 (x/2), 记 这 时 的 单位 圆 盘 的 温度 分 布 为 T(z), 证 明 


T(z) = Are =] | 


. & T(z) AWE |z| < R 内 的 非 负 温度 分 布 . 记 |a| = ” 用 泊 松 公式 来 导出 哈 纳 


克 不 等 式 : 


($=) T(0) < T(a) < (=) EN 


. ALFA SN SEAS SEK [ 即 上 题 ] 证 明 刘 维尔 定理 在 调和 函数 中 的 如 下 类 比 : eT 


全 平面 上 是 调和 的 , 而 且 是 上 有 界 (AFAT), MT AWK, 


, 把 圆 得 的 烙 林 函数 (12.21) 代入 (12.24), 由 此 证 实 圆 盘 边 缘 的 热流 公式 (12.26). 
ü 用 镜像 法 求 上 半 平 面 的 格林 函数 . 


(ii) 用 此 式 证 明 一 般 的 格林 公式 (12.37) 确实 给 出 上 半 平 面 的 泊 松 公式 (12.34). 


. 用 镜像 法 的 思想 证 明 , 若 0 < Re(p) < 1, 则 上 半圆 盘 (Re(z) 20, |z| <1) HH 


PREA Sa 


= — g _P 
Gplz) ln I= = | +n 


通过 用 计算 机 作 Gole) 的 草图 来 验证 这 一 点 . 


PEP 
Pz 十 1| ` 


(D Carl Gustav Axel Harnack, 1851—1888, 德国 数学 家 , — Rai 
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在 译 完 这 本 书后 , 我 有 一 些 想法 愿 与 读者 分 享 . 

翻译 过 程 中 看 到 几 习 过 去 并 不 相识 的 读者 对 本 书 的 评论 和 一 些 刊物 上 的 书评 ， 
还 有 读 过 部 分 译 稿 的 读者 的 意见 . 几乎 一 致 的 看 法 是 , 这 本 书 有 很 高 的 独创 性 : 在 
一 门 有 近 200 年 历史 的 基础 分 支 学 科 里 , 而 且 是 已 经 有 了 数 十 部 公认 的 名 著 的 分 
支 学 科 里 , 能 够 写 出 如 此 不 同 凡响 的 著作 , 实在 难得 . 但 是 应 该 承认 , 本 书 仍然 是 一 
本 基本 的 教科 书 . 因为 一 方面 它 的 基本 内 容 确 实 属于 复 分 析 的 传统 领域 ; 另 一 方面 ， 
它 所 要 求 于 读者 的 预备 知识 也 仅 限 于 “比较 认真 地 ” 读 过 微 积 分 与 线性 代数 (当然 ， 
“比较 认真 地 "也 是 说 起 来 容易 做 起 来 难 ). 那么 , 还 有 什么 可 以 向 读者 说 一 说 的 呢 ? 


I 


这 本 书 标题 就 标明 可 视 化 . 可 视 化 当然 属于 当前 最 热门 的 时 尚 “品牌 ”, 而 且 完 
全 是 由 信息 技术 派生 出 来 的 . 那么 , 本 书 的 要 点 是 否 教 读者 如 何 使 用 计算 机 之 类 ? 
T. 本 书 确实 强调 计算 机 的 作用 , 甚至 许多 习题 需要 用 计算 机 来 完成 . 但 是 , 正如 
作者 指出 的 那样 , 应 该 像 物 理学 家 对 待 实验 室 那 样 对 待 计算 机 : 用 它 来 发 现 或 验证 
新 思想 , 解决 新 间 题 . 作者 认为 , 他 的 这 本 书 出 生 于 “牛顿 的 《原理 》 一 书 的 创世纪 
中 .” 他 从 牛顿 那里 学 到 了 方法 , 甚至 学 到 了 技巧 . 这 就 是 强调 问题 的 几何 本 质 , 或 
前 说 , 强调 从 事物 的 几何 与 物理 侧面 来 直观 地 理解 事物 . 著名 数学 家 克 菜 因 ( 即 爱 
尔 朗 根 纲领 的 提出 者 ' 在 他 的 名 著 《 高 观点 下 的 初等 数学 》( 此 书 中 译本 由 复旦 大 学 
出 版 社 出 版 ) 一 书 的 第 1 卷 关 于 “数学 的 现代 发 展 及 一 般 结 构 ” 的 一 节 中 指出 , 数 
学 的 发 展 和 教学 有 三 种 进程 , 即 进 程 A、 进程 B 和 进程 C. 进程 A 的 特点 是 强调 概 
念 的 明确 性 , 逻辑 上 的 无 懈 可 十, 方法 的 单纯 性 , 逐步 演绎 , 环 环 相 扣 , 绝 无 不 必要 
的 引申 , 总 之 , 使 数学 成 为 严整 的 体系 . 其 陈述 方式 则 是 : 定义 . 定理 , 证 明 、 推论 ， 
等 等 , HAA, 每 个 式 子 都 要 有 根据 . 进程 B, 这 是 克 药 因 特 别 推崇 的 进程 , 则 强调 
数学 概念 的 生成 和 发 展 , 强调 各 个 分 支 的 相互 联系 , 强调 逻辑 推理 后 面 的 直觉 和 物 
ABA. 其 陈述 方式 则 主张 夹 叙 夹 议 , RER, Ea, RARA. CHIRK 
任教 授 , 在 为 《高 观点 下 的 初等 数学 》 中 译本 写 的 序言 中 说 , 克 莱 因 的 思想 可 以 用 
“融合 ”二 字 来 概括: 数学 与 物理 学 的 融合 , 数学 各 分 支 的 融合 , 逻辑 推理 与 直觉 的 
融合 , 还 有 数学 的 逻辑 展开 与 历史 发 展 的 融合 . 

克 药 因 还 以 欧 近 公式 ee = coss +isinz 为 例 详细 讨论 了 进程 A 和 进程 B 的 
比较 . 他 尖锐 地 批评 了 当时 (fa 19 世纪 末年 的 ) 德国 数学 教学 . 实际 上 他 的 批评 对 
我 们 今天 的 教学 也 完全 适用 : 这 个 e 是 怎样 来 的 ? 为 何以 它 为 底 的 对 数 称 为 自然 对 
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数 ? 其 “自然 何在? 欧 拉 公 式 难道 是 天 上 掉 下 来 的 吗 ? 我 自己 就 遇 到 过 类 似 的 问 
题 : RH of = 并 = ， 人 ”的 每 一 项 都 没有 周期 , 为 什么 加 起 来 以 后 就 出 现 了 周 
期 ? 总 之 , 学 生 们 在 逻辑 上 接受 了 某 个 结论 , 不 等 于 “实际 上 ”理解 了 这 个 结论 . 这 
就 是 过 分 强调 进程 A 在 教学 上 带 来 的 副作用 .本 书 作者 强调 自己 是 认真 研究 了 牛 
顿 的 《原理 》 以 后 才 理 解 了 ,必须 从 数学 问题 的 直觉 的 经 验 的 侧面 去 “体会 " 数学， 
才能 有 真正 的 掌握 , 才能 “ 悟 " 其 真 详 , 因此 , 他 用 了 极 大 的 精力 去 探求 复 分 析 的 许 
多 我 们 已 经 非常 熟悉 的 结论 的 几何 内 涵 和 处 理 方法 , 包括 对 上 述 欧 拉 公式 的 理解 
所 以 , 读 后 确 有 耳目 一 新 之 感 

把 克 莱 因 的 说 法 与 作者 的 说 法 比较 , 这 本 书 可 以 说 是 作者 按照 进程 B 帮助 读 
者 教 或 学 复 分 析 的 一 个 努力 , 而 作者 取得 的 成 功 是 有 目 共 暑 的 . 

进程 C 是 另外 一 回 事 , 这 里 不 去 讨论 ， 

如 果 要 比较 进程 A 和 进程 B WRS, 会 得 到 进程 B 远 优 于 进程 A 的 结论 . 本 
书 作者 当然 是 这 样 看 的 . 但 是 , 克 莱 因 尽管 充分 评价 进程 B, 而 且 自 己 一 直 身 体力 
行 , HARB. HUY, 这 两 种 进程 都 是 数学 发 展 所 必需 , 互相 切磋 , NE 
相 补充 . 克 莱 因 说 得 很 对 , 在 教学 与 研究 中 , 采取 哪 一 种 进程 , 视 各 人 的 学 识 素养 与 
爱好 而 定 , 也 视 整个 数学 发 展 的 需要 而 定 ， 为 什么 牛顿 特别 倾向 几何 学 ? 至 少 部 分 
地 是 由 于 在 牛顿 的 时 代 几 何 学 最 为 成 熟 , 而 且 是 人 们 (不 只 是 牛顿 ) 解决 科学 问题 
的 最 有 力 的 工具 . 牛顿 以 及 他 的 同时 代 的 大 科学 家 (还 应 加 上 伽利略 ) 都 是 欧 氏 几 
何 的 高 手 . 他 的 《原理 》 一 书 可 以 说 是 充满 了 求解 “几何 难题 * 的 例子 , 以 致 微 积分 
的 基本 思想 : 略 去 高 阶 无 穷 小 , 也 时 常 隐藏 在 几何 难题 后 面 , 所 以 读 起 来 很 难得 其 
三 昧 . 说 个 笑话 : 如 果 你 不 能 放 开 莫 眼 , 从 几何 与 物理 角度 审视 问题 , 就 难以 看 穿 
KP, 但 是 , 如 果 你 这 样 做 了 , 立定 足 踩 , 循 此 渐进 , 自然 能 进入 牛顿 的 不 二 法 
门 . 就 是 一 种 几何 化 的 物理 科学 . 

本 书 作者 这 样 做 , 值得 我 们 效法 ， 这 当然 有 很 大 的 难度 . 所 以 牛顿 以 后 , 如 欧 
拉 、 拉 格 朗 日 以 及 拉 普 拉 斯 , 就 以 分 析 的 方法 来 处 理 同样 的 问题 . 欧 拉 说 过 , 完全 几 
何 的 方法 , 时 常 难以 解决 力学 问题 , 或 者 只 能 部 分 地 解决 ; 而 拉 普 拉 斯 的 名 著 《 天 
体力 学 》 则 把 天 体 运动 的 研究 完全 归结 为 研究 微分 方程 ， 再 考虑 到 微 积分 的 基础 
经 过 两 百 多 年 的 锤炼, 借助 -5 语言 得 到 了 较 完美 的 解决 , 进程 A 就 占据 了 统治 地 
位 .当然 , 从 几何 和 物理 侧面 考察 问题 的 方法 , 也 就 退 居 后 台 了 . 19 世纪 的 数学 发 
E, 风向 似乎 又 有 了 改变 . 这 里 起 了 决定 作用 的 有 高 斯 , 特别 是 黎 曼 (他 是 本 书 特别 
推崇 的 大 师 ).“ 回 到 牛顿 * 可 能 是 20 世纪 才 有 的 口号 , 但 是 潮流 的 改变 在 当时 已 经 
十 分 明显 .不 妨 说 , 这 是 本 书 的 一 条 主线 . 但 是 , 作者 并 没有 简单 地 着 力 于 几 个 几 
何 难题 (但 是 看 来 本 书 作者 对 几何 难题 情 有 独 钟 , 所 以 本 书 中 有 不 少 很 有 趣 的 几何 
题 ), 所 谓 强调 几何 和 物理 实质 , 其 具体 内 容 读者 能 在 书 中 看 到 . 这 里 需要 特别 强调 
的 是 , 计算 机 的 出 现 不 仅 对 于 研究 工作 的 影响 已 经 有 目 共 睹 , 它 为 数学 教学 开辟 了 
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多 么 广阔 的 前 景 远 非 我 们 今天 敢于 估计 的 . 作者 以 “可 视 化 ”作为 本 书 标题 , 不 但 
是 由 于 数学 的 本 质 就 有 可 视 化 这 一 侧面 , 而 且 由 于 今天 的 信息 技术 的 现状 使 我 们 能 
侣 在 前 人 无 法 想 象 的 程度 上 揭示 这 个 侧面 . 

当然 , 任何 事物 都 有 两 个 方面 . 强调 了 几何 直觉 一 面 , 就 有 可 能 对 于 数学 严格 
性 有 所 忽视 . 作者 并 没有 回避 这 一 点 ， 他 明确 地 宣称 , 他 总 是 把 “洞察 力 * 置 于 严 
格 性 之 前 . 为 了 得 到 更 深刻 的 洞察 , 宁可 以 (在 某 种 程度 上 ) 牺牲 严格 性 为 代价 . 全 
书 基本 上 没有 用 e-d 语言 , 而 且 非 常 自由 地 把 小 量 与 无 穷 小 量 混 起 来 用 . 作者 常用 
"最终 相等 ” 之 类 的 说 法 , 时 常 把 相差 高 阶 无 穷 小 就 说 成 是 相等 ， 当 然 作者 明白 地 
说 , 这 些 说 法 都 有 确切 的 数学 含义 , 但 是 他 并 不 引述 任何 一 本 数学 书 , 而 是 引证 了 
一 位 大 物理 学 家 8. Chandrasekhar 的 Newton's Principia for the Common Readers 
一 书 (在 这 部 关于 复 分 析 的 近 600 页 的 大 书 里 , 竟然 没有 维尔 斯 特 拉 斯 的 名 字 ”, 这 
恐怕 只 能 以 作者 是 “性 情 中 人 ”来 解释 了 ). 当然 读者 会 问 , REER ut, 是 有 
利于 学 生 更 深刻 地 理解 数学 概念 、 方法、 理论 的 实质 , 还 是 实际 上 在 鼓励 一 种 大 而 
化 之 的 宇 玖 作风 ? 这 当然 要 看 教学 的 实际 情况 而 定 . 但 是 , 问题 并 不 如 此 简单 . 例 
如 在 第 5 章 里 , 作者 实际 上 宣布 了 , 一 个 解析 函数 序列 , 只 要 收 敏 , 必 可 逐 项 求 导 . 
这 当然 是 错 了 , 但 是 , 即使 像 柯 西 这 样 的 大 师 , 也 犯 过 类 羽 错 误 . 正 是 阿 贝尔 以 至 维 
尔 斯 特 拉 斯 等 人 按照 进程 A 的 要 求 正 确 地 处 理 了 这 个 问题 , 否则 就 不 会 有 今天 的 
复 分 析 . 至 于 详 痢 , 在 大 多 数 问题 上 是 草 重 了 原作 者 的 处 班 , 但 在 这 类 问题 上 , 就 不 
能 简单 地 , 客气 地 说 原 书 错 了 , 只 好 写 一 个 比较 长 的 脚注 . 这 里 并 不 是 讨论 数学 方 
法 论 或 教学 论 的 合适 地 方 , 但 是 应 该 指出 , 并 非 所 有 数学 概念 、 方 法 和 理论 都 可 以 
或 者 适合 于 可 视 化 . 进程 B 和 进程 A 相辅相成 甚至 相反 相 成 , 能 不 能 说 , 进程 B 
ARRAN AA SR, MEE A MERMER? 对 于 译 者 , 本 书 的 启示 在 于 , 数 
学 书 没有 一 个 至 高 无 上 不 得 违抗 的 写法 , 现今 最 流行 的 不 一 定 是 最 好 的 , 更 不 一 定 
是 最 适合 你 的 . 这 就 给 学 数学 和 教 数学 留 下 了 广阔 的 创造 空间 . 

I] 

一 个 数学 分 支 被 认为 是 基本 的 分 支 , 一 门 课程 被 认为 是 基础 课 , 有 两 个 原因 . 首 
先 它 从 其 他 分 去 吸取 营养 ; 其 次 它 又 影响 其 他 分 支 的 发 展 或 其 他 课程 的 教学 , 数学 ， 
和 其 他 极为 广博 的 科学 一 样 , 虽然 是 一 座高 符 入 云 的 伟大 建筑 , 必然 有 一 些 最 为 基 
础 , 影 啊 多 最 为 深远 的 思想 . 方法 等 , 可 以 说 是 其 精华 ,基础课 的 教学 有 一 个 无 可 
推卸 的 责任 , 就 是 把 这 些 精华 交 给 学 生 . 为 此 , 按 当前 流行 的 做 法 , 就 是 开 许多 课程 , 
各 司 其 职 , 分 兵 把 关 . 姑且 不 论 多 数学 校 有 没有 可 能 开 这 人 么 多 课程 , 即使 开设 了 , 也 
一 定 会 助长 各 门 课程 孤立 分 离 , 看 不 到 数学 作为 一 个 整体 是 如 何在 发 展 , 有 什么 真 
正 关键 的 问题 . 这 也 是 进程 A 带 来 的 副作用 . 因此 , 解决 之 道 , 在 于 从 进程 B 找 出 
路 . 正如 吴 大 任 先 生 给 殉葬 因 的 思想 所 作 的 概括 : 在 融合 二 字 上 下 功夫 . 下 面 看 一 
下 本 书 是 怎样 处 理 这 个 问题 的 . 作者 按照 复 分 析 发 展 的 内 在 要 求 , 也 按照 自己 的 科 


T 正 立 中 只 有 一 次 提 到 维尔 斯 特 拉 斯 , 还 基 译 者 加 的 , 一 一 译 者 注 
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学 兴趣 , 选择 了 三 个 问题 , 使 读者 能 从 数学 发 展 的 整体 来 看 待 复 分 析 , 引导 读者 走 
回 更 广 阅 的 科学 天 地 . 

A. 几何 学 和 非 欧 几何 

什么 是 几何 学 ? 克 药 因 在 他 的 《 爱 尔 朗 根 纲领 》 里 作 了 回答 : 几何 学 所 研究 的 
就 是 几何 图 形 在 某 类 运动 所 成 的 群 下 面 的 不 变性 质 . 这 本 是 每 一 个 想 学 数学 的 大 
学 生 都 应 该 了 解 的 . 遗憾 的 是 , 绝 大 多 数 大 学 生 也 就 只 是 知道 这 一 句 话 而 已 . 似乎 
多 数 大 学 里 也 找 不 到 一 门 课 认 真 地 解释 这 个 极其 重要 的 思想 (但 是 有 不 少 大 学 为 
文科 学 生 开 设 的 “ 数学 与 文化 ”之 类 的 课程 里 却 简单 地 介绍 了 一 下 ).， 原因 可 能 在 
于 , 现在 我 国 多 数 大 学 数学 系 里 , 几何 教学 很 不 恰当 地 被 前 弱 了 , 而 一 门 几何 课 要 
能 够 认真 地 介绍 《 爱 尔 朗 根 纲领 》, 必定 有 相当 份量 , 对 教学 两 方面 都 是 不 轻 的 负 
H. 请 看 本 书 是 如 何 解 决 这 个 问题 的 . “怎样 来 描述 运动 ? ”对 于 实 轴 的 情况 , 运动 
简单 地 就 是 rio orth EF a, b MEZA, ME a0. 对 于 2 维 欧 氏 有 平面, 本 
书 指出 , 只 要 进入 复 域 , 就 立刻 可 见 运动 就 是 cz qz 十 bb 其 中 a ,五 都 是 复数 ,而 
Rao 作者 这 样 讲 , 本 是 为 了 克服 一 个 大 家 都 知道 是 历史 的 虚构 的 说 法 : “复数 
出 现 于 需要 求解 二 次 方程 rz + 1 = 0", (但 是 这 样 讲 最 “方便 "). 复数 的 出 现 深 刻 地 
适合 了 描述 空间 本 性 的 需要 , 而 非 简 单 地 来 自 什 么 “实际 需要 ". 作者 还 指出 , 物理 
学 中 有 许多 类 似 情 况 是 复数 的 用 武之 地 . 例如 (下 面 的 例子 是 译 者 在 教学 中 遇 到 过 
AY, 而 不 一 定 就 是 作者 心目 中 所 想 的 , 因为 作者 的 兴趣 明显 地 在 于 理论 物理 等 方面 ) 
我 们 在 工科 数学 中 都 会 讲 如 何 用 复数 讲 交 变 电 流 以 及 振动 现象 , 表面 上 看 , 这 也 是 
一 种 “方便 *, 其 实 , 稍 想 一 下 , 就 会 发 现 , 并 不 是 电流 、 电 压 等 取 了 虚数 值 , 而 是 实 
数 现 在 已 经 不 足以 描述 它们 , 需要 平面 向 量 , 而 平面 同 量 就 是 复数 . 这 里 的 情况 和 
2 维 欧 氏 平面 的 运动 需 用 复数 来 描述 是 一 样 的 . 读者 自然 会 问 , 是 否 有 一 种 “空间 
复数 ” 足以 描述 3 锥 欧 氏 空间 的 运动 ? 从 作者 的 分 析 看 到 , 这 是 不 可 能 的 . 怪 就 怪 
在 , 到 了 4 维 欧 氏 空间 , 却 又 可 能 了 , 这 就 是 四 元 数 . 对 大 学 生 讲 四 元 数 ,“ 离 经 叛 
12”, HESS ATAR. 然而 , 作者 非常 顺畅 地 引导 读者 和 他 一 同 在 这 条 思想 的 小 道上 漫步 ， 
FLO) if “FEO Re, 迁 门 今 始 为 君 开 . ”关键 在 于 , MER, 得 到 了 一 个 深 
刻 的 洞察 教学 为 的 是 更 加 深 划 地 描述 大 自然 . 当然 , 这 样 作 要 有 本 事 , 具体 说 来 
就 是 要 比较 认真 地 读 过 线性 代数 . 其 实 , 所 用 的 线性 代数 知识 有 限 , 并 无 “ 超 岗 ”之 
嫌 , (AB. 问题 仍然 在 于 , 大 学 生 们 是 否 想 过 “线性 代数 还 可 以 这 样 读 ?"” 那么 
很 好 , 这 本 书 这 样 告诉 你 了 , 帮助 你 放 开 慧眼 .~ 

再 转 到 非 欧 几何 . 这 时 我 们 遇 到 的 情况 也 与 以 上 说 到 的 相仿 ,可 能 大 多 数学 生 


GD 但 是 最 新 的 科学 发 展 证 明 , 四 元 数 物 非 量 一 种 羽 有 历史 兴趣 的 "中产 ”. 正文 中 就 提 到 四 元 数理 论 与 
计算 机 图 形 学 的 英 系 ， 这 是 很 有 趣 的 ， 读 者 如 果 有 兴趣 ， 下 和 妨 读 一 下 Joan Lasenby, Anthony N. 
Lasenby and Chris J. L. Doran HWW A Unified Mathematical Language for Physics and 
Engineering in the 21st century, Hbacu] blffwww.mrao.cam.ac.uk/ ~ clifford/publications/ 
paAdallmillen,paf 上 找到 .可见 , 4G SMA Se ae “RR”, “BE, 那 
Hever ral. - Bat: 
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知道 的 仅 限 于 几何 学 中 有 一 桩 公案 : 过 直线 外 一 点 对 此 直线 是 否 可 以 做 出 怡 好 一 
条 {或 多 于 一 条 或 少 于 一 条 ) 平行 线 , 或 者 三 角形 三 内 着 之 和 = (>, <)a. BË, 
每 一 个 学 数学 的 学 生 都 应 该 知道 , 在 高 斯 , 特别 是 黎 曼 以 后 , 问题 的 症结 就 变 得 很 
明显 了 : “现实 的 物理 空间 是 什么 样 的 空间 ? 是 否 欧 氏 空间 ? ”这 个 问题 在 黎 曼 手 上 
成 了 一 个 微分 几何 问题 . 于 是 出 现 了 内 北 几 何 与 外 在 几何 的 区 别 和 联系 , 出 现 了 空 
间 的 度量 问题 , 曲率 问题 , 等 等 . 贝尔 特 拉 米 发 现 曲率 为 -1 的 常 负 曲 率 曲 面 —— 
愧 球面 上 的 几何 就 是 双 曲 几何 , 即 罗 巴 切 夫 斯 基 的 非 欧 几 何 , 他 还 做 出 了 几 个 不 同 
的 映 伪 球面 为 平面 的 上 映射 (本 书 就 说 是 几 种 不 同 的 地 图 ), 得 到 了 罗 巴 切 夫 斯 基 的 非 
欧 几 何 的 几 种 不 同 的 “模型 那么 , 非 欧 几 何 也 是 几何 , 按照 克 芋 因 的 观点 应 该 有 
相应 的 运动 群 . 而 庞 加 菜 发 现 这 些 运动 全 是 默 比 乌 斯 变换 z t PEERK 
何 与 复 分 析 的 深刻 内 在 联系 浮 出 了 水 面 ， 在 讲 复 分 析 的 同时 也 讲 非 欧 几何 就 是 题 
中 之 义 了 . 在 我 国 , 在 20 世纪 50 年 代 , 翻译 过 一 本 前 苏联 的 教材 : 普 里 瓦 洛 夫 《 复 
TARSI), 认真 地 , 但 只 是 用 小 字 介 绍 了 默 比 乌 斯 变换 , 并 且 兼 及 罗 巴 切 夫 斯 基 
度量 . 后 来 大 概 再 也 没有 我 国 的 教材 涉足 于 此 . 于 是 学 生 们 对 非 欧 几何 的 了 解 , 最 
多 也 就 是 当 作 一 桩 公案 , 或 者 还 知道 一 点 公理 系统 的 相 容 性 独立 性 , 对 于 它 在 现时 
数学 的 发 展 中 的 地 位 作用 就 不 明白 了 . 总 之 , 我 们 变 臂 失去 了 一 个 让 学 生 接 触 一 项 
数学 的 精华 的 机 会 . 本 书 则 可 以 说 是 “ 借 题 发 挥 *， 简 单 地 然而 负责 地 介绍 了 有 关 
的 知识 , 使 得 大 学 生 在 低 年 级 就 能 不 太 困 难 地 接触 内 碍 几何 的 许多 基本 思想 , 直到 
高 斯 的 “绝妙 定理 "(Theorema Egregium), MEAZ, 如 果 想 在 这 条 微分 几 
何 的 路 上 走 下 去 , 你 可 以 读 些 什么 . 作者 认为 这 是 复 分 析 的 意义 最 为 重大 的 一 部 分 ， 
这 当然 是 由 于 他 是 朝 罗 斯 的 学 生 , 走 的 是 彭 罗斯 的 路 子 . 在 此 愿 请 读者 去 找 一 下 华 
罗 庚 先生 的 《从 单位 图 谈 起 》 一 书 . 华 先生 也 是 沿 着 自己 的 学 术 道 路 (例如 包 复 变 
国 数 论 和 矩阵 几何 等 ) 介绍 了 许多 关于 非 欧 几何 的 知识 , 读 后 必 可 大 获 教 益 . 

B. 拓扑 学 与 复 分 析 

拓扑 学 与 复 分 析 有 深刻 的 内 在 联系 , 这 本 是 众所周知 的 事情 . 可 以 灌 着 多 种 不 
同 的 途径 来 揭示 二 者 的 联系 . 例如 , 把 积分 回路 看 成 某 个 同调 类 的 元 , 被 积 式 (一 个 
微分 形式 ) 则 看 成 上 同调 类 的 元 , 积分 则 是 二 者 的 对 偶 . 由 此 再 进一步 就 达到 了 de 
Rham 理论 . 许多 书 都 是 这 样 作 的 , 只 是 走 多 远 各 有 不 同 . 例如 Ahlfors 的 名 著 《 复 
分 析 》 就 给 出 了 十 分 清晰 简明 的 初步 介绍 .本 书 则 由 分 析 学 的 另 一 个 基本 问题 开 
始 , 就 是 方程 gix) =0 的 解 的 存在 问题 . 先 看 特别 简单 的 1 维 问题 . 这 时 假定 g(x) 
在 (0, 1) 上 连续 . 如 果 记 g(x) = flz) — x， 问题 就 归结 为 求 映射 f(z)(flz) 也 在 
p, 1 上 连续 ) 的 不 动 点 , 即 求 一 个 r 使 得 flx) = zx ,一 个 非常 本 质 的 假设 是 ; 设 
f 作为 一 个 映射 , BRO, 1 到 其 自身 . MH cr =0M sc = 1 已 经 是 不 动 点 , 自然 无 
话 可 说 了 . MRR, Wo < foj<1, f(e)—2\,_,>0, AB fc 一 xz <0. 
由 连续 函数 的 人 旬 值 定理 知道 , 一 定 存在 至 少 一 个 zo E (0, 1) 使 得 Frzo) = ro, 即 
为 所 求 的 不 动 点 ， 这 个 定理 是 极端 重要 的 . 如 果 oe) = 0 是 一 个 代数 方程 , 在 最 
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简单 的 次 数 不 高 于 4 时 , 可 以 用 根 式 和 其 他 代数 式 把 解 写 出 来 . 5 次 以 至 更 高 次 的 
代数 方程 的 解 用 根 式 来 表示 的 问题 , 引申 到 群 论 的 发 现 . 这 是 另外 一 个 故事 了 ， 如 
果 就 根 的 存在 问题 而 言 , 第 一 个 正确 的 证 明 应 该 归功 于 高 斯 (1799). 高 斯 前 后 给 出 
过 好 几 个 证 明 , 最 后 才 明 确 了 必须 在 复 平面 上 才能 解决 问题 . 复 平 面 的 提出 者 之 一 
Argand 也 是 就 这 个 问题 提出 i 就 是 旋转 x/2 . 看 起 来 高 斯 本 人 对 这 个 定理 十 分 看 
E, 所 以 才 称 之 为 代数 的 基本 定理 , 高 斯 的 证 明 本 质 上 是 一 个 拓扑 证 明 , MAME 
依赖 于 上 述 的 连续 函数 的 介 值 定理 ， 但 是 高 斯 并 未 认识 到 这 是 一 个 有 符 证 明 的 严 
重 的 定理 , 是 波 尔 察 诺 指 出 了 高 斯 的 毛病 . 其 实 波 尔 察 诺 是 想 用 我 们 现在 使 用 的 实 
数 完 备 性 的 结果 来 证 明 , 但 他 也 不 知道 实数 完备 性 理论 一 直到 19 世纪 末年 才 完 全 
地 确立 . 那么 , 看 起 来 需要 的 是 在 2 维 平面 ( 即 复 平 面 ) 上 建立 上 述 的 不 动 氮 定理. 
回 到 本 书 , 作者 不 是 简单 地 说 代数 的 基本 定理 是 复 分 析 的 菜 个 具体 结果 的 推论 (是 
偶然 的 推论 吗 ? ), 而 是 进一步 看 出 复 分 析 的 这 么 一 大 块 都 具有 拓扑 学 的 本 质 . 由 辐 
fi BLAS CE EERE EA eB, 只 不 过 是 “这 一 大 块 ” 出 其 余 绪 而 已 . 这 样 
我 们 又 一 次 看 到 , 得 到 了 新 的 洞察 , 引导 我 们 走向 广阔 的 新 天 地 . BAe A 
数 , 作为 从 一 个 2 维 空间 (2 平面 ) 到 另 一 个 2 维 空 间 (w 平面 ) 的 映射 , 只 不 过 是 很 
大 一 类 映射 的 特例 . 因此 在 本 书 的 这 一 部 分 里 , 作者 总 是 把 解析 映射 和 更 一 般 的 非 
和 解析 映射 对 轨 , 力图 把 解析 映射 的 拓扑 特性 说 明白 . 例如 上 面 讲 的 不 动 点 定理 , 在 
2 维 情况 下 就 是 : 如 果 由 > 平面 到 w 平面 的 连续 映射 (不 一 定 解析 )z ow = f(z) 
把 单位 圆 盘 ;z| <1 映 到 另 一 个 单位 圆 盘 wl <1, 则 它 必 有 至 少 一 个 不 动 点 . 这 就 
是 著名 的 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 的 2 维 情况 . 1 维 情况 的 证 明 是 很 容易 的 {如果 你 认 
为 连续 函数 的 介 值 定理 也 算 很 容易 的 定理 的 话 ), 2 维 情 况 的 证 明 也 不 算 难 . 但 是 更 
高 维 数 的 情况 又 如 何 ? 对 于 n 维 空间 的 单位 球体 , 它 仍然 是 对 的 . 但 是 其 证 明 就 需 
要 全 新 的 概念 和 方法 . 这 就 是 环绕 数 和 映射 度 等 . 作者 由 此 而 进 到 霍 普 夫 定 理 . 奇 
点 的 指数 、 欧 拉 示 性 数 、 庞 加 药 - 直 普 夫 定理 等 , 直到 发 现 连 中 学 生 都 知道 的 欧 拉 
AKV-E+F=2 其实 是 一 只 微笑 着 的 大 恺 龙 ! 这 块 新 天 地 有 自己 的 尊 神 , 例如 
HED. 我 想 借 此 机 会 请 读者 们 , 特别 是 大 学 生 , 看 一 篇 文章: A, 不 动 氮 定 
理 , 见 齐 民 友 等 译 《 现 代 世 界 中 的 数学 》， 上海 教育 出 版 社 , 2004 年 242-251 H, 可 
能 有 助 于 体会 这 个 新 世界 是 多么 美丽 而 有 趣 . 

C. 黎 曼 的 思想 

1851 F, 歼 显 发 表 了 以 高 斯 为 评阅 人 (supervisor, examinen 的 著名 博士 论文 ， 
题 为 《 单 复 变 量 函 数 的 一 般 理论 基础 上 (Grundlagen fir eine allgemeine Theorie der 
Funktionen einer veriinderlichen complexen Grösse). 高 斯 通常 很 少 称赞 他 的 同时 代 
A, 但 是 对 于 黎 曼 他 却 热 情 地 称 链 说 : “ 获 曼 先生 提交 的 这 篇 论文 令 人 信服 地 证 实 
了 他 在 这 篇 论文 处 理 的 主题 上 深刻 而 彻底 的 研究 , 表现 了 一 种 创造 的 、 富 有 活力 
的 、 真正 的 数学 才智 , 一 种 光辉 的 富有 成 果 的 独创 性 ” 和 歼 曙 的 基本 思想 可 以 说 是 把 
函数 概念 从 某 种 固定 的 代数 形式 (Pa) 下 解放 出 来 , 而 放 在 几何 与 物理 学 
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的 基础 上 ,为 此 , 他 使 用 了 {宁可 说 是 创造 了 ) 许多 今天 看 来 极其 重要 的 概念 和 方 
法 . 他 对 解析 函数 的 研究 基本 上 是 从 柯 西 - 黎 电 方程 出 发 , 即 设 f(z) = ut iv, 其 中 
u Aly ze MS A Ae. f(z) 是 一 个 共 形 映射 , 为 了 确定 它 , 需要 在 某 个 (RE 
些 ) 边 值 条 件 下 求 u 和 (Ru , 例如 在 条 件 tyoamaacy = (已 知 函数 ) FR u. RB 
指出 , 为 此 只 需求 一 个 适合 上 述 条 件 的 函数 u 使 得 所 谓 能 量 证 函 (这 个 名 词 来 自 
u 在 物理 上 表示 例如 静电 场 的 能 量 }T(w) = ff lu? + u2] dedy 达到 最 小 值 . BB HK 
个 方法 称 为 狄 里 希 药 原理 . 这 并 非 由 于 狄 里 希 药 发 现 了 这 个 方法 , 事实 上 , William 
Thomson( BELAR 3c th RH 一 Lord Kelvin, 这 是 他 的 贵族 封号 , 而 不 是 人 名 , 但 是 人 们 
时 常 弄 混 了 ), Kirchhoff, Stokes 以 及 高 斯 本 人 都 使 用 了 它 . 黎 曼 是 因为 这 是 狄 里 希 
菜 教 他 的 , 所 以 这 样 称 呼 . 歼 曼 用 这 个 方法 证 明了 共 形 映射 的 基本 定理 . 尤其 值得 
注意 的 是 黎 曼 是 把 复 变量 的 解析 函数 作为 静电 场 来 处 理 的 , 而 由 把 静电 场 看 成 一 种 
理想 流体 的 流 场 . 所 以 , 在 物理 上 成 立 的 , 黎 曙 就 认为 在 数学 上 也 成 立 . 他 至 少 是 
把 这 样 的 方法 看 成 探索 数学 真理 的 手段 . 这 是 十 分 值得 注意 的 , 而 本 书 , 特别 是 在 
最 后 三 章 里 充分 发 挥 了 这 一 点 . 

柳 晕 在 这 篇 博士 论文 提出 了 现在 以 他 的 名 字 俞 名 的 几何 对 音 一 一 黎 曙 曲面 . 
现在 的 教 本 里 通常 要 人 么 根本 不 提 黎 曼 曲 面 , 要 么 就 把 它 说 成 是 一 个 奇怪 的 风 山 道士 
可 以 钉 过 来 钼 过 去 的 虚构 的 “曲面 "一 一 一 切 都 是 为 了 “方便 * 的 权宜 之 计 . 这 就 离 
歼 曼 的 思想 相距 太 远 了 . SRS, 歼 曼 曲面 是 具有 深刻 几何 (准确 些 说 , 是 拓扑 ) 
内 涵 的 数学 对 象 , 而 一 个 解析 函数 的 本 性 , 可 以 说 是 由 它 的 歼 曼 曲面 决定 的 . 后 来 
Ay eA AES A KS, 直到 外 尔 (Hermann Weyl)1913 FAR (BSH 
面 的 思想 》 (Die Idee der Riemanneche Fläche) 这 部 名 著 , 才 明 确 了 获 曼 曲面 是 一 个 
微分 流 形 ， 由 于 微分 流 形 的 概念 , 再 加 上 黎明 提出 的 许 包 新 的 拓扑 概念 或 思想 , 说 
黎 曙 是 拓扑 学 的 葛 基 人 之 一 绝 不 过 分 . 黎 曙 的 这 些 贡 献 对 20 世纪 【以 及 21 世纪 ) 
的 数学 发 展 影 响 如 何 深远 , 绝 非 这 里 能 够 讨论 的 . 我 们 只 能 就 本 书 的 写法 , 介绍 一 
KATH OL, 以 供 本 书 的 读者 参考 而 已 . 

如 上 所 述 , 不 妨 认 为 歼 曾 的 函数 论 是 进程 B 的 代表 , 那么 , 另 一 位 大 师 维尔 斯 
特 拉 斯 的 函数 论 则 可 以 说 是 进程 A 的 代表 . 尽管 黎 曼 和 维尔 斯 特 拉 斯 互相 很 熟悉 ， 
他 们 的 研究 工作 互相 借鉴 也 很 多 , 可 是 在 函数 论 的 发 展 方向 上 , 二 人 人 却 是 针锋相对 : 
维尔 斯 特 拉 斯 认为 研究 解析 函数 必须 依托 其 具体 的 表示 一 一 FEB. MASE 
级 数 开始 , 作 一 切 可 能 的 解析 拓展 所 得 的 总 体 , 维尔 斯 特 拉 斯 称 之 为 一 个 analytic 
configuration. 他 认为 如 黎 曼 曲面 那样 的 东西 有 是“ 超 验 的 ", 即 人 类 经 验 无 法 接受 与 
理解 的 , 也 是 靠不住 的 .维尔 斯 特 拉 斯 指出 黎 曼 的 狄 里 希 革 原理 是 错误 的 . 因为 对 
于 所 有 “可 容许 ”的 函数 uw ,上面 的 能 量 泛 函 u) = 0 , 所 以 集合 {7(u)} FAR, 
AmA THI. 但 是 , 下 确 界 不 一 定 是 最 小 值 . 维尔 斯 特 拉 斯 还 举 出 了 一 个 反例 说 
HA, 一 个 有 下 确 界 的 泽 函 可 以 根本 达 不 到 下 确 界 , 因此 没有 最 小 值 . 这 个 批评 确实 
是 击 中 了 要 害 . 但 是 据说 当时 的 数学 家 们 反而 有 一 种 如 释 重负 的 感觉 , 因为 黎明 的 
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基本 思想 虽 有 极 大 的 说 服 力 (是 不 是 可 以 说 是 “诱惑 力 ”? ), 可 是 黎 虹 的 文章 又 太 
难 懂 , 其 中 甚至 找 不 到 一 个 具体 例子 . 有 人 说 这 就 是 “ 雄 庚 不 去 抓 若 蝇 "! 有 了 维尔 
斯 特 拉 斯 , 似乎 就 用 不 着 再 去 跟 歼 曼 较 动 了 . 但 是 数学 家 是 不 会 放弃 这 样 精 彩 的 儿 
何 与 物理 直觉 的 . 经 过 好 几 十 年 的 努力 , 直到 1901 一 1902 才 由 希 尔 伯 特 “挽救 " 了 
狄 里 希 药 原 理 , 由 此 发 展 起 来 的 理论 对 于 当代 的 数学 和 物理 等 , 是 极为 重要 的 . 不 
过 要 掌握 它 , 必须 要 有 进程 A 的 良好 训练 . 经 过 希 尔 伯 特 “挽救 ”的 狄 里 希 莱 原 理 
也 部 分 地 失去 了 原来 数学 与 物理 学 融合 的 风韵 . 这 个 “故事 "是否 能 够 说 明 , 进程 
A 和 进程 B 甚至 可 以 是 相反 相 成 的 呢 ? 

现在 回 到 本 书 . 作者 感到 遗 司 地 说 , 由 于 篇 幅 的 限制 , 他 不 可 能 比较 完全 地 介 
绍 黎 曼 曲面 的 理论 , 虽然 他 也 很 想 这 样 作 . 这 是 很 自然 的 , 因为 这 个 理论 确实 超出 了 
作为 大 学 生 基 础 课 所 能 够 容许 的 程度 . 但 是 本 书 最 后 三 章 的 风格 , 患 怕 在 其 他 数学 
教材 (不 止 是 复 分 析 教 材 ) 是 未 曾 见 到 过 的 . 作者 把 复 解析 函数 的 概念 与 理想 流体 
的 流 场 , 静电 场 以 及 温度 场 完全 地 融 为 一 体 . 可 能 读者 会 问 , 怎么 能 够 要 求 一 个 数 
学 的 学 生 或 老师 知道 那么 多 物理 学 昵 ? 作者 说 , 尽管 你 对 于 电场 可 能 很 生 朴 , 但 是 
对 于 热 和 温度 绝 大 多 数 人 还 是 熟悉 的 . 其 实 就 静电 场 的 理论 而 言 , 本 书 并 未 超出 高 
中 物理 学 多 少 . 问题 的 症结 可 能 是 , 学 数学 的 时 候 总 以 为 物理 学 是 另 一 个 天 地 , 是 
我 们 管 不 了 的 ; 学 物理 的 时 候 又 很 少 想到 , 这 也 是 数学 的 用 武之 地 . 总 之 , 没有 按照 
克 莱 因 的 进程 B 所 要 求 的 那样 , 在 数学 与 物理 学 的 融合 上 花 力 气 . 请 看 本 书 , WH 
是 一 个 解析 函数 , 也 就 如 同 在 讲 一 个 流 场 : 它 可 能 是 源 或 者 汇 生 成 的 , 也 可 能 是 一 
个 偶 极 子 或 多 极 子 生成 的 ; 罗 朗 级 数 讲 的 无 非 就 是 把 这 些 东 西 登 加 起 来 , IE 
表示 在 无 穷 远 处 有 源 或 者 汇 或 者 其 他 什么 , 负 和 容 部 分 却 表 示 有 限 远 处 有 这 些 东 西 ; 
在 某 一 个 流 场 内 放 进 例如 一 个 单位 圆 盘 , 或 者 男 一 个 障碍 物 RR, 流 场 的 变化 就 是 由 
R 的 外 域 到 单位 圆 盘 的 外 域 的 共 形 映射 . 这 样 的 变化 当然 是 存在 的 , 这 就 意味 着 这 
个 共 形 映射 也 是 存在 的 . 当然 我 们 还 需要 一 个 数学 证 明 , 但 是 应 该 理解 , 这 个 证 明 
是 对 一 个 物理 事实 的 数学 说 明 , 而 这 个 物理 事实 也 就 是 对 一 个 数学 结论 的 物理 说 
明 , 这 已 经 是 十 分 引人入胜 了 , 而 且 还 发 现 了 许多 原来 以 为 并 无 联系 的 结果 , 从 双 
曲 几 何 的 视角 来 看 原来 是 一 回 事 . 全 书 就 结束 在 双 曲 几何 的 和 弦 的 变 啊 中 . 

如 果 要 用 几 句 话 来 说 明 这 一 大 段 文 字 的 意思 , 那 就 是 : 学 一 门 基础 课 , 就 应 该 
是 打开 了 通 向 数学 发 展 的 主流 的 一 扇 门 . 可 不 可 以 说 , 这 正 是 本 书 最 值得 注意 的 特 
rae? 
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